
第 １７ 卷第 ５ 期 ２０１９ 年 １０ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１９ ／ １７⑸ ／ ４３２⁃７

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１７ Ｎｏ．５
Ｏｃｔ． ２０１９

２０１８⁃０９⁃１０ 收到第 １ 稿，２０１９⁃０４⁃０９ 收到修改稿．
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｍｍｍｐｌｓｋ＠ １６３．ｃｏｍ

分数阶动力学的分析力学方法及其应用

罗绍凯†

（浙江理工大学 数学力学与数学物理研究所，杭州　 ３１００１８）

摘要　 综述我们在分数阶动力学分析力学方法的研究进展，包括：分数阶动力学系统的分析力学表示，构造

分数阶动力学模型的分析力学方法，构造分数阶动力学模型团簇的分析力学方法，三类分数阶 Ｌｉｅ 群无限小

变换方法，分数阶动力学系统的对称性、对称性摄动和共形不变性的分析力学方法，分数阶动力学系统的代

数结构与 Ｐｏｉｓｓｏｎ 积分的分析力学方法，构造分数阶动力学系统积分不变量的分析力学方法，分数阶动力学

系统梯度表示的分析力学方法，分数阶动力学系统稳定性的分析力学方法，分数阶微分方程的分析力学方

法等，介绍了对于物理学、力学、生物学、非线性科学等领域的 １０ 多种分数阶动力学模型的应用，并指出了

若干进一步研究的问题．
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引言

分数阶动力学的理论与方法可以更为真实地

描述自然现象，而且能够更为深刻地揭示动力学系

统的内在性质与动力学行为，从而成为国际学术界

的热门课题．分析力学给出了一整套简洁、优美、规
范的分析和处理动力学问题的理论与方法，２３０ 年

来，不但一直在伴随时代的步伐与时俱进，而且在

科学与工程中发挥着基础支撑作用．２０１０ 年以来，
我们提出了分数阶动力学的分析力学方法，构建了

完整的理论体系框架．本文概述这一工作的研究进

展．

１　 构造分数阶动力学模型的分析力学方法

长期以来，大量的分数阶微分方程是人们基于

整数阶微分方程直接用手写出来的！ 能否给出建

立分数阶动力学系统运动微分方程的一般方法呢？
这是构造分数阶动力学模型的具有基本意义的工

作，也是长期以来困扰国际学术界的一个难题．在
整数阶动力学的层面上，２００ 多年来，伴随时代的

步伐，分析力学相继给出了构造动力学模型的

Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

方法，这些具有基本意义的方法能否用于、怎样用

于处理分数阶动力学问题呢？ 基于分析力学方法，
能否提出并给出建立分数阶动力学系统运动微分

方程的普适性方法呢？
２０１０ 年以来，我们探索并初步解决了这一基

本的、重要的和有趣的问题！
在分数阶动力学的层面上，基于不同分数阶算

子的定义，文献［１－２１］提出并建立了分数阶广义

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学［１－１５］、分数阶 Ｎａｍｂｕ 力学［１５，１６］、分数

阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 力学［１７－２１］、含有完整动力学信息的分数

阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学［３，１２，１６］ 和含有完整动力学信息的

分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学［１５，１６］；同时，揭示了上述五类

不同分数阶动力学系统之间的内在联系和转换条

件［１，１０，１２，１６－２１］，给出了退化到相应的整数阶动力学

系统的退化条件．
尤其是，在文献［１－２１］和研究生学位论文中，

基于上述五大类分数阶动力学系统的分析力学表

示，分别给出了构造分数阶动力学模型的基本方

法，这些基本方法包括构造分数阶动力学模型的分

数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方法；进而，作为新方法的应用，构造了涉

及物理学、力学、非线性科学、生物学等领域的 １４
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种分数阶动力学模型，分别探索了这些模型的内在

性质与动力学行为．

２　 构造分数阶动力学模型团簇的分析力学

方法

对于一个给定的动力学系统，分数阶或非线性

问题客观存在着复杂性和不确定性．长期以来，这
类不确定性一直是主要体现在求解动力学系统微

分方程的过程中，在建立分数阶动力学系统运动微

分方程的过程中，如何体现和定量化描述这种不确

定性呢？
这是一个揭示分数阶问题不确定性的具有基

本意义的工作，也是一个长期困扰国际学术界的难

题．
基于我们建立的分数阶动力学系统的分数阶

Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋ⁃
ｈｏｆｆ 方程，在构造实际问题的分数阶动力学模型过

程中，我们发现，分数阶问题的不确定性必然导致

建立分数阶动力学模型的不确定性！ 对于一个给

定的动力学问题，动力学函数确定后，在动力学方

程中还存在着一个有待确定的任意函数，这种不确

定性将会导致一个分数阶动力学模型团簇［３，１４］；进
而，揭示了分数阶动力学问题的不确定性及其数学

表示，给出了构造分数阶动力学模型团簇的一般方

法［３，１４，１６－２０］ ．值得指出的是，对于一个给定的动力学

问题，只有在一个特定的条件下，才能够构造出与

整数阶动力学模型的形式相对应的分数阶动力学

模型［１－２１］；基于原来的整数阶模型，构造出的其余

诸多分数阶模型，只好称为扩展的分数阶动力学模

型［３］ ．
作为构造分数阶动力学模型团簇一般方法的

应用，分别构造了分数阶相对论 Ｌｏｒｅｎｔｚ⁃Ｄｉｒａｃ 模型

团簇、分数阶 Ｌｏｔｋａ⁃Ｖｏｌｔｅｒｒａ 模型团簇分数阶 Ｈｅ⁃
ｎｏｎ⁃Ｈｅｉｌｅｓ 模型团簇［３］ ．

３　 三类基本的分数阶 Ｌｉｅ 群无限小变换方法

在整数阶动力学的框架中，Ｌｉｅ 群的无限小变

换是研究对称性、对称性摄动、共形不变性、非线性

分析等一系列问题的非常重要的基础支撑．在分数

阶动力学的框架中，探索分数阶的 Ｌｉｅ 群的无限小

变换是一个具有基本意义的、重要的和有趣的问

题！

鉴于分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换在国际上还

没有形成系统而又完整的理论与方法，近年来，为
了探索分数阶动力学系统的对称性的需要，我们相

继提出了三类基本的分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换

方法．
第一类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换：在文献

［５］中，我们构造了一个以时间 ｔ 和分数阶变量为

独立变量的 α－１ 阶导数空间，在此空间中，探索了

分数阶的 Ｌｉｅ 群的无限小变换，给出了分数阶无限

小生成元向量和生成元函数的递推公式；同时，在
研究生的学位论文中，我们探索了受扰的第一类分

数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换，给出了受扰的分数阶无

限小生成元向量和生成元函数的扩展公式．进而，
我们以定义与定理的形式提出了第一类分数阶 Ｌｉｅ
群的无限小变换方法，基于这类变换，研究了分数

阶的 Ｌｉｅ 对称性问题．
第二类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换：在以时间

ｔ 和整数阶变量为独立变量的空间中，国际上一些

学者探讨了分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换，但是，他
们给出的分数阶无限小生成元向量和生成元递推

公式繁琐冗长、表达不一或相互矛盾，没有形成系

统而又完整的理论．文献［７，８，１８，１９］在以时间 ｔ
和整数阶变量为独立变量的空间中，在前人工作的

基础上，提出了更具一般意义的、含有对整数阶变

量变换的任意次扩展和整数阶变量变换分数阶扩

展的 Ｌｉｅ 群的无限小变换，给出了分数阶无限小生

成元向量，证明了相应的生成元函数的递推公式；
同时，我们探索了受扰的第二类分数阶 Ｌｉｅ 群的无

限小变换，给出了受扰的分数阶无限小生成元向量

和生成元函数的扩展公式．进而，我们以定义与定

理的形式提出了第二类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变

换方法，基于这类变换，研究了分数阶的 Ｌｉｅ 对称

性、Ｍｅｉ 对称性、对称性摄动和分数阶的共形不变

性．
第三类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换：最近，在

我的研究生的学位论文和将要发表的文献中，考虑

到分数阶导数的定义与运算规则不同于整数阶导

数，我们提出并构造了一个含有时间 ｔ、整数阶变量

和分数阶变量的耦合空间，在此空间中，提出了含

有对整数阶变量变换的任意次扩展，并含有对分数

阶变量变换的一次扩展、二次扩展乃至任意次扩展

的 Ｌｉｅ 群的无限小变换，给出了分数阶无限小生成

３３４
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元向量，证明了相应的生成元函数的递推公式；同
时，探索了受扰的第三类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变

换，给出了受扰的分数阶无限小生成元向量和生成

元函数的扩展公式．进而，我们以定义与定理的形

式提出了第三类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换方法，
基于这类变换，研究了分数阶的 Ｌｉｅ 对称性、Ｍｅｉ 对
称性、对称性摄动和分数阶的共形不变性．

而且，我们也探索了上述三类分数阶 Ｌｉｅ 群无

限小变换之间的关系．
基于上述三类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换，科

学家们都可以用分析或数值的方法探索分数阶动

力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性、Ｌｉｅ 对称性、Ｍｅｉ 对称

性、各类对称性摄动、共形不变性、非线性分析等．

４　 分数阶动力学系统对称性的分析力学方法

对称性原理是现代科学中一个更高层次的法

则．在整数阶动力学的框架中，对称性原理在现代

物理学、数学、力学、非线性科学、生命科学和工程

中都扮演者重要角色，它为解决复杂的科学问题提

供了一类具有极其重要理论与实际意义的现代化

手段．鉴于分数阶动力学问题的复杂性，探索与建

立分数阶动力学系统的对称性方法，是一个非常重

要而有趣的科学问题！
对于一个可以转化为分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌ⁃

ｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 表示的动力

学系统，在分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变换下，能否给

出、怎样给出分数阶动力学系统对称性的定义和确

定方程呢？ 如何找到被分数阶的对称性直接导致

的守恒量呢？
在第一类分数阶 Ｌｉｅ 变换下，文献［５］探索了

分数阶广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 Ｌｉｅ 对称性的基本理

论与方法，给出了定义与确定方程，发现一个分数

阶 Ｌｉｅ 对称性的基本变量关系，找到了分数阶 Ｌｉｅ
对称性直接导致的守恒量，并应用于分数阶 Ｄｕｆｆ⁃
ｉｎｇ 振子和分数阶 Ｌｏｔｋａ 生化振子．在我们的研究生

学位论文中，系统全面地揭示了上述五大类分数阶

的分析力学表示下的 Ｌｉｅ 对称性方法，分别找到了

分数阶 Ｌｉｅ 对称性直接导致的守恒量，并应用于 １０
多种分数阶动力学模型．

在第二类分数阶 Ｌｉｅ 变换下，文献［６，７，１８］分
别探索了分数阶广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统、分数阶 Ｂｉｒｋ⁃
ｈｏｆｆ 系统 Ｍｅｉ 对称性的基本理论与方法，给出了定

义与确定方程，找到了分数阶 Ｍｅｉ 对称性直接导致

的守恒量，并应用于分数阶广义相对论 Ｂｕｃｈｄｕｈｌ
模型、分数阶三体问题模型、分数阶 Ｒｏｂｂｉｎｓ⁃Ｌｏｒｅｎｚ
模型、分数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型、分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ
振子模型、分数阶 Ｌｏｔｋａ 生化振子模型．在研究生学

位论文和将发表的文献中，我们系统全面地揭示了

上述五大类分数阶的分析力学表示下的 Ｍｅｉ 对称

性方法和 Ｌｉｅ 对称性方法，分别找到了分数阶 Ｍｅｉ
对称性和 Ｌｉｅ 对称性直接导致的守恒量，并应用于

１０ 多种分数阶动力学模型．
在第三类分数阶 Ｌｉｅ 变换下，最近，在研究生

学位论文和将发表的文献中，我们系统全面地揭示

了上述五大类分数阶的分析力学表示下的 Ｍｅｉ 对
称性方法和 Ｌｉｅ 对称性方法，分别找到了分数阶

Ｍｅｉ 对称性和 Ｌｉｅ 对称性直接导致的守恒量，并应

用于 １０ 多种分数阶动力学模型．
这一工作，揭示了分数阶动力学系统的内在结

构与动力学行为之间的潜在联系．

５　 分数阶动力学系统对称性摄动的分析力

学方法

在一个小扰动的作用下，动力学系统的对称性

和守恒量随之发生缓慢的变化，进而导致对称性摄

动和绝热不变量． 对于一个可以转化为分数阶

Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
表示的动力学系统，在受扰的分数阶 Ｌｉｅ 群无限小

变换下，能否给出、怎样给出分数阶动力学系统对

称性摄动的定义和确定方程呢？ 如何找到分数阶

的对称性摄动直接导致的绝热不变量呢？
在第二类受扰的分数阶 Ｌｉｅ 变换下，文献［７，

１８］分别探索了分数阶广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统、分数阶

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统 Ｍｅｉ 对称性摄动的基本理论与方法，
研究了受扰的分数阶 Ｌｉｅ 群变换，揭示了受扰分数

阶 Ｌｉｅ 变换的无限小生成元向量，证明了受扰无限

小生成元函数的整数阶高次扩展和分数阶扩展的

展开式，给出了分数阶 Ｍｅｉ 对称性摄动的定义与确

定方程，找到分数阶的对称性摄动直接导致的绝热

不变量，并应用于受扰的分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子模型、
受扰的分数阶 Ｌｏｔｋａ 生化振子模型、受扰的分数阶

广义相对论 Ｂｕｃｈｄｕｈｌ 模型、受扰的分数阶 Ｅｍｄｅｎ
模型等．

在第三类受扰的分数阶 Ｌｉｅ 变换下，最近，在

４３４
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研究生学位论文和将发表的文献中，我们系统全面

地揭示了上述五大类分数阶的分析力学表示下的

Ｍｅｉ 对称性摄动和 Ｌｉｅ 对称性摄动方法，分别找到

分数阶的对称性摄动直接导致的绝热不变量，并应

用于 １０ 多种分数阶动力学模型．
这一工作，揭示了小扰动对分数阶动力学系统

内在结构产生的影响，从而导致动力学行为的缓慢

改变，亦即揭示了小扰动、内在结构、动力学行为三

者之间的潜在联系．

６　 分数阶动力学系统共形不变性的分析力

学方法

在整数阶动力学框架中，动力学系统的共形变

换和共形不变性在物理学、数学、力学、非线性科学

中发挥着重要作用．对于一个可以转化为分数阶

Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
表示的动力学系统，在分数阶 Ｌｉｅ 群无限小变换

下，能否给出、怎样给出分数阶动力学系统共形不

变性的定义和确定方程呢？ 如何找到分数阶的共

形不变性导致的守恒量呢？
在第二类分数阶 Ｌｉｅ 变换下，文献［８，１９］给出

了分数阶动力学系统的共形不变性的基本理论与

方法，给出了分数阶动力学系统共形不变性的定义

与确定方程，揭示了分数阶共形不变性与 Ｍｅｉ 对称

性、Ｌｉｅ 对称性的关系，找到了分数阶共形不变性导

致的守恒量，并应用于分数阶广义相对论 Ｂｕｃｈｄｕｈｌ
模型、分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子模型、分数阶 Ｌｏｔｋａ 生化

振子模型、分数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型．
值得指出，在第三类分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变

换下，对于可以转化为分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、
广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 表示的动力学系

统，在研究生学位论文和将发表的文献中，我们全

面探索了分数阶的共形不变性、分数阶的共形不变

性与 Ｍｅｉ 对称性、分数阶的共形不变性与 Ｌｉｅ 对称

性，分别找到了分数阶共形不变性导致的守恒量，
研究了对 １０ 多个分数阶动力学模型的应用．

７　 分数阶动力学系统代数结构与 Ｐｏｉｓｓｏｎ
积分的分析力学方法

如果一个动力学系统具有相容代数结构和 Ｌｉｅ
代数结构，那么系统存在 Ｐｏｉｓｓｏｎ 积分．对于一个可

以转化为分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、

Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 表示的动力学系统，这一理论与

方法能否用于分数阶动力学系统呢？
文献［１，９，１３，１４］回答了这一问题，探索了分

数阶动力学系统的代数结构，发现分数阶广义

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统、分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统、分数阶 Ｂｉｒｋ⁃
ｈｏｆｆ 系统具有相容代数结构和 Ｌｉｅ 代数结构，给出

了 Ｐｏｉｓｓｏｎ 积分存在的条件与形式，并应用于分数

阶相对论 Ｌｏｒｅｎｔｚ⁃Ｄｉｒａｃ 模型、分数阶相对论 Ｙａｍａ⁃
ｌｅｅｖ 振子模型、分数阶 Ｈｅｎｏｎ⁃Ｈｅｉｌｅｓ 模型、分数阶

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｐｏｉｎｓｏｔ 模型、分数阶三物种群的 Ｖｏｌｔｅｒｒａ 模

型．进而，在研究生的学位论文中，发现分数阶

Ｎａｍｂｕ 系统具有相容代数结构和 Ｌｉｅ 代数结构，
Ｐｏｉｓｓｏｎ 积分方法也可以用于分数阶 Ｎａｍｂｕ 系统．

这一工作，揭示了分数阶动力学系统的内在结

构与动力学行为之间的潜在联系．

８　 构造分数阶动力学系统积分不变量的分

析力学方法

动力学系统的积分不变量在现代数学、力学、
物理学和工程中扮演着重要角色．Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 曾指

出，利用一个第一积分可以构造系统的积分不变

量，一个多世纪以来，这一方法被广泛的应用．
对于一个可以转化为分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌ⁃

ｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 表示的动力

学系统，Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 构造积分不变量的方法能否用

于、怎样用于分数阶动力学问题呢？
文献［２，１３，１４］回答并解决了这一问题，对于一

个可以转化为分数阶广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 表示的动力学系

统，提供了利用分数阶动力学系统的第一积分构造

积分不变量的基本方法，并应用于分数阶 Ｅｕｌｅｒ⁃
Ｐｏｉｎｓｏｔ 模型、分数阶相对论 Ｌｏｒｅｎｔｚ⁃Ｄｉｒａｃ 模型和分

数阶相对论 Ｙａｍａｌｅｅｖ 振子模型；作为构造分数阶

广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统积分不变量的推论，分别给出了

构造分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统、分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 系统积

分不变量的方法．进而，在研究生的学位论文中，这
一方法被拓展到分数阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统和分数阶

Ｎａｍｂｕ 系统．

９　 分数阶动力学系统梯度表示的分析力学

方法

微分方程的梯度表示对于研究系统的动力学

行为有着重要意义，如果一个动力学系统可以表示
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为梯度系统，那么可以得到势函数，利用势函数可

以进一步研究系统的动力学特性．在整数阶动力学

层面上，梅凤翔先生对于分析力学各类方程的梯度

表示开展了深入、系统而又全面的研究，构建了完

整的理论体系框架．
对于一个可以转化为分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、

广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 表示的动力学系

统，能否把分数阶动力学系统转换为梯度表示呢？
能否利用势函数研究分数阶系统的稳定性问题呢？

文献［４，１０，１３，１４，２０］分别给出了分数阶广义

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统、分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统、分数阶 Ｂｉｒｋ⁃
ｈｏｆｆ 系统是一阶梯度系统、二阶梯度系统的条件与

形式，利用势函数探索了分数阶动力学模型的稳定

性问题．

１０　 分数阶动力学系统稳定性的分析力学

方法

动力学系统的稳定性，是科学与工程各个领域

普遍存在的重要问题．
基于动力学系统的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、

广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 表示，如何给出分

数阶动力学系统稳定性的基本理论与方法呢？
文献［１０－１４，２０，２１］探索了分数阶广义 Ｈａｍ⁃

ｉｌｔｏｎ 系 统 和 分 数 阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系 统 的 平 衡 稳 定

性［１１，２０］、运动稳定性［１０］、平衡状态流形的稳定

性［１２－１４，２１］，给出了分数阶动力学系统稳定性的基本

理论与方法，并应用于分数阶相对论 Ｌｏｒｅｎｔｚ⁃Ｄｉｒａｃ
模型、分数阶相对论 Ｙａｍａｌｅｅｖ 振子模型、分数阶

Ｈｅｎｏｎ⁃Ｈｅｉｌｅｓ 模型、分数阶 Ｈｏｊｍａｎ⁃Ｕｒｒｕｔｉａ 模型、分
数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子模型、分数阶 Ｅｍｄｅｎ 模型、分数阶

Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 模型、分数阶 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｐｏｉｎｓｏｔ 模型、分数阶

Ｒｏｂｂｉｎｓ⁃Ｌｏｒｅｎｚ 模型．进而，在研究生的学位论文

中，全面探索了分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义

Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的平衡稳定性、运
动稳定性和平衡状态流形的稳定性，分别给出了五

大类分数阶的分析力学表示下稳定性的基本理论

与方法，并应用于 １０ 多个分数阶动力学模型的稳

定性问题．

１１　 分数阶微分方程的分析力学方法

在整数阶微积分的框架中，梅凤翔提出并建立

了微分方程的分析力学方法，对于一个给定的微分

方程，如果可以全部或部分地转化为分析力学表

示，那么，可以用分析力学的方法探索其内在性质

与动力学行为．
传承这一思想，我们提出了分数阶微分方程的

分析力学方法．对于一个给定的分数阶微分方程，
如果通过构造动力学函数可以转化为分数阶 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
表示，那么可以用分数阶分析力学的方法探索其内

在性质与动力学行为．实际上，我们上述的研究工

作大多可以归属于这一类．
进一步，我们提出了第二类分数阶微分方程的

分析力学方法．对于一个抽象的分数阶微分方程，
直接研究它的内在性质和动力学行为；然后，我们

不去构造动力学函数，而是直接探究分数阶 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
表示能否纳入、在什么条件下可以纳入这个抽象的

分数阶微分方程；显然，这个分数阶微分方程的内

在性质和动力学行为，自然适用于能够纳入分数阶

微分方程的分析力学表示，利用转换条件就可以直

接得到分数阶分析力学表示下的内在性质和动力

学行为．例如：在文献［１５］中，对于一个抽象的分数

阶微分方程，我们提出并建立了分数阶 Ｊａｃｏｂｉ 最终

乘子方法，包括构造分数阶 Ｊａｃｏｂｉ 最终乘子，找到

该乘子的确定方程和三个重要性质，提出寻找分数

阶微分方程守恒量的三个分数阶 Ｊａｃｏｂｉ 最终乘子

定理，进而研究了分数阶微分方程的 Ｊａｃｏｂｉ 最终乘

子与分数阶 Ｌｉｅ 对称性之间的关系．然后，我们分别

找到了分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、
Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统可以纳入抽象分数阶微分

方程的条件，从而表明，分数阶微分方程的分数阶

Ｊａｃｏｂｉ 最终乘子方法，自然适用于五大类的分数阶

分析力学表示．作为分数阶 Ｊａｃｏｂｉ 最终乘子方法的

应用，分别找到了分数阶广义相对论 Ｂｕｃｈｄｕｈｌ 模
型、分数阶 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｐｏｉｎｓｏｔ 模型和分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振

子模型的守恒量．进而，在研究生学位论文中，分别

探索了分数阶微分方程 Ｌｉｅ 对称性和 Ｍｅｉ 对称性

的分析力学方法．

１２　 含有附加项的分数阶动力学的分析力

学方法

　 　 在整数阶动力学层面上，梅凤翔先生提出含有

附加项的分析力学方法，构建了完整的体系框架．

６３４
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传承这一思想，在分数阶动力学层面上，我们提出

了含有附加项的分数阶分析力学方法． 在建立文献

［１－２１］的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、
Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程的过程中，添加一个含有时

间 ｔ、整数阶变量和分数阶变量的附加项，可以得到

含有附加项的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ、 Ｈａｍｉｌｔｏｎ、 广义

Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｎａｍｂｕ 或 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程． 对于给定的动力

学系统，如果只能部分转换为分数阶分析力学表

示，其余部分可以放在附加项中，这就能够构造更

多复杂系统的分数阶动力学模型，如变质量系统、
相对运动系统、可控动力学系统、耗散系统、随机系

统等等，进而用分数阶分析力学的方法探索其内在

性质和动力学行为． 基于这种方法，选取不同的附

加项，我们构造了七类不同的分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子

模型、三类不同的分数阶 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子模型和

二类不同的分数阶 Ｅｕｌｅｒ 动力学模型． 分数阶附加

项的引入，大大拓展了分数阶动力学分析力学方法

的应用范畴，其中有大量的工作值得去做．

１３　 结语

综上所述，我们提出了分数阶动力学的分析力

学方法，构建了较为完整的理论体系框架，提供了

分数阶动力学的基本理论与方法，探索了在科学与

工程问题中的应用．在此基础上，仍有诸多相关的

工作有待于进一步探索：
１）基于构造分数阶动力学模型的分析力学方

法，构造科学与工程中更多动力学问题的分数阶模

型，用分析与数值的方法探究其内在性质与动力学

行为．
２）基于构造分数阶动力学模型团簇的分析力

学方法，找到更多的分数阶动力学模型团簇，探索

团簇中各个模型之间的内在联系，探索团簇中各个

模型共有的整体性质和动力学行为．
３）应用三类基本的分数阶 Ｌｉｅ 群的无限小变

换方法，研究科学与工程中各类相关的问题．
４）基于分数阶动力学系统对称性、对称性摄

动、共形不变性、代数结构与 Ｐｏｉｓｓｏｎ 积分、积分不

变量的构造、梯度表示、稳定性的分析力学方法，应
用分析与数值的方法，探索科学与工程大量动力学

问题的内在性质与动力学行为．
５）把分析力学的其它积分方法纳入分数阶动

力学的分析力学框架．

６）利用分数阶动力学的分析力学方法，探索分

数阶微分方程的积分问题．
希望分数阶动力学的分析力学方法能够在科

学与工程中发挥应有的作用，愿分数阶动力学的分

析力学方法伴随时代的步伐与时俱进．
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