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摘要　 以含非光滑柱铰链平面多刚体系统为研究对象，将间隙充分小的柱铰链视为双边约束，用 ＬｕＧｒｅ 摩

擦模型描述柱铰链内的摩擦；由第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程导出该系统的动力学方程（微分⁃代数方程）．铰链处的

摩擦使得其动力学方程是关于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的非线性代数方程组，由于 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型具有很好的连续性，

可将非线性代数方程组与常微分方程组的数值算法（如拟牛顿法和龙格⁃库塔法）相结合求解其动力学方程．

最后，通过数值仿真算例说明了该算法的可行性和有效性，既能很好地反映柱铰链摩擦对系统动力学特性

的影响，又能避免 Ｃｏｕｌｏｍｂ 干摩擦给方程求解带来的困难．
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引言

在航空、航天、机械和车辆等领域中，常会遇到

接触、摩擦与碰撞等问题［１，２］，在机械系统中的铰

链也普遍存在这些问题．在某些情况下，铰链的摩

擦是不能忽略的，它不仅会导致部件的磨损，还会

影响其动力学特性．人类对摩擦的认识已有上百年

的历史，目前摩擦模型已有数十种［３］ ．常用的摩擦

模型有 Ｃｏｕｌｏｍｂ 干摩擦模型，修正的 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦

模型和 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型等．Ｃｏｕｌｏｍｂ 干摩擦模型表

达式简单，但当接触点的相对速度为零时具有多值

性和不连续性，给动力学方程的求解带来困难［４］ ．
修正的 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模型虽然是接触点相对速度

的单值连续函数，但当速度为零时，摩擦力也为零，
这不符合实际；ＬｕＧｒｅ 摩擦模型用微分方程的形式

（具有很好的连续性）给出了摩擦力与接触点相对

速度的关系式．该模型参数较多，有些参数不易测

得，但能较好地反映摩擦力的基本特征［５］ ．
近年来，非光滑多体系统动力学的建模方法与

数值算法得到了广泛应用［６］，可用于研究含摩擦与

碰撞的多体系统动力学问题［７－１０］ ．对于含非理想

（含间隙与摩擦）运动副机械系统动力学的研究取

得了诸多成果［１１］ ．当运动副的间隙充分小时，间隙

引起的冲击与碰撞可以忽略，但摩擦的影响有时是

不能忽略的．庄方方［１２］ 研究了含摩擦柱铰链多体

系统动力学的建模与算法问题，采用库仑干摩擦模

型，将常微分方程和非线性代数方程的数值算法与

粒子群算法相结合，克服了 Ｃｏｕｌｏｍｂ 干摩擦给动力

学方程求解带来的困难．但是，粒子群算法的计算

成本较高．
本文以含摩擦柱铰链的平面多体系统为研究

对象，基于 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型，建立含摩擦柱铰链的

力学模型；然后应用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程建立该系

统的动力学方程，由于 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型的连续性，
将非线性代数方程组与常微分方程组的数值算法

（如拟牛顿法和龙格⁃库塔法）相结合，给出一种求

解这类非光滑多体系统动力学方程的数值计算方

法．

１　 含摩擦转动柱铰链的力学模型

柱铰链是机械系统中常见的连接方式，这类铰

链是由一个圆柱形销钉插入两个物体的圆孔，通常
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分析时把销钉固连在某一物体上．设固连在物体 Ａ
上的销钉 ｊ 和物体 ｉ 连接，销钉 ｊ 的半径 Ｒ ｉｊ略小于

物体 ｉ 的圆孔半径．销钉的轴心为 Ｏｉｊ，销钉 ｊ 和物体

ｉ 的接触点为 Ｐ ｉｊ，销钉 ｊ 对物体 ｉ 的作用有法向约

束力 ＦＮ
ｉｊ和切向摩擦力 Ｆ ｆ

ｉｊ，不计摩擦滚阻．物体 ｉ 与
销钉 ｊ 接触部分的受力如图 １ 所示，设 ＯｉｊＰ ｉｊ连线与

ｘ 轴的夹角为 φｉｊ，物体 ｉ 上过质心 Ｃ ｉ 的基准线与 ｘ
轴的夹角为 θｉ，物体 ｉ 相对于物体 Ａ 转动的相对角

速度为 θ̇ｒ
ｉｊ，摩擦力用 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型描述［１３］：

Ｆ ｆ
ｉｊ ＝ － σ０ｚｉｊ＋σ１ ｚ̇ｉｊ＋σ２ｖｒｉｊ( ) ＦＮ

ｉｊ

ｚ̇ｉｊ ＝ ｖｒｉｊ－
σ０ｚｉｊ
ｇ（ｖｒｉｊ）

ｖｒｉｊ

ｇ（ｖｒｉｊ）＝ μｉｊ＋（μ′ｉｊ－μｉｊ）ｅ
－ ｖｒｉｊ ／ ｖｓ ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１）

式中，σ０ 为鬃毛刚度，σ１ 为鬃毛微观阻尼系数，σ２

为粘性摩擦系数，ｖｓ 为 Ｓｔｒｉｂｅｃｋ 速度．μｉｊ，μ′ｉｊ分别为

物体 ｉ 与铰链 ｊ 之间的动摩擦系数和静摩擦系数．ｖｒｉｊ
＝Ｒ ｉｊ θ̇ｒ

ｉｊ表示物体 ｉ 与销钉 ｊ 接触点 Ｐ ｉｊ的相对速度在

切向上的投影．

图 １　 物体 ｉ 上圆孔所受约束力示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉ ｔｈ ｂｏｄｙ

将销钉 ｊ 作用在物体 ｉ 上的法向约束力表示为

向量形式

ＦＮ
ｉｊ ＝ＦＮｘ

ｉｊ ｅｉ＋ＦＮｙ
ｉｊ ｅ ｊ （２）

则有：

ＦＮ
ｉｊ ＝ ＦＮｘ

ｉｊ( ) ２＋ ＦＮｙ
ｉｊ( ) ２ （３）

ｓｉｎφｉｊ ＝
ＦＮｙ

ｉｊ

ＦＮｘ
ｉｊ( ) ２＋ ＦＮｙ

ｉｊ( ) ２
（４）

ｃｏｓφｉｊ ＝
ＦＮｘ

ｉｊ

ＦＮｘ
ｉｊ( ) ２＋ ＦＮｙ

ｉｊ( ) ２
（５）

２　 动力学模型及数值计算方法

设系统由 ｎ 个物体组成，物体 ｉ 上有 ｎｉ 个柱铰

链，系统总共受到 ｐ 个柱铰链的约束．这 ｎｉ 个柱铰

链到物体 ｉ 质心的距离分别为 Ｌｉ１，Ｌｉ２，…，Ｌｉｎｉ，销钉

轴心 Ｏｉｊ与质心 Ｃ ｉ 的连线 ＯｉｊＣ ｉ 与物体 ｉ 的基准线

夹角为 αｉｊ，铰链半径分别为 Ｒ ｉ１，Ｒ ｉ２，…，Ｒ ｉｎｉ ．物体 ｉ
上圆孔（无阴影）和销钉（有阴影）所受约束力如图

２ 所示．

图 ２　 物体 ｉ 上圆孔和销钉所受约束力示意图

Ｆｉｇ．２　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｈｏｌｅｓ ａｎｄ ｐｅｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉ ｔｈ ｂｏｄｙ

设物体 ｉ 的质心坐标和转角为 ｘｃｉ，ｙｃｉ，θｉ( ) ，该
系统的位形坐标矩阵形式为：

ｑ＝ ｘｃ１，ｙｃ１，θ１，ｘｃ２，ｙｃ２，θ２，…，ｘｃｎ，ｙｃｎ，θｎ( ) Ｔ

当铰链处的间隙充分小时，可以忽略其间隙，
柱铰链可视为双边约束，且对应有两个约束方程，
则系统中约束方程表示为

ｆｉｊ（ｋ）（ｑ）＝ ０，ｉ＝ １，２，…，ｎ，ｊ＝ １，２，…，ｎｉ，ｋ＝ １，２
将约束方程用矩阵形式表示为

Φ（ｑ）＝ ｆ１１（１），ｆ１１（２），…，ｆｎｎｎ（１），ｆｎｎｎ（２）[ ] Ｔ ＝ ０
设：Ｍ 是广义质量矩阵；Φｑ 是约束方程的雅克比矩

阵；λ＝ λ１１（１），λ１１（２），…，λｎｎ∗ｎ （１），λｎｎ∗ｎ （２）[ ] Ｔ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ

乘子列向量；Ｑ 为系统主动力的广义力；Ｑｆ 为系统

摩擦力的广义力．根据式（１）和式（３），销钉 ｊ 作用

在物体 ｉ 的摩擦力可表示为

４１４
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Ｆ ｆ
ｉｊ ＝ － σ０ｚｉｊ＋σ１ ｚ̇ｉｊ＋σ２ｖｒｉｊ( ) λ２

ｉｊ（１） ＋λ２
ｉｊ（２）

ｚ̇ｉｊ ＝ ｖｒｉｊ－
σ０ｚｉｊ
ｇ（ｖｒｉｊ）

ｖｒｉｊ

ｇ（ｖｒｉｊ）＝ μｉｊ＋（μ＇
ｉｊ－μｉｊ）ｅ

－ ｖｒｉｊ ／ ｖｓ ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６）

摩擦力的广义力可表示为

Ｑｆ
ｘｃｉ

＝ － ∑
ｎｉ

ｊ ＝ １
Ｆ ｆ

ｉｊｓｉｎφ ｉｊ

Ｑｆ
ｙｃｉ

＝ ∑
ｎｉ

ｊ ＝ １
Ｆ ｆ

ｉｊｃｏｓφ ｉｊ

Ｑｆ
θ ｉ
＝ － ∑

ｎｉ

ｊ ＝ １
Ｆ ｆ

ｉｊ Ｌｉｊｃｏｓ φ ｉｊ － α ｉｊ ＋ θ ｉ( )[ ] － Ｒ ｉｊ{ }

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（７）
将摩擦力的广义力写成矩阵形式

Ｑｆ ＝ Ｑｆ
ｘｃ１，Ｑ

ｆ
ｙｃ１，Ｑ

ｆ
θ１，…，Ｑｆ

ｘｃｎ，Ｑ
ｆ
ｙｃｎ，Ｑ

ｆ
θｎ

[ ] Ｔ

由第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程和 Ｂａｕｍｇａｒｔｅ 违约稳

定化方法［１４］，该系统的动力学方程可表示为：

Ｍ －ΦＴ
ｑ

Φｑ ０

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｑ̈
λ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｑ＋Ｑｆ

－Φ̇ｑ ｑ̇－２αΦ̇－２β２Φ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（８）

式中，Φ̇ｑ ＝ ｄΦｑ ／ ｄｔ，Φ̇ ＝ ｄΦ ／ ｄｔ，α，β 为大于零的常

数．上式是关于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的非线性代数方程

组，并可表示为

ΦｑＭ
－１Ｑλ＝

－ΦｑＭ
－１Ｑ－ΦｑＭ

－１Ｑｆ－Φ̇ｑ ｑ̇－２αΦｑ ｑ̇－β２Φ （９）
由于 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型具有很好的连续性，故式

（９）是关于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的连续的非线性代数方

程组，易于用数值方法求解．由于方程（９）的连续

性，因此，可以用上一步求出的 λ（ ｔｋ）作为下一步

求解该方程的迭代初值，其求解的计算效率要优于

文献［１２］给出的方法．文献［１２］计算效率低的主

要原因是 Ｃｏｕｌｏｍｂ 干摩擦模型的多值性和不连续

性，导致方程（９）是关于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的不连续的

非线性代数方程组，目前求解这类方程组的数值算

法计算效率比较低．

３　 数值仿真算例

算例如图 ３ 所示，两根质量分别为 ｍ１，ｍ２ 的

均质摆杆通过柱铰链连接，摆杆长分别为 Ｌ１，Ｌ２ ．摆
杆上分别作用有驱动力偶，其力偶矩分别设为：
Ｍ１ ＝Ｍ１ｍａｘｓｉｎ（ω１ｔ），Ｍ２ ＝Ｍ２ｍａｘ ｓｉｎ（ω２ｔ）．考虑两个柱铰

链内的摩擦，其动、静摩擦系数分别为 μ１，μ′１，μ２，μ′２，

柱铰链的半径分别为 Ｒ１１，Ｒ１２ ．
应用局部方法［１５］ 建立系统的约束方程，其矩

阵形式为：

Φ＝

ｘｃ１－０．５Ｌ１ｃｏｓθ１

ｙｃ１－０．５Ｌ１ｓｉｎθ１

ｘｃ２－ｘｃ１－０．５Ｌ１ｃｏｓθ１－０．５Ｌ２ｃｏｓθ２

ｙｃ２－ｙｃ１－０．５Ｌ１ｓｉｎθ１－０．５Ｌ２ｓｉｎθ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝ ０

图 ３　 含摩擦柱铰链的双摆示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｄｏｕｂｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔｓ

该系统的主动力和摩擦力的广义力列向量分

别为：

Ｑ＝

ｍ１ｇ

０
Ｍ１

ｍ２ｇ

０
Ｍ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｑｆ ＝

－Ｆ ｆ
１１ｓｉｎφ１＋Ｆ ｆ

１２ｓｉｎφ２

Ｆ ｆ
１１ｃｏｓφ１－Ｆ ｆ

１２ｃｏｓφ２

－Ｆ ｆ
１１ ０．５Ｌ１ｃｏｓ（φ１１－θ１）－Ｒ１１[ ] －

　 　 Ｆ ｆ
１２ ０．５Ｌ１ｃｏｓ（φ１２－θ１）＋Ｒ１２[ ]

－Ｆ ｆ
２１ｓｉｎφ２１

Ｆ ｆ
２１ｃｏｓφ２１

－Ｆ ｆ
２１ ０．５Ｌ２ｃｏｓ（φ２１－θ２）－Ｒ２１[ ]

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

式中，φ１２ ＝φ２１，Ｒ２１ ＝Ｒ１２，Ｆ ｆ
１２ ＝Ｆ ｆ

２１ ．摩擦力 Ｆ ｆ
１２，Ｆ ｆ

２１由

式（６）确定．
本算例有关参数设置如下：

５１４
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ｍ１ ＝ ２．０ｋｇ，ｍ２ ＝ １．０ｋｇ，Ｌ１ ＝Ｌ２ ＝ ２．０ｍ，
Ｒ１１ ＝Ｒ１２ ＝Ｒ２１ ＝ ０．２ｍ，ω１ ＝ω２ ＝ ２πｒａｄ ／ ｓ，
μ１ ＝μ２ ＝ ０．３， μ′１ ＝μ′２ ＝ ０．４，α＝β＝ ５０，
σ０ ＝ １０６Ｎ ／ ｍ，σ１ ＝ １００Ｎ·ｓ ／ ｍ，σ２ ＝ ０，
ｖｓ ＝ ０．００１ｍ ／ ｓ

其中，σ０，σ１ 取值是通过数值仿真，对比分析质点

受 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型和 Ｃｏｕｌｏｍｂ 干摩擦模型的动力

学特性得到的．
以下分两种工况进行数值仿真分析．

工况 １． 驱动力偶矩的幅值 Ｍ１ｍａｘ ＝Ｍ２ｍａｘ ＝ ０Ｎ·ｍ，

初始条件 θ１ ＝ θ２ ＝ ０．５πｒａｄ，θ̇１ ＝ θ̇２ ＝ ０ｒａｄ ／ ｓ．图 ４ 和图

５ 分别给出了摆杆 １ 的转角 θ１ 及其角速度 θ̇１ 的时

间历程图．图 ６ 给出了铰链 ２ 对摆杆 ２ 的法向约束

力 ＦＮ
２２的时间历程图．由数值仿真的结果可知：该双

摆系统在重力和摩擦力的作用下，摆动幅度逐渐减

小，最终两个摆杆都停在竖直向下的位置；仿真结

果和理论分析相吻合，并与文献［１２］的数值计算

结果吻合．

图 ４　 θ１ 的时间历程图

Ｆｉｇ．４　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ θ１

图 ５　 θ̇１ 的时间历程图

Ｆｉｇ．５　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ θ̇１

工况 ２． 设驱动力偶矩幅值 Ｍ１ｍａｘ ＝Ｍ２ｍａｘ ＝ ６Ｎ·ｍ，

初始条件 θ１ ＝ θ２ ＝ ０．５πｒａｄ，θ̇１ ＝ θ̇２ ＝ ０ｒａｄ ／ ｓ．图 ７ 和图

８ 分别为稳定状态时摆杆 １ 的转角 θ１ 及其角速度

θ̇１ 的时间历程．图 ９ 为稳态时铰链 ２ 对摆杆 ２ 的法

向约束力 ＦＮ
２２的时间历程．

图 ６　 ＦＮ
２２的时间历程图

Ｆｉｇ．６　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＦＮ
２２

图 ７　 θ１ 的时间历程图

Ｆｉｇ．７　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ θ１

图 ８　 θ̇１ 的时间历程图

Ｆｉｇ．８　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ θ̇１

图 ９　 ＦＮ
２２的时间历程图

Ｆｉｇ．９　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＦＮ
２２

由数值仿真的结果可知：在驱动力偶作用下，
系统的稳态运动为周期运动；由于柱铰链存在摩

擦，当相对角速度变向时，导致摆杆的法向约束力

发生了突变．该仿真结果与文献［１２］的数值结果对

比，有很好的一致性，说明了本算法的正确性．

４　 结论

本文基于 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型，建立了含摩擦柱铰
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链的力学模型，当柱铰链的间隙充分小时（忽略其

间隙），将其视为双边约束．使用局部方法建立了系

统的约束方程，易于用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子表示柱铰链的

法向约束力，用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程给出了该系统

的动力学方程，并由此得到了关于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的

非线性代数方程组，由于 ＬｕＧｒｅ 摩擦模型具有很好

的连续性，使得该代数方程组易于数值求解，避免

了 Ｃｏｕｌｏｍｂ 干摩擦模型的多值性和不连续性给动

力学方程的求解带来的困难．最后，通过数值仿真

算例，说明了本文给出的建模方法和数值算法的可

行性和有效性．
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