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摘要　 对于完整力学系统，若选取的参数不是完全独立的，则称为有多余坐标的完整系统．本文研究有多余

坐标的可控力学系统的自由运动与初始运动．首先，需由 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 原理并利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法建

立有多余坐标完整系统的运动微分方程；其次，由约束系统自由运动的定义，令所有乘子为零，得到系统实

现自由运动的条件．第三，如果给定运动的初始条件和控制参数，就可以研究系统的初始运动．文末，举例并

说明方法和结果的应用．
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引言

完整系统的第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程是受约束质

点且不包含约束力的运动微分方程［１， ２８，２９］，故为研

究有多余坐标完整约束系统，需用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程或有多余坐标带乘子形式的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方

程［２，３］ ．对于完整力学系统通常采用第二类Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程来组建系统的运动微分方程，其中的坐标是彼

此独立的．但是，有多余坐标的完整系统力学不仅

在运动学描述上有重要意义，而且在诸多动力学问

题中，如四连杆机构的运动学描述［４，５］，工程中振

动仪器［５］，多体系统动力学［６，７，２７］ 等有重要意义．在
多体系统的动力学中更多地采用微分—代数方程，
即有多余坐标完整系统的方程，以便更好地实施计

算［８，９］ ．故有时选多余坐标反而会带来方便．
众所周知，力学系统的运动依赖于作用力以及

所加的约束．因此，既可以借助力来控制运动，也可

以借助于约束来控制运动．前者称为动力学控制，
后者称为运动学控制．力学中所研究的约束通常表

示物体间的接触作用．这类约束的反力显然是接触

作用力，它属于被动力的范畴，以区别于加在物体

上的主动力．本文研究的约束也表示接触条件，但

不同于通常的约束它的约束力不纯粹是被动力，因
为这些反力不仅依赖于主动力，而且一般来说还依

赖于出现于约束方程中的控制参数，主动的作用可

以借助这些参数加在系统的运动上［１０］ ．文献［１１，
１２］研究了这类系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方

程和 Ａｐｐｅｌｌ 方程．文献［１３，１４］证明，对参数约束系

统的 Ｊｏｕｎｄａｉｎ 原理等价于 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 原

理．文献［１５－２２］研究了这类可控系统的原理、方程

以及积分方法．
本文研究有多余坐标的可控完整力学系统的

两类特殊的运动，一类是自由运动，另一类是初始

运动．所谓自由运动是指约束力为零的一类特殊运

动．文献［２３］研究了非完整系统的自由运动，文献

［２４］研究了有多余坐标完整系统的自由运动．文献

［２５，２６］发展了文献［２３］的思想．本文进一步研究

有多余坐标的可控完整系统的自由运动．所谓的初

始运动，最初是由 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 在其名著［２７］ 中提出

的，他研究了完整保守系统的初始运动问题，并把

它当作刚体动力学的一个可解问题．一般来说，动
力学系统的运动微分方程很难求解，特别是表示为

已知函数的有限形式．然而，可以用幂级数的形式

来求解系统的一组微分方程，当然这里不考虑某些
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奇点的附近．这些级数将提供系统初始运动特性的

任何所需信息．在最初的研究中并没有考虑到幂级

数展开项的收敛性问题，这关乎到系统解是否是唯

一的．用运动学控制以及动力学控制的方法可以解

决这个问题，也就是说通过合适控制参数的选取，
可以控制幂级数展开项的收敛性，精确到第几项，
从而求解出系统的解．这种方法求解出的运动不仅

仅是运动初始时刻的运动轨迹，也是系统的全局轨

迹．

１　 系统的运动微分方程

设系统的位形由 ｒ 个广义坐标 ｑｄ（ｄ＝１，２，…，ｒ）

来确 定． 由 于 某 些 要 求， 需 选 ｇ 个 多 余 坐 标

ｑｒ＋１，ｑｒ＋２，…ｑｒ＋ｇ（ｇ＝ｎ－ｒ），并有 ｇ 个双面理想约束．
ｆβ（ｑｓ，ｔ，ｕρ）＝ ０
　 （β＝ １，２，…，ｇ； ｓ＝ １，２，…ｎ； ρ＝ １，２，…，α）

（１）
其中，ｕρ是控制参数．系统的运动微分方程有形式

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｑ̇ｓ

－∂Ｔ
∂ｑｓ

＝Ｑｓ＋λβ

∂ｆβ
∂ｑｓ

　 （β＝ １，２，…，ｇ； ｓ＝ １，２，…，ｎ） （２）
这儿及后面相同指标表示求和．方程（２）右端带乘

子的项 λβ 代表约束力．由方程（２）和约束方程（１）
可求系统的运动，并且可求约束力．

假设系统非奇异，即设
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（ ｓ＝ １，２，…，ｎ） （３）
因 ｄｅｔ（Ａｓｋ）≠０，故可由式（３）求出所有广义加速度
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}
（ ｌ＝ １，２，…，ｎ） （４）

其中，
ＡｌｓＡｓｋ ＝ δｌｋ （５）

式（３）和式（４）中 Ａｓｋ为动能中速度二次型系数，Ｂｓ

为一次型系数，Ｔ０ 为不含速度的项，而
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为系数矩阵（Ａｓｋ）的第一类 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 记号．
为求得约束力，将方程（１）对 ｔ 求两次导数，得
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∂ｔ∂ｑｓ

ｑ̇ｓ＋２
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∂ｑｓ∂ｕρ
ｑ̇ｓ ｕ̇ρ＋
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将式（４）代入式（７），消去广义加速度，得到
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当 ｄｅｔ
∂ｆβ
∂ｑｌ

Ａｌｓ∂ｆγ
∂ｑｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠０ 时， 可由式 （ ８） 求出所有

λγ ＝λγ（ ｔ，ｑｓ，ｑ̇ｓ，ｕρ，ｕ̇ρ，ｕ̈ρ）（γ ＝ １，２，…，ｇ），进而可

求出约束力

Λｓ ＝λγ

∂ｆγ
∂ｑｓ

　 （γ＝ １，２，…，ｇ； ｓ＝ １，２，…，ｎ）

（９）

２　 系统的自由运动

系统的自由运动是指约束力为零的运动，将
λγ ＝ ０（γ＝ １，２，…，ｇ）代入式（８），得到
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∂ｔ ｑ̇ｋ } ＝ ０　 （β＝ １，２，…，ｇ） （１０）

这就是系统发生自由运动的条件．如果没有控制参

数 ｕ，则式（１０）给出文献［２４］的结果．
当系统发生自由运动时，方程（２）成为

ｄ
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３　 系统的初始运动

将方程（９）带入方程（４），可求得所有广义加

速度，记作

ｑ̈ｌ ＝Ｆ ｌ ｔ，ｑｓ，ｑ̇ｓ，ｕρ，ｕ̇ρ，ｕ̈ρ( ) ｌ＝ １，２，…，ｎ( ) （１１）
称方程（１１）为与有多余坐标完整系统（１）（２）相应

的完整系统的方程．如果运动的初始条件满足约束

方程（１），则方程（１１）的解就给出系统（１） （２）的
运动．

初始运动的提法如下：
已知运动的初始条件

ｔ＝ ０， ｑｓ ＝ ｑｓ０， ｑ̇ｓ ＝ ｑ̇ｓ０ （１２）
及控制参数 ｕρ（ ρ ＝ １，２，…，α），求初始加速度 ｑ̈ｌ０，
初始加加速度 ｑ…ｌ０，以及广义速度更高阶导数的初

始值．
这里需要注意的是，式（１２）中的 ｑｓ０不是彼此

独立的，而是受到约束（１）的限制， ｑ̇ｓ０也要受到约

束（１）对导数的限制．
为解上述问题，将式（１２）代入式（１１），得到初

始加速度

ｑ̈ｌ０ ＝Ｆｌ ０，ｑｓ０，ｑ̇ｓ０，ｕρ０，ｕ̇ρ０，ｕ̈ρ０( ) 　 （ｌ＝１，２，…，ｎ）

（１３）
为求 ｑ…ｌ０，将方程（１１）对 ｔ 求导数，再代入式（１２）及
式（１３），以及 ｕρ０，ｕ̇ρ０，ｕ̈ρ０，ｕ…ρ０ ．

４　 算例

有多余坐标完整系统的动能，广义力和约束分

别为

Ｔ＝ １
２ ｑ̇２

１＋ｑ̇２
２＋ｑ̇２

３( )

Ｑ１ ＝ －ｑ１－ｑ２，Ｑ２ ＝ －２ ｑ̇１＋ｑ̇２( ) ，Ｑ３ ＝ ０
ｆ＝ ｑ３－ｕ ｑ１＋ｑ２( ) ＝ ０ （１４）

其中，ｕ 为控制参数，而各量已无量纲化，试研究

１）在怎样的 ｕ 下系统可实现自由运动；
２）在 ｕ＝ｕ０＋ｔ 下的初始运动

首先，研究自由运动．将式（１４）代入式（１０），
得到

－ｕ̈（ｑ１＋ｑ２）＋ｕ（ｑ１＋ｑ２）＋２ｕ ｑ̇１＋ｑ̇２( ) －
２ ｑ̇１ ｕ̇＋ｑ̇２ ｕ̇( ) ＝ ０

可找到控制参数

ｕ＝ｕ０ｅｘｐｔ （１５）
其次，研究初始运动．运动微分方程（２）给出

ｑ̈１ ＝ －ｑ１－ｑ２－λｕ
ｑ̈２ ＝ －ｕ ｑ̇１＋ｑ̇２( ) －λｕ
ｑ̈３ ＝λ

解得约束乘子

λ＝
ｕ̈－ｕ( ) （ｑ１＋ｑ２）＋２ ｕ̇－ｕ( ) ｑ̇１＋ｑ̇２( )

１＋２ｕ２

代入方程，得

ｑ̈１ ＝ －ｑ１－ｑ２－
ｕ

１＋２ｕ２ { ｕ̈－ｕ( ) ｑ１＋ｑ２( ) ＋

２ ｕ̇－ｕ( ) ｑ̇１＋ｑ̇２( ) }

ｑ̈２ ＝ －２ｑ̇１－２ｑ̇２－
ｕ

１＋２ｕ２ { ｕ̈－ｕ( ) ｑ１＋ｑ２( ) ＋

２ ｕ̇－ｕ( ) ｑ̇１＋ｑ̇２( ) }

ｑ̈３ ＝
１

１＋２ｕ２ { ｕ̈－ｕ( ) ｑ１＋ｑ２( ) ＋２ ｕ̇－ｕ( ) ｑ̇１＋ｑ̇２( ) }

（１６）
将

ｔ＝０，ｑ１ ＝ｑ１０，ｑ２ ＝ｑ２０，ｑ３ ＝ｑ３０，ｑ̇１ ＝ ｑ̇１０，ｑ̇２ ＝ ｑ̇２０，ｑ̇３ ＝ ｑ̇３０
以及

ｕ＝ｕ０＋ｔ
代入方程（１６）得到初始加速度

ｑ̈１０ ＝ －ｑ１０－ｑ２０－
ｕ０

１＋２ｕ２
０

{ －ｕ０ ｑ１０＋ｑ２０( ) ＋

２ １－ｕ０( ) ｑ̇１０＋ｑ̇２０( ) }

ｑ̈２０ ＝ －２ｑ̇１０－２ｑ̇２０－
ｕ０

１＋２ｕ２
０

{ －ｕ０ ｑ１０＋ｑ２０( ) ＋

２ １－ｕ０( ) ｑ̇１０＋ｑ̇２０( ) }

ｑ̈３０ ＝
ｕ０

１＋２ｕ２
０

{ －ｕ０ ｑ１０＋ｑ２０( ) ＋２ １－ｕ０( ) ｑ̇１０＋ｑ̇２０( ) }

（１７）
将方程（１６）对 ｔ 求导数并代入初值，可求得初始加

加速度等，于是，初始运动可写成形式

ｑ１ ＝ ｑ１０＋ｑ̇１０ ｔ＋
１
２！ｑ̈１０ ｔ２＋

１
３！

ｑ…１０ ｔ３＋…

ｑ２ ＝ ｑ２０＋ｑ̇２０ ｔ＋
１
２！ｑ̈２０ ｔ２＋

１
３！

ｑ…２０ ｔ３＋…

ｑ３ ＝ ｑ３０＋ｑ̇３０ ｔ＋
１
２！ｑ̈３０ ｔ２＋

１
３！

ｑ…３０ ｔ３＋… （１８）

其中，ｑ̈１０，ｑ̈２０，ｑ̈３０由式（１７）确定，而 ｑ３０和 ｑ̇３０由约束
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第 ５ 期 陈　 菊等：有多余坐标的可控完整力学系统的自由运动与初始运动

ｑ̇３０ ＝ ｑ１０＋ｑ２０＋ｕ０ ｑ̇１０＋ｑ̇２０( ) （１９）

５　 结论

本文研究了有多余坐标可控完整力学系统的

两类特殊运动，即自由运动和初始运动．对自由运

动，得到系统实现自由运动的条件（１０），它是比较

复杂的；在给定 Ｔ，Ｑｓ 以及约束下来寻求控制参数

ｕ，一般来说也是相对困难的．对初始运动问题，在
给定运动的初始条件以及控制参数 ｕ，来求初始运

动相对容易．
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