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摘要　 本文从分析约束力学系统的“欠定”问题开始，介绍分析力学的基本变分原理和三类运动微分方程，

并分析了分析力学具有普适性之缘由．对非完整约束力学系统，着重分析其动力学建模问题、几何结构和重

点发展方向，同时又简要介绍了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统所具有的一般辛结构特征和研究意义，以及需要重点解决的问

题．文中对力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性和运动微分方程的对称性作了较为详细的论述，并列举了相应实例说

明两种对称性与守恒量之间的关系．在几何力学部分，重点介绍了分析力学的辛几何结构和对称性约化理

论，包括辛流形的 Ｄａｒｂｏｕｘ⁃Ｍｏｓｅｒ⁃Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 局部正则结构、整体拓扑结构及其对量子力学的影响、Ｌｉｅ 群与

Ｌｉｅ 代数的伴随表示和余伴随表示、动量映射、Ｃａｒｔａｎ 辛约化、Ｍａｒｓｄｅｎ⁃Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 约化等．文中最后论述了完整

与非完整力学系统可积性问题的研究方法和成果，指出了非完整力学系统现有可积性方法的局限性．
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引言

分析力学是动力学与控制学科的重要分支之

一，是力学学科的重要基础．同时，它作为物理学

“四大力学”之一的理论力学的重要部分，也是电

动力学、量子力学、统计力学、量子场论、狭义与广

义相对论等理论物理学的重要基础．分析力学从何

而来，为什么具有普适性，具有哪些研究特点和重

要应用，未来将向何处发展等问题，都是学习和研

究分析力学的学者们应该时刻关注的问题．

１　 分析力学的基本方程及其适用性

最初的分析力学来源于经典力学处理约束力

学系统问题时所遇到的困难．经典力学以 Ｎｅｗｔｏｎ
三定律和万有引力定律为基础，这些定律基于绝对

时空观，适用于惯性参照系，能够足够精确的描述

宏观、低速、非超大质量的物理现象．由于经典力学

采用位移、速度、加速度、力等矢量概念来表述力学

规律，微分几何和矢量分析便成为研究经典力学的

常用工具，所以 Ｎｅｗｔｏｎ 的经典力学又称为矢量力

学．但是，当 Ｎ 个质点 ｍｉ 构成的力学系统受到 ｇ 个

完整约束限制时，它们确定了空间ℝ ３ｎ＋１中的一个

超曲面，此为满映射 ｆ：ℝ ３ｎ＋１→ℝ ｇ 的水平集，它具

有微分流形结构，约束力学系统就限制在这个

ｎ＝ ３Ｎ＋１－ｇ维微分流形上运动．根据 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定

律，各质点的运动加速度受制于主动力和约束力，而
约束力是未知的．由于约束方程 Ｎｅｗｔｏｎ 运动方程

都没有给出约束力的规律，所以 Ｎｅｗｔｏｎ 运动方程

附加约束方程所构成的二阶和一阶混合方程组是

一个“欠定”问题（ｕｎｄｅｒｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ），即不

能构成一个定解问题．为此，需要引入新的物理原理，
如 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 微分变分原理或 Ｇａｕｓｓ 原理

来代替 Ｎｅｗｔｏｎ 定律，或者引入理想约束假设来规

定约束力产生的机制，从而实现低维位形流形上新

的无约束力学系统的定解问题．为了简化问题，我
们可限定在完整保守力学系统． 由 ｄ′ Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃
Ｌａｇｒａｎｇｅ微分变分原理可得到约束力学系统在位形

流形上的运动方程，这是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ（ ｔ，ｑ， ｑ̇）
所满足的 ｎ 个二阶 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，这个方程

也可由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 积分变分原理导出． 再对正规

Ｌａｇｒａｎｇｅ系统进行 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换：ｑ̇μ ｐμ ＝∂Ｌ ／ ∂ｑ̇μ，
得到广义坐标和广义动量表达的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数



Ｈ（ ｔ，ｑ，ｐ）＝ ｑ̇μ∂Ｌ ／ ∂ｑ̇μ －Ｌ，它满足 ２ｎ 个一阶正则方

程，在正则变换下具有不变性．将正则变换限定在

化零正则变换时，得到主函数 Ｓ（ ｔ， ｑ̇μ）所满足的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 偏微分方程［１］ ．概括起来，这三类运

动微分方程分别为：（１） ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂ｑ̇μ －

∂Ｌ
∂ｑμ ＝ ０；（２） ｑ̇μ ＝

∂Ｈ
∂ｐμ

，ｐ̇μ ＝ －∂Ｈ
∂ｑμ；（３）

∂Ｓ
∂ｔ

＋Ｈ（ ｔ，ｑμ， ∂Ｓ
∂ｑμ）＝ ０．它们构成了

分析力学的三类基本运动微分方程，对于非保守力

学系统，将改变方程的齐次性或正则性．分析力学

的普适性是我们研究分析力学的重要意义之一．上
述从 Ｎｅｗｔｏｎ 经典力学而来的分析力学形式不仅完

全适用于有限维经典力学系统，而且还适用于连续

介质力学系统和经典场论，所以它不受维数的限

制；此外，它也不受经典力学局限性的限制，可以适

用于微观领域的量子力学和量子场论，以及高速运

动系统的相对论力学和强引力场下的广义相对论，
当然，它也不限于单纯的力学系统，同样适用于热

力学与统计物理、电磁场系统、机电偶联系统等．分
析力学之所以具有普适性，主要原因有三个方面：
一是分析力学在解决“欠定”问题时，采用了系统

观点，不拘泥于单个质点的运动分析．例如理想约

束和 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ原理是对所有质点要求满

足的条件，而单个质点未必满足，这导致用能量概

念代替了Ｎｅｗｔｏｎ矢量力学惯常适用的加速度和力

的概念来表达运动方程，而能量的概念自然不限于

有限维约束力学系统，所以上述三类方程可以具有

通用性；二是引入了更具一般性的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 积分变

分原理代替了 Ｎｅｗｔｏｎ 定律，这个原理包括 Ｎｅｗｔｏｎ
定律，但超越了 Ｎｅｗｔｏｎ 定律的适用范围，迄今为止

它仍然具有普适性；三是分析力学系统具有辛几何

结构及其对称性，尽管分析力学创立之初是想避免

Ｎｅｗｔｏｎ 矢量力学微分几何工具和矢量图示，正如

Ｌａｇｒａｎｇｅ 著作中不采用图形而是解析地表述运动

方程及其解，但是分析力学最终还是被赋予了更优

美的辛几何结构，而这种几何结构具有的对称性掌

管着运动微分方程及其守恒定律，这个内在逻辑超

越了 Ｎｅｗｔｏｎ 经典力学，符合现代物理学基本原理．
正是因为分析力学的普适性，物理学和力学等

动力学系统诸多研究领域不断地从其中借鉴方法，
这导致了分析力学与新兴学科的相互促进．例如量

子力学的建立、Ｆｅｙｎｍａｎ 路径积分量子化、ＫＡＭ 理

论、对称性约化、Ｇｒｏｍｏｖ 辛几何，以及本世纪初以

来的辛拓扑等都展示了它们与分析力学的深刻渊

源．下面我们仅列举几个需要分析力学的初学者和

研究者认真关注的重点问题．

２　 关于微分变分原理与积分变分原理

在分析力学中，构建约束力学系统的运动微分

方程不能直接运用 Ｎｅｗｔｏｎ 定律，而需采用变分原

理．分析力学的变分原理可以分为微分变分原理和

积分变分原理，前者主要包括 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ
原理、Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理和 Ｇａｕｓｓ 原理，它们皆体现理想

约束假定，后者主要是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，它源自于几

何光学的 Ｆｅｒｍａｔ 原理和 Ｈｕｙｇｅｎｓ 原理．在处理理想

约束系统时，最常用的是 ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 微分

变分原理，但是能够体现极值特性的当属 Ｇａｕｓｓ 原

理，它要求真实运动的 Ｇａｕｓｓ 拘束函数 Ｚ（ ｒ̈） ＝ １
２

∑Ｎ
ｉ＝１ｍｉ（ ｒ̈ｉ－Ｆｉ ／ ｍｉ） ２ 取极值，即 δＺ ＝ ０，而这种情况

对应于约束力取极小值，Ｇａｕｓｓ 原理应该是更基本、
更通用的微分变分原理［２］，它与广义逆矩阵理论的

结合能给出完整与非完整力学系统统一的表述形

式［３］ ．对于完整约束力学系统，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 积分变分

原理与微分变分原理是一致的，当局限于保守系统

时，它是一个稳定作用量原理．在有些中外教科书

中，经常将这个原理称为最小作用量原理，严格说

来，它应该称为稳定作用量原理或驻值原理，只有

在特定条件下才是最小作用量原理，我们来简要给

出这个条件．当我们在位形流形上取正规 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数的作用量泛函时，从固定初始点出发，只要积

分区间足够小，我们可以构造一个以初始固定点为

中心的驻值轨道场，过这个场区域的每一个点仅有

一条真实驻值轨道通过，可以证明在这个区域内

Ｈａｉｍｉｌｔｏｎ 作用量泛函 Ｓ 沿着驻值轨道取极小值，即
δＳ＝ ０，δ２Ｓ≥０；当我们从固定初始点出发在延展这

个中心驻值轨道场，以达到第一个共轭动力学焦

点［２，４］，这个焦点就是使得作用量泛函不再是极小

值点，即满足 δＳ＝ δ２Ｓ＝ ０ 的点这个点恰是关于广义

坐标变分的 Ｊａｃｏｂｉ 方程： ｄ
ｄｔ

∂ＬＬ
∂（δｑ̇μ）

－ ∂ＬＬ
∂（δｑμ）

＝ ０ 的零

特解给出的点．如果给定力学系统的 Ｊａｃｏｂｉ 方程没

有零特解，即不存在共轭焦点，则相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
原理就是在整个区域上的最小作用量原理．例如，

２９３
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平面抛体运动问题中每一个抛射运动的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
作用量在（ ｔ＞０）都是最小的．

３　 非完整约束力学系统

３．１　 非完整系统的特点与困惑

非完整系统是一类受到 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 意义下不可

积微分约束的力学系统［２，５－７］ ．不可积微分约束又称

为非完整约束，它不能积分成对位形的几何约束方

程，使得非完整约束只能限制力学系统的速度空间

或动量空间，而限制不了系统的位形空间，从而非

完整系统的独立速度分量数小于独立坐标数．这
样，力学系统的状态空间或相空间就失去了辛结构．
在没有辛结构的相空间上，动力学向量场（即运动微

分方程）一般不会是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 或Ｈａｍｉｌｔｏｎ 的，这等价

于说，其相空间的曲线空间上的泛函在通常意义下

不能取极值，即不能像其它动力学系统那样，直接用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 积分变分原理来推导非完整系统的运动微

分方程．非完整约束对 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌｔｏｎ、Ｐｏｉｓｓｏｎ、
Ｊａｃｏｂｉ 等创立的经典分析力学提出了挑战，在变分

法、基本原理、运动方程、可积性、定解问题等方面都

产生了诸多令人困惑的问题．然而，非完整系统又是

极其常见的力学系统，如平面上纯滚动的球、圆盘

等，而这样平常的力学系统能否用、如何用Ｌａｇｒａｎｇｅ
力学和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学来描述却成了问题，这在力学

和数学领域引起长期争论，几乎伴随了非完整力学

的整个发展进程［８－２１］ ．非完整约束直接挑战了分析

力 学 的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原 理， 它 只 能 容 许

ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ原理，这让诸多数理学家始终不

甘心．直到上个世纪 ８０ 年代，Ｋｏｚｌｏｖ（１９８３）再一次借

助 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 积分变分原理，构建了 ｖａｋｏｎｏｍｉｃ 模型

（又称 ｖａｃｃｏ 模型） ［２２，２３］，至此形成了非完整力学两

种不等价模型：Ｃｈｅｔａｅｖ 模型［２４，２５］ 和 ｖａｋｏｎｏｍｉｃ 模

型，这引起了 ８０ 年代末至 ９０ 年代初关于非完整系

统的建模问题的激烈争论，也促使人们认识到：近
一个世纪对非完整系统的各种困惑与这类系统的

几何结构有着密切的关联．
３．２　 非完整力学的几何动力学

非完整力学的现代发展始于上世纪 ９０ 年代

初，是以开辟几何力学方向为标志的，因近几年在

几何数值积分和几何控制的应用而光大．在非完整

系统几何力学近 ３０ 年的发展历史中，前半段主要

成果集中于非完整系统几何结构的研究，将流形、

纤维丛、联络、Ｌｉｅ 群与 Ｌｉｅ 代数、动量映射和对称

约化等现代数学方法引入非完整力学，解决了在传

统变分法、张量分析和微分方程层面上出现的若干

新的几何问题和动力学问题，对非完整系统两种不

等价动力学模型的争论问题有了结论：Ｃｈｅｔａｅｖ 模

型是符合惯性原理的物理（力学）模型，属于定解

问题，而 ｖａｋｏｎｏｍｉｃ 模型是符合控制原理的数学模

型，但不是定解问题，其方程的解有内在非初始随

机常数．例如对于 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统，在几何上

可以将这两种模型的运动轨迹分别形象地表述为

Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 空间上的“直线” （自平行线）和短

程线（测地线），非完整约束的不可积性导致力学

系统可以有两种不等价模型， 如同挠率导致

Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｃａｒｔａｎ 空 间 的 最 直 和 最 短 概 念 的 分

离［１３，２６］ ．尽管在较长时间内 Ｃｈｅｔｅａｖ 模型主导了非

完整力学的研究领域，但是伴随着几何控制对非完

整力学的引入，ｖａｋｏｎｏｍｉｃ 模型也开始有了用武之

地［２２，２７－３０］ ．这两种模型各自能发挥作用体现了非完

整力学的魅力所在，也验证了 Ｒ．Ｗ．Ｂｒｏｃｋｅｔｔ 的名

言：“控制理论是一门规定性的科学，而物理学、生
物学等是描述性的科学，因此，前者是工程科学，后
者属于自然科学” ［３１］ ．
３．３　 非完整力学的发展趋势

近 ５～１０ 年来，非完整力学的理论和工程应用

研究方兴未艾，几何力学、几何数值积分、几何控制

在这个领域的综合运用，促使机器人动力学、多体

动力学、运动规划与控制，以及数学、物理和力学的

相关领域共同关注非完整约束力学及其现代研究

方法，这也是分析力学最重要的现代研究方法之

一［３２］ ．在这个研究领域，继解决动力学建模之争和

几何框架几近完善之后，现代非完整力学的研究主

题将是两个方面：一是非完整系统动力学特性的深

入研究，特别是全局分析与典型系统的紧密结合，
解析方法与数值方法、几何拓扑的结合；二是非完

整系统的运动规划与控制，将动力学及几何积分与

几何控制结合，实现非完整力学在机器人、潜器等

工程科学领域的应用．如同每一个动力学系统理论

都绕不过去可积性问题一样，非完整力学的可积性

分析也是非完整力学最重要的课题之一，这个课题

将深化该系统的全局特性研究，密切关联于其对称

性、奇异性、单值性［３３］ 等根本问题，从而促进与其

它相关领域的交叉研究和应用研究．
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４　 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统

４．１　 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 问题的由来

构建 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统得从 Ｌａｇｒａｎｇｅ 逆问题和

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 逆问题说起． 在分析力学中，围绕齐次

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程已经建立了一

整套积分理论，只要能构造力学系统的作用量，就
有望利用这些积分方法对运动方程进行求解，因而

尽可能将一般的运动微分方程“美化”成 Ｌａｇｒａｎｇｅ
形式或 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 形式自然是求解运动微分方程的

捷径．然而，这种做法是有局限性的，也就是说，运
动微分方程必须满足自伴随条件才能实现Ｌａｇｒａｎｇｅ
化或 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 化，对于二阶常微分方程来说，这个

自伴随条件就是 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 条件．保守力学系统的

运动方程自然满足这个自伴随条件，而一般的非保

守力学系统的运动微分方程不满足这个条件．在上

个世纪 ２０ 年代，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 提出了一个新的积分变分

原理，现称之为 Ｐｆａｆｆ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 变分原理，这个原理比

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理更具一般性，其 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 作用量为

Ｓ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
［Ｒα（ｔ，α）α̇α－Ｂ（ ｔ，ａ）］ｄｔ，其中 α̇ α ＝ （ｑμ，ｐμ），

Ｂ（ ｔ，α）可以代表动力学系统的能量，称为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
量，Ｒα（ ｔ，α）称为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数．采用 Ｐｆａｆｆ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
变分原理可得到 ２ｎ 个运动方程，即 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程：
∂Ｒβ

∂αα－
∂Ｒα

∂α β

æ

è
ç

ö

ø
÷ α̇ β－ ∂Ｂ

∂αα ＋
∂Ｒα

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．显然，它不再是正

则方程，坐标 ｑμ 与动量 ｐμ 不再是正则坐标与正则

动量．因为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程来自于变分原理，所以它是

自伴随的．用 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程描述的系统称之为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
系统，最详细的描述见文献［３４－３６］．
４．２　 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 力学的基本特征

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统相比，具有如下

显著特征：（１）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的运动方程具备一定的

通用性，它的存在需要满足如下四个条件：ａ．力学

系统是局域的，即相互作用是基于点模型的，不表

现为非局域化的微分⁃积分形式，其运动方程只能

是微分方程；ｂ．力学系统是解析的，即动力学函数

可以展开成收敛的幂级数，局域性质依赖于局域

性，但不依赖于自伴随条件；ｃ．力学系统是正规的，
即运动方程是满秩或最大秩的，它保证了独立性和

可逆性．但这个条件在对称约化下可以改变，例如

刚体定点转动的正则方程约化为 Ｅｕｌｅｒ 方程时即

是如此．另外，自伴随性质不依赖于正规性，如后面

即将提到的非完整系统的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 化；ｄ．力学系统

是完整的，即若受到约束作用，则约束在 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ
意义下是可积的．只要满足上述条件，力学系统即

使是非保守的，也能转化成自伴随的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程．
（２）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统是分析、代数、几何的共栖地，它的

解析性质来自于 Ｐｆａｆｆ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 积分变分原理，这也

孕育着这个系统具有 Ｌｉｅ 代数与辛几何特性，当
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统自治时，它具有 Ｌｉｅ 代数结构；而辛结

构总是存在的，这个辛结构与 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的简单

辛结构不同，它的辛形式 Ω＝ １
２

∂Ｒβ

∂αα －
∂Ｒα

∂αβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄαα∧ｄαβ

虽然满足正规和闭的条件，即可积性或自伴随条件，
但是它的结构与系统所受到的非保守力有关，Ｂｉｒｋ⁃
ｈｏｆｆ 力学的普适性在很大程度上就体现在这个辛

形式的一般性上，这也告诉我们，辛结构不是保守

力学系统的专利．（３）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程存在规范对称性

问题．如同电磁场的 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组中存在 Ｃｏｕｌ⁃
ｕｍｎ 规范和 Ｌｏｒｅｎｔｚ 规范条件一样，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程也

存在一种特殊的规范变换，它保持方程的形式不

变．此外， Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程的推导可以不限于 Ｐｆａｆｆ⁃
Ｂｉｒｋｈｆｆ 变分原理，我们也可从偏微分方程可积性定

理，即 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｋｏｖａｌｅｖｓｋｉ定理来构造它，从这个构

造中可以发现 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程还需要一个方程来陪

伴才能构成一个完备的可积方程组，或者说 Ｂｉｒｋ⁃
ｈｏｆｆ 方程有不确定解，甚至无穷多解，除非我们规

定 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 量就是系统的能量，才能使得 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
方程及其初始条件成为定解问题．当我们不限定

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 量的特定物理意义时，与 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程相伴

的那个方程就可以成为我们确定 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 量和

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数的规范条件［３７］ ．
４．３　 关于 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 力学的发展

与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 力学和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 力学不同，我们不

能根据力学系统的动能和势能直接写出 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
系统的动力学函数，这是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 力学的难点．目
前，有三种常用方法来构造 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数组：一种

是 Ｃ⁃Ｋ 方法，即先规定 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 量的能量意义，在
利用偏微分方程的 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｋｏｖａｌｅｖｓｋｉ 可积性定理

来确定 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数；二是直接对 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程进

行积分求解；三是对于存在足够独立第一积分的情

况求解．在此我们需要对 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 力学做几点说明：
（１）充分利用偏微分方程的可积性定理，对前述之
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Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程的规范对称性进行细致研究，找到适

用于不同非保守力系的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数的特殊构造

方法，但构造这些函数也不是最终目的，最终还是

求出 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程规定的非正则坐标和动量随时

间的演化．而目前的文献多是把求解 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数

作为目的， 这是需要突破的瓶颈． （ ２） 从 Ｐｆａｆｆ⁃
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ变分原理推导出的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程是偶数维

的，这是有局限性的．事实上，从偏微分方程的可积

性定理可知，可积性与维数无关，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程不必

是偶数维的，但是相应的正规性条件则可以放宽，
这可以视为广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统．在这种情况下，切触

流形上的基本 ２⁃形式不是非退化的，但是仍然是闭

的，从而可以保持自伴随性质，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 方程的这个

特征恰好有助于非完整力学系统的自伴随表示或

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 化．通常，非完整力学系统过的基本 ２⁃形式

是正规的，而不再是闭的，这个非闭合性质来自于

约束的非完整性．但是，如果我们将非完整系统的

运动方程化为一阶的，根据 Ｃ⁃Ｋ 定理，它总可以实

现 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 表示，但其几何结构是预辛的．这样一

来，实现了非完整系统的自伴随化，而将非完整性

表现在 ２－形式的非正则性上［３７］ ．（３）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统

的一般辛结构是非保守力学系统辛算法的理论依

据．目前，许多学者将保守系统的辛算法直接外推

到非保守力学系统，这实际上是将保持简单辛结构

的辛算法直接外推到非保守系统，而非保守系统的

辛结构不是简单的，它与非保守力有关，所以这种

推广缺乏理论依据．在构造非保守系统的辛算法

时，如何从一般的辛结构出发或者借助于这个辛结

构来评估离散化的误差具有非常重要的理论意义

和实际意义．

５　 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与 Ｌｉｅ 对称性及其推广

５．１　 对称性与守恒定律关系之演化

关于对称性和守恒量的话题，在一个多世纪以

前主要局限于能量守恒定律、动量守恒定律、角动

量守恒定律、电荷守恒定律等，而且多数经典物理

学家们把守恒定律视为动力学定律的产物，而不是

对称性的结果．例如，在十九世纪后半叶 （１８６５）
Ｍａｘｗｅｌｌ 电磁场理论已经发展得十分完善，它所具

有的 Ｌｏｒｅｎｔｚ 协变性和规范对称性已为人知，但经

典物理学大师 Ｌｏｒｅｎｔｚ 却不以为然，仍然提出以太

假设来加以维护机械论观点，使得电磁场方程所具

备的对称性本质被冷落了 ４０ 余年，直到上个世纪

初，Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 创立的狭义相对论（１９０５）和广义相对

论（１９１５）才见证了对称性如何支配包括电动力学

在内的物理学定律．１９２０ 年代至 １９３０ 年代，Ｗｉｇｎｅｒ
对量子力学对称性的研究也同样见证了对称性对

微观世界运动规律的支配作用．守恒律究竟是运动

定律的结果还是对称性的结果，或者说，究竟是运

动定律具有对称性还是对称性支配运动定律这个

问题同样深刻影响着经典动力学的现代发展．
５．２　 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性、Ｃａｒｔａｎ 对称性与守恒量

Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理反映了动力系统的对称性与守恒

量之间的对偶关系，这个关系是 Ｎｏｅｔｈｅｒ 在一个世

纪以前 （ １９１８ 年） 发现的，起初的工作只针对

Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的作用量泛函在点变换群作用下的不

变性，从而导致守恒量的存在．虽然这个工作不是

Ｎｏｅｔｈｅｒ 一生最主要的学术贡献，但是这个贡献在

物理学、力学等领域发挥了重要作用，例如将

Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理用于量子场论，令 Ｌａｇｒａｎｇｅ 量具有局

域规范不变性，即在群参数时空局域化的变换群下

保持不变，引出非常重要的规范场，如 Ｙａｎｇ⁃Ｍｉｌｌｓ
规范场，从此改变了超距作用的物理观念；在分析

力学中，将 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量推广到动量映射，构建了

对称性约化理论，推动了几何力学和几何控制理论

的发展． 再次， 我们仅就有限维力学系统评述

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性理论，对这个理论的简单概括就是

作用量泛函在无穷小 Ｌｉｅ 变换群下的不变性质．通
常的做法是：首先计算 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的作用量泛函

之非等时变分，再将位形空间上广义坐标和时间的

非等时变分联系于位形空间上的无穷小 Ｌｉｅ 变换

群，并要求作用量泛函对这个变换群具有不变性，
从而得到力学系统的守恒量．反之，对于给定的守

恒量也可找到 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性．关于 Ｎｏｅｔｈｅｒ 理论的

早期评述可参考文献［３８］．对此，需要对 Ｎｏｅｔｈｅｒ 定
理作如下说明：（１）Ｎｏｅｔｈｅｒ 定理只是给出力学系统

的对称性与守恒量之间偶对的逻辑关系，在实际问

题中需要求解对称性条件的具体偏微分方程，即
Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程，它是变换群的 Ｌｉｅ 代数基底 （又名

Ｋｉｌｌｉｎｇ 矢量）所满足的方程，得到这个 Ｋｉｌｌｉｎｇ 矢量

才能根据规范程序构造出力学系统的守恒量．这一

点对于广义坐标选取不当的情况尤为重要，例如在

二体有心运动情况下，如果采用笛卡尔直角坐标

系，则系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数没有循环坐标，因而较难
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判断出它存在广义动量，但是我们可以利用求解

Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程的方法，找到对称性及其守恒量，而不必

做坐标变换到极坐标系中考虑［３９］ ．（２）在几何上，作
用量泛函的不变性是切触流形 ＴＱ×Ｒ 上 Ｐｏｉｎｃａｒｅ⁃
Ｃａｒｔａｎ 形式 θ２ 在位形流形 Ｑ×Ｒ 上的 Ｌｉｅ 变换群之

Ｌｉｅ 代数矢量 Ｘ 对切丛一阶拓展 Ｘ（１）＝ τ ∂
∂ｔ

＋ξμ ∂
∂ｑμ

＋

（ ξ̇μ－ｑ̇μｔ）
∂
∂ｑ̇μ

作用下的不变性或恰当性，即 ＬＸ（１） θＬ ＝

ｄｆ，ｆ∈Ｃ∞ （Ｑ ×Ｒ），由此可得： ＬＸ（１） ΩＬ ＝ ０．这说明

Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性是保持切丛的基本 ２⁃形式不变的辛

群；（３）Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性可以推广到 Ｃａｒｔａｎ 对称性，
即无穷小 Ｌｉｅ 变换群从位形流形 Ｑ×Ｒ 拓展到切触

流形 ＴＱ×Ｒ 上，使得 Ｋｉｌｌｉｎｇ 方程变为 ＬＹ（１） θＬ ＝ ｄＦ，
其中 Ｆ∈Ｃ∞（ＴＱ），Ｙ∈χ（π）（沿着 π：ＴＱ×Ｒ→Ｑ×Ｒ
的矢量场的集合） ［４０］ ．这种拓展可以使我们找到更

多的对称性，例如在 Ｋｅｐｌｅｒ 问题中，根据 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对
称性只有能量守恒和角动量守恒，但是这两个守恒

定律不限于 Ｋｅｐｌｅｒ 问题，凡是有心运动都有这两个

守恒量，可见 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性仅就这个 Ｋｅｐｌｅｒ 问题

就表现出局限性，一定还有新的守恒量使得一般的

有心运动变为稳定的周期轨道运动，这个守恒量就

是 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量或与其正交的 Ｈａｉｍｉｌｔｏｎ 矢

量［４１，４２］，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量的方向是从力心指向近

日点，大小为 Ｒ＝ μｋｅ，其中 μ 是 Ｋｅｐｌｅｒ 运动的折合

质量，ｋ 是相互作用势的参数，即 Ｖ（ ｒ）＝ －ｋ ／ ｒ，ｅ 是

椭圆轨道离心率，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量形式为 Ｒ＝ｐ×Ｌ－
μｋｒ ／ ｒ，按照 Ｃａｒｔａｎ 对称性、能量、角动量、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅ⁃
ｎｚ 矢量 Ｒ 或 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 矢量 Ｈ＝Ｌ×Ｒ ／ Ｌ２ 是其对应的

守恒量，只不过 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量是 Ｃａｒｔａｎ 对称性对

角动量作用的导出量，但这不改变其函数独立性．有
时，也可将 Ｃａｒｔａｎ 对称性称为广义 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性．
５．３　 Ｌｉｅ 对称性及其推广

动力学系统的对称性不限于 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性，
对称性与守恒量之间的关系也不局限于 Ｎｏｅｔｈｅｒ 理
论，早在十九世纪中后期 Ｓ． Ｌｉｅ 就对运动微分方程

在无穷小变换群作用下的不变性进行过深入的研

究，这个对称性是要求运动微分方程的解集 Λ 在

Ｌｉｅ 变换群 Φ：Ｑ×Ｒ→Ｑ×Ｒ 作用下不变，即∀γ∈Λ，
Φ·γ∈Λ，或者令位形流形上的 Ｌｉｅ 群生成元 Ｘ 的

一阶拓展 Ｘ（１）对二阶微分方程矢量场 Ｚ 的作用满

足 ＬＸ（１）Ｚ ＝ ［Ｘ（１），Ｚ］λＺ．一个多世纪后人们还在继

续他开创的研究工作，已经发展成运动微分方程的

动力学对称性和伴随对称性［４３－４６］ ．所谓二阶微分方

程矢量场 Ｚ 的动力学对称性是指切触流形上 Ｌｉｅ
变换群 Ψ：ＴＱ×Ｒ→ＴＱ×Ｒ 保持 Ｚ 的曲线积分族∧
不变，即∀γ∈∧，Ψ·γ∈Λ，利用群的生成元 Ｙ，则
动力学对称性表示为 ＬＹＺ ＝ ［Ｙ，Ｚ］λＺ．我们也可用

切触流形上的不变微分 １⁃形式 β 来表示二阶微分

方程矢量场的对称性，即 ｉｚβ ＝ ０，ＬＺβ ＝ ０．现在，我们

需要做几点说明：（１）Ｌｉｅ 对称性、动力学对称性和

伴随对称性作为微分方程的对称性，它们不限于保

守力学系统，对于二阶微分方程矢量场 Ｚ 的伴随对

称性 β 所对应向量场 Ｘ：β ＝ ｉＸΩ，一般不是动力学

对称性，除非 Ｚ 自伴随的或者说非退化 ２⁃形式 Ω
是闭的．我们可以统称这些对称性为微分方程的对

称性．（２）二阶微分方程矢量场的动力学对称性和

伴随对称性都包括了动力学系统的测地运动方程

和测地偏离方程，而测地偏离方程恰是运动方程的

伴随 方 程． 考 虑 切 触 流 形 ＴＱ × Ｒ 的 基 矢 量

Ｚ， ∂
∂ｑｕ，

∂
∂ｑ̇ｕ{ } 及 其 对 偶 的 基 １⁃形 式

ｄｔ，θμ ＝ｄｑμ－ｑ̇μｄｔ，ωμ ＝ｄｑ̇μ－ｆ μｄｔ{ } ，构造 Ｚ 的不变 １⁃
形式 β ＝ λμ ＋ ρμωμ，则运动方程的伴随方程为：

ρ̈μ＋ρｖ
∂ｆｖ

∂ｑ̇μ－ρｖ
∂ｆｖ

∂ｑμ ＝ ０，其中 ｆ μ（ ｔ，ｑ， ｑ̇） ＝ ｑ̈μ ．例如，阻

尼振子 ｑ̈＋２ｎｑ̇＋ｋ２ｑ＝ ０（ｋ＞ｎ＞０）具有伴随对称性，它
的伴随方程为 ρ̈－２ｎρ̇＋ｋ２ρ＝ ０［４７］ ．（３）在 ｉＸ（１） ＬＺΩ＝ ０
条件下，Ｃａｒｔａｎ 对称性是动力学对称性，Ｎｏｅｔｈｅｒ 对
称性是 Ｌｉｅ 对称性，显然保守力学系统自然满足这

个条件．但是，反过来却不对，即动力学对称性和

Ｌｉｅ 对称性一般不是 Ｃａｒｔａｎ 对称性或 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称

性，即使使保守力学系统亦是如此．例如，Ｋｅｐｌｅｒ 问
题的 Ｌｉｅ 对称性可以用三个 Ｋｉｌｌｉｎｇ 矢量来表示，其
中前两个也是 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性的，分别对应于能量

和角动量，后一个对应于 Ｒｕｎｇｅ－Ｌｅｎｚ 矢量，但它不

是 Ｎｏｅｔｈｅｒ 的［４０］ ．（４）一般情况下，微分方程的对称

性并不与守恒量相对应，但当它们满足一定条件

时，也存在着守恒量．在此简要介绍 Ｌｕｔｚｋｙ 的非

Ｎｏｅｔｈｅｒ 型守恒量理论［４８－５０］ ．设系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函

数为 Ｌ（ ｔ，ｑ， ｑ̇），Ｐｏｉｎｃａｒｅ⁃Ｃａｔｒａｎ 形式为 θＬ，二阶微

分方程矢量场 Ｚ 的 Ｌｉｅ 对称性 Ｘ 不是 Ｎｏｅｔｈｅｒ 型

的，所以可设 ＬＸ（１）θＬθＬ′，其中 Ｌ′＝Ｘ（１）（Ｌ） ＋Ｌτ̇，从
而在 Ｈｅｓｓ 矩阵元之间存在变换矩阵 Δν

μ，满足：
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Ｌ′μν ＝Δν
μＬμν，亦即 Δν

μ ＝Ｌ′μρＬρν ．由这个矩阵（Δν
μ）构造

的不变形式就可以得到守恒量，如 ｄｅｔ （ Δν
μ ） 和

ｔｒ（Δν
μ）就是非 Ｎｏｅｔｈｅｒ 型守恒量．例如，前面提到的

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量是非 Ｎｏｅｔｈｅｒ 型的 Ｌｉｅ 对称性的守

恒量．作为一个练习，也可以考察一维谐振子的 Ｌｉｅ
对称性，这个系统的完全对称性群是 ８ 参数特殊线

性群 ＳＬ（３），它有一个 ５ 参数子群，是 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称

性，但其相应的 ５ 个守恒量中只有 ２ 个是独立

的［５１］，我们可以考察另外 ３ 个非 Ｎｏｅｔｈｅｒ 型的 Ｌｉｅ
对称性是否存在守恒量．

在上述阐述中经常提到 Ｋｅｐｌｅｒ 问题中的

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量是非常重要的守恒量，它在 Ｋｅｐｌｅｒ
问题中决定了有心运动的轨道周期性以及椭圆的

方向和形状． 在早期量子力学的发展中， Ｐａｕｌｉ
（１９２６）用这个矢量来推导氢原子能级，Ｂａｒｇｍａｎｎ
（１９３６）利用 Ｋｅｐｌｅｒ 问题中角动量与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢

量的对易关系来验证 Ｆｏｒｋ（１９３５）给出的氢原子定

态问题的四维转动群结构．对于那些沿着近椭圆轨

道的运动问题，如水星轨道近日点的进动［５４］ 和低

海拔卫星的运动分析［５２，５３］ 等，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量的

运用也给计算带来了便捷． Ｒｕｎｇｅ⁃Ｌｅｎｚ 矢量表明

Ｋｅｐｌｅｒ 问题存在隐含对称性，它的完全对称性是 ６
参数的四维转动群［５５］ ．

６　 分析力学与辛几何结构

６．１　 辛几何概念的由来

尽管分析力学的这个取名就昭示着它有别于

Ｎｅｗｔｏｎ 矢量力学，但是它无论如何也没有逃脱几

何结构，只不过是摆脱了“可视化”的几何，又创造

了一种新的几何构造———辛几何．辛几何一词来源

于希腊词 ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ＝ ｓｙｍ＋ｐｌｅｃｔｉｃ，词义为缠绕在一

起，它与来源于拉丁词的 ｃｏｍｐｌｅｘ ＝ ｃｏｍ＋ｐｌｅｘ 类同，
所以曾经被数学物理学家 Ｗｅｙｌ 用混，他先是将今

天我们所熟悉的辛群命名为复群（ｃｏｍｐｌｅｘ ｇｒｏｕｐ），
后来又发现这与复数概念常混淆，便于 １９３８ 年在

其著作《Ｔｈｅ Ｃｌａｓｓｉｃａｌ Ｇｒｏｕｐｓ： Ｔｈｅｉｒ Ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ ａｎｄ
Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ》中首次引入 ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｇｒｏｕｐ 来代

替 ｃｏｍｐｌｅｘ ｇｒｏｕｐ［５６］ ．所谓辛流形是偶数维的微分流

形Ｍ，其上定义了非退化的、闭的 ２⁃形式 Ω，即 ｄΩ＝０．
前面提到的保守力学系统所处的相空间就是典型

的辛流形，它是位形流形的余切丛，即 Ｍ ＝ Ｔ∗Ｑ，具
有简单的辛结构 Ω０ ＝ｄｐμ∧ｄｑμ，相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系

统可用三元组（Ｔ∗Ｑ，Ｈ， Ω０）来描述，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则

方程可整体的表示为 ｉＸＨ
＝ －ｄＨ．

６．２　 辛流形的局部正则结构

在辛流形 Ｍ 任意点的邻域上都存在一个正则

坐标系（ｑμ，ｐμ）（μ＝ １，２，…，ｎ），满足 Ω＝ｄｐμ∧ｄｑμ，
这是辛流形基本结构定理—Ｄａｒｂｏｕｘ 定理，据此，所
有同维数的辛流形在局部上都是相同的．这种局部

正则化结构可以推广到辛流形的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形

的管状邻域上．所谓 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形 Ｌ 是 ２ｎ 维辛

流形 Ｍ 的 ｎ 维子流形，辛结构在其上退化，在它的

一个管状邻域上也存在正则辛结构，这就是 Ｄａｒｂｏｕｘ⁃
Ｍｏｓｅｒ⁃Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 定理［５７，５８］ ．如果我们进一步要求这

个 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形还满足一些几何和拓扑条件，则
这个正则化范围还会扩大或变化． 例如， 要求

Ｌａｇｒａｎｇｅ纤维化辛流形的纤维空间是连通的和紧致

的，则这个纤维空间将是胎面 Ｔｎ，从而得到特定的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 丛［６１］，其局部辛结构为 Ω ＝ ｄｌμ∧ｄγμ，其

中正则坐标（ ｌμ，γμ）称为作用—角变量，这是完全

可积系统的辛几何结构［５９］ ．
６．３　 保辛结构的对称性—辛群

辛流形的局部同构特征使其具有保持辛同构

的对称群 Ｓｐ（Ｍ，Ω） ．如果辛同构映射的生成元为

Ｘ，则辛同构映射等价于 ＬＸΩ＝ ０，此即 ｄ（ ｉＸΩ）＝ ０，
据 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 引理，这意味着在辛流形的局部上总存

在一个函数 Ｈ，使得 ｉＸΩ＝－ｄＨ．此时，可称 Ｘ 为局部

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 向量场，Ｈ 为局部 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，这个方

程实为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程的几何表述．如果 ｉＸΩ 是

恰当的，则Ｘ 称为整体Ｈａｍｉｌｔｏｎ 向量场．局部Ｈａｍｉｌｔｏｎ
向量场能否成为整体的，这取决于辛流形 Ｍ 的上

同调群 Ｈ１（Ｍ）是否为零．例如，Ｔ２ ＝ Ｓ１×Ｓ１ 上的向量

场 Ｘ 只能是局部 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 的，因为 Ｔ２ 的上同调群

为 Ｈ１（Ｔ１）＝ ℤ ×ℤ ［６０］ ．由此可见，辛流形上的动力

学受制于辛流形的对称性或几何结构，对辛流形几

何结构的分析有助于我们深刻理解分析力学的本

质．作为另一个例证，我们考虑辛流形局部正则化

结构以及余切丛化问题对于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 逆问题、
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 逆问题、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 逆问题以及可积性问题

的作用．
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６．４　 辛流形的整体性质

由 Ｄａｒｂｏｕｘ 定理可知，相同维数的辛流形在局

部上是无法区分的，辛流形没有局部不变量，要区

分同样维数的辛流形只能从其整体结构去研究．最
早涉及辛流形整体性质的命题是 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 的最后

几何证明，这个定理断言：环面的保面积旋转映射

至少具有两个不同的固定点［６１］ ．这个定理在 １９２０
年代被 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 证明，故又称为 Ｐｏｉｎｃａｒｅ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 定
理，这是辛几何领域的第一个辛拓扑定理．自 １９６０
年代，人们才开始真正关注辛流形的整体问题，如
１９６５ 年的 Ａｒｎｏｌｄ 猜想（即辛微分同胚总具有一些

固定点），１９７０ 年代的 Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 猜想（即在凸超曲

面上存在周期轨道） ［６２］ ． 特别值得一提的是，
Ｍｏｓｅｒ［６３］在 １９６５ 年提出了一种证明 Ｄａｒｂｏｕｘ 定理

的全新方法，后被称为 Ｍｏｓｅｒ 技巧，Ｍｏｓｅｒ 的贡献在

于两个方面：一是证明了辛流形没有局部不变量，更
进一步向人们揭示了寻找辛流形整体结构的艰难和

意义，二是创造了一种研究辛结构的新方法—Ｍｏｓｅｒ
技巧，这极大地推动了辛几何的研究工作，例如

Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 用来研究辛流形的基本定理的整体化，得
到辛流形的基本定理（Ｄａｒｂｏｕｘ 定理）的整体化，得到

辛流形的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形的管状邻域内的正则辛结

构［６３］ ．１９７０ 年代由Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 和Ｒｏｂｉｎｏｗｉｔｚ［６４］开创的

研究辛结构的变分法也非常有效，直接导致 １９８３
年 Ｃｏｎｌｅｙ 和 Ｚｅｈｎｄｅｒ 对 Ａｒｎｏｌｄ 猜想的证明［６５］ ．至
今，变分法也是行之有效的方法，成为证明辛几何

里程碑意义的 Ｇｒｏｍｏｖ 不可压缩定理的三种有效方

法之一， 并且在之后发展了辛容积 （ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ
ｃａｐａｃｉｔｙ）的变分理论，如 Ｅｋｅｌａｎｄ⁃Ｈｏｆｅｒ 容量［６６，６７］

和 Ｈｏｆｅｒ⁃Ｚｅｈｎｄｅｒ 容量［６８］ ．
辛几何发展历程中最具划时代意义的公认成

果当数 １９８５ 年由 Ｇｒｏｍｏｖ 利用拟全纯（ｐｓｅｕ⁃ｄｏｈｏｌｏ⁃
ｍｏｒｐｈｉｃ）曲线方法给出的辛流形不可压缩定理［６９］ ．
对于辛空间（ℝ ２，Ω０）的球体 Ｂ２ｎ

ｒ ＝ ｛（ ｘ，ｙ）∈ℝ ２ｎ

ｘ２＋ｙ２＜ｒ∈ℝ ＋｝和辛柱体 Ｚ２ｎ
Ｒ ＝ Ｂ２

Ｒ ×Ｒ２ｎ－２ ＝ ｛（ ｘ，ｙ）

ｘ２＋ｙ２＜Ｒ∈ℝ ＋｝，这个不可压缩定理指出：如果存

在一个辛嵌入映射 ϕ：Ｂ２ｎ
ｒ →Ｚ２ｎ

Ｒ ，使得 ϕ（Ｂ２ｎ
ｒ ）⊂Ｚ２ｎ

Ｒ ，

则 ｒ＜Ｒ．Ｌａｌｏｎｄｅ 和 ＭｃＤｕｆｆ［７０］ 将这个定理推广到一

般的 ２ｎ 维辛流形（Ｍ，Ω），即如果存在一个辛嵌入

映射 Φ：Ｂ２ｎ＋２
ｒ →Ｂ２

Ｒ×Ｍ，使得 Φ（Ｂ２ｎ＋２
ｒ ）⊂Ｂ２

Ｒ ×Ｍ，则

ｒ＜Ｒ．
Ｇｒｏｍｏｖ 的杰出贡献主要体现在两个方面：一

是 Ｇｒｏｍｏｖ 不可压缩定理的拟全纯曲线证明开创了

辛拓扑研究方法的新时代．尽管 Ｇｒｏｍｏｖ 不可压缩

定理还可以用辛容量的 Ｅｋｅｌａｎｄ⁃Ｈｏｆｅｒ 变分理论和

Ｖｉｔｅｒｂｏ 的整体化生成函数理论来证明［７１］，然而拟

全纯曲线方法被证明是对任意流形都是行之有效

的，例如与 Ｙａｎｇ⁃Ｍｉｌｌｓ 联络理论关系密切，这激发

了 Ｆｌｏｅｒ 发展了辛流形上一种新的同调理论，Ｆｌｏｅｒ
同调论可以建立许多流形上的 Ａｒｎｏｌｄ 猜想［７２］，
Ｆｌｏｅｒ 同调论与辛容量的 Ｅｋｅｌａｎｄ⁃Ｈｏｆｅｒ 变分理论组

合起来，可以确立辛拓扑的 Ｆｌｏｅｒ⁃Ｈｏｆｅｒ 理论［７３］ ．
Ｇｒｏｍｏｖ 的杰出贡献引领了 １９８０ 年代末期至上个

世纪末辛拓扑的发展，掀起了 １９９０ 年代辛几何发

展的热潮，形成了辛容量、辛范畴、镜像对称性、
Ｇｒｏｍｏｖ⁃Ｗｉｔｔｅｎ 不变量［７４］ 等诸多研究热点，这与

１９７０ 年代辛几何发展的第一个热潮有显著的区别．
二是 Ｇｒｏｍｏｖ 不可压缩定理的结论开辟了辛几何理

论及其应用研究的新天地．辛几何的 Ｄａｒｂｏｕｘ 定理

揭示了辛变换群的柔性（ ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ），而 Ｇｒｏｍｏｖ 和

Ｅｌｉａｓｈｂｅｒｇ 不可压缩定理却揭示了辛变换群的刚性

（ｒｉｇｉｄｉｔｙ）：辛变换群 Ｓｐ （Ｍ，Ω） 作为微分同胚群

Ｄｉｆｆ（Ｍ）的子群，它相对于 ｃ０ 拓扑，在 Ｄｉｆｆ（Ｍ）中是

闭的．这对辛变换群保相体积不变的经典 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ
定理是一个极大的挑战：辛流形的相体积再也不可

能任意细长了！ 再也不会有“骆驼穿针”．准确地

说，相空间中半径为 ｒ 的球不可能通过辛同胚映射

穿过位形—动量平面上面积小于 πｒ２ 的洞，这就是

经典力学的“测不准原理” ［７５－７７］ ．可见，量子力学没

有广义相对论遇见 Ｒｉｅｍａｎｎ 几何那种幸运，然而这

个“迟来”的结论给量子力学的诞生留下了永远遗

憾的同时，也给经典力学和量子力学提供了发展的

契机，这必将激发人们对几何力学、动力学系统的

可积性、ＫＡＭ 理论、超弦理论、量子拓扑等问题的

研究热情，所得成果也将超出 １９７０ 年代的对称性

约化成果对几何力学的贡献．

７　 Ｌｉｅ 群作用与对称性约化

７．１　 对称性约化的由来

近半个世纪以来，在分析力学的理论发展过程
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中，对力学、物理学诸多方向产生重要影响的最主

要的成果当数对称性约化理论，这些影响不限于传

统的质点和刚体力学系统，已经应用到经典场、流
体、等离子体、弹性体，甚至应用于量子和相对论性

理论之中，这一贡献充分说明抽象理论研究的科学

意义以及对应用研究的深刻影响．自有分析力学以

来，对称性和守恒量问题就备受 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ， Ｊａｃｏｂｉ、Ｒｏｕｔｈ、Ｒｉｅｍａｎｎ、Ｌｉｏｕｂｉｌｌｅ、 Ｌｉｅ、Ｐｏｉｎｃａｒｅ
等著名学者的关注，这是因为力学系统存在对称性

和守恒量，可以对系统进行约化，而且可以借此研

究力学系统的相对稳定性等问题，只不过当时处理

的对称性问题相对简单和直观，用现代观点来看，
就是对称群仅限于 Ａｂｅｌ 群，第一积分也是对合的，
例如 Ｒｏｕｔｈ 约化处理的力学系统具有循环坐标和

对合的循环积分．当然，问题早就存在，而研究不可

能一步深入到位．与现代对称约化理论关系最为密

切的实例就是刚体运动的 Ｅｕｌｅｒ 方程，这是 Ｅｕｌｅｒ
基于物理观念和 Ｎｅｗｔｏｎ 力学得来的，系统所具有

的 ＳＯ（３）对称性不是 Ａｂｅｌ 的，从三个 Ｅｕｌｅｒ 角表述

之位形空间的余切丛（即 ６ 维相空间）上 ６ 个 Ｈａｍ⁃
ｉｌｔｏｎ 正则方程到 ３ 个 Ｅｕｌｅｒ 方程的转变，Ｅｕｌｅｒ 那个

时代还没有通用的数学方法．在现代对称性约化理

论出现之前，Ｅｕｌｅｒ 就能完成如此重要的工作，足见

其天才的数学和物理直觉．其实，在十九世纪下半

叶对称性约化的思想已经开始萌芽，例如 Ｌｉｅ 已经

构造了如今在对称性约化中一定要出现的非正则

Ｐｏｉｓｓｏｎ 结构，今天称之为 Ｌｉｅ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ 结构，Ｐｏｉｎｃａｒｅ
也在上个世纪初构造了流体的 Ｅｕｌｅｒ 方程，只是当

时他们对辛几何和对称性约化思想还没有理解到

位，后被 Ａｒｎｏｌｄ 在 １９６０ 年代所认识，如今称之为

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｐｏｉｎｃａｒｅ 约化．现代对称性约化理论建立在辛

几何和 Ｌｉｅ 群理论基础之上．
７．２　 Ｌｉｅ 群与 Ｌｉｅ 代数的伴随表示

Ｌｉｅ 群是具有微分流形结构的群，它在代数上

具有群的一切性质，满足如下四个条件的群元的集

合：（１）存在单位元；（２）每一个群元都存在其逆

元；（３）在群乘法运算下封闭；（４）满足群运算的结

合律．同时，它在几何上满足群乘积运算和求逆运

算的光滑性．Ｌｉｅ 群上左不变矢量场的集合构成了

Ｌｉｅ 代数，它同构于 Ｌｉｅ 群单位元处的切空间，这个

Ｌｉｅ 代数的特征表现在其元素在 Ｌｉｅ 括号运算下的

反对称性和 Ｊａｃｏｂｉ 恒等式．如果 Ｇ 代表抽象 Ｌｉｅ 群，
ｇ 是 Ｇ 的 Ｌｉｅ 代数，ｇ∗为其对偶，则 ξ，η，ζ∈ｇ 满

足：（１）［ξ，η］ ＝ －［η，ξ］；（２）［［ξ，η］，ζ］＋［［η，ζ］，
ξ］＋［［ζ，ξ］，η］ ＝ ０．Ｌｉｅ 群 Ｇ 上的 ｇ 值 １⁃形式 ω 满

足 Ｍａｕｒｅｒ⁃Ｃａｒｔａｎ 结构方程： ｄω （ ξ，η） ＋ ［ω （ ξ） ＋

ω（η）］ ＝ ０．每一个 Ｌｉｅ 群都存在唯一的 Ｌｉｅ 代数，
每一个 Ｌｉｅ 代数都有唯一的单连通 Ｌｉｅ 群与之对

应，而这个单连通 Ｌｉｅ 群多重覆盖具有同样 Ｌｉｅ 代

数的其它复连通的 Ｌｉｅ 群．典型的 Ｌｉｅ 群包括一般

线性群ＧＬ（ｎ，ℝ ），正交群 Ｏ（ｎ，ℝ ），酉群 Ｕ（ｎ），辛
群Ｓｐ（Ｍ，Ω）等．

Ｌｉｅ 群 Ｇ 可以表示在其 Ｌｉｅ 代数 ｇ 上，得到其

任意群元 ∈Ｇ 的伴随表示 Ａｄ ：ｇ （ｇ，ｇ），这

个伴随表示的 Ｌｉｅ 代数 ａｄξ 在 ｇ 上的表示满足

ａｄξη＝［ξ，η］，∀ξ，η∈ｇ．Ｌｉｅ 群 Ｇ 也可以表示在 Ｌｉｅ

代数对偶空间 ｇ∗上，得到 Ｌｉｅ 群和 Ｌｉｅ 代数的余伴

随表示，它们与 Ｌｉｅ 群和 Ｌｉｅ 代数的伴随表示满足

对偶关系： （ １） 〈 Ａｄ∗ α， ξ〉 ＝ 〈 ａ， Ａｄ －１ ξ〉； （ ２）
〈Ａｄ∗

η α，ξ〉 ＝ －〈ａ，［η，ξ］〉，ξ，η∈ ，α∈ｇ∗ ．对于三

维特殊正交群 ＳＯ（３），它伴随表示和余伴随表示皆

为其本身，即 ＡｄＳＯ（３） ＝ ｄ∗
ＳＯ（３） ＝ ＳＯ （ ３）， Ｌｉｅ 代数

ｓｏ（３）的伴随表示和余伴随表示则为： （ ａｄｓｏ（３）

［，． ．］）＝ （ａｄ∗
ｓｏ（３），［，． ．］）＝ ｓｏ（３）≅（ℝ ３，×） ．有了 Ｌｉｅ

群与 Ｌｉｅ 代数的伴随与余伴随表示，我们就借此研

究 Ｌｉｅ 群对辛流形的作用．
７．３　 辛流形上的动量映射

若 Ｌｉｅ 群 Ｇ 对 辛 流 形 （ Ｍ， Ω ） 的 作 用

Φ：Ｇ×Ｍ→Ｍ是辛同胚映射，即对于Φ 的生成元 ξＭ，
满足 ＬξＭΩ）＝ ０，即 ｄ（ ｉξＭΩ）＝ ０，从而根据 Ｐｏｉｎｃａｒｅ

引理，在局部上存在一个函数 Ｌξ（ｘ）∈Ｃ∞ （Ｍ，ℝ ），
满足 ｉξＭΩ＝ －ｄＪξ ．当辛流形的第一个上同调群为零

时，这个局部 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 Ｊξ 的存在性就是整体

的，此时的 Ｌｉｅ 群对辛流形的作用称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作

用．当辛形式是恰当时，还存在反同态关系｛Ｊξ，Ｊη｝ ＝
－Ｊ［ξ，η］，此时的 Ｌｉｅ 群对辛流形的作用是强 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

的．现在由映射 Ｊ： →Ｃ∞ （Ｍ，ℝ ）可以定义一个对

偶的映射，即动量映射 Ｊ：Ｍ→ｇ∗，满足：〈Ｊ（ｘ），ξ〉
＝ Ｊξ（ｘ），ｘ∈Ｍ，ξ∈ ．它将 Ｌｉｅ 群在辛流形 Ｍ 上的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用 Φ ：Ｍ→Ｍ，（∀ ∈Ｇ）映射为 Ｌｉｅ 代
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数对偶空间 ｇ∗上的余伴随作用 Ａｄ∗：ｇ∗→ｇ∗，即动

量映射和 Ｌｉｅ 群作用是对合的［７８］： Ａｄ∗ · Ｊ →

Ｊ·Φ ．引入对称 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的动量映射概念对

分析力学、几何力学和对称性理论具有划时代的影

响，例如动量映射是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的第一积分，它
包括了 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量．动量映射把对称操作和运

算从辛流形 Ｍ 上简化到线性空间 ｇ∗上去，例如把

Ｌｉｅ 群 Ｇ 在 辛 流 形 上 的 作 用 轨 道 Ｘ ＝ ｛ Φ ｘ

∀ ∈Ｇ｝映射为余自伴随轨道 Ｊ（ｘ） ＝ ｛Ａｄ∗ Ｊ（ ｘ）

∀ ∈Ｇ｝，这是一个齐次辛流形；再如把具有 Ｔｋ

对称性的紧致连通辛流形 Ｍ 映射为 ｇ∗＝ℝ ｋ 上的

凸多面体 Ｊ （Ｍ），其各定点为 Ｊ （ ｘ） 的极值点

（ｄＪ（ｘ）＝ ０），即凸多面体的各顶点集就是 Ｔｋ 对紧

致连通辛流形 Ｍ 作用的不动点集的像［７９－８１］ ．
７．４　 Ｃａｒｔａｎ 辛约化

对于辛流形（Ｍ，Ω）的一个子余迷向流形 Ｎ，
可以由辛形式诱导其上的闭 ２⁃形式 ΩＮ，但这个 ２⁃
形式是退化的，从而得到预辛子流形（Ｎ，ΩＮ） ．要去

除预辛结构的退化性质，找到预辛流形的辛子流

形，从而实现辛约化，需要两个条件：一是 ΩＮ 是常

秩的，二是ΩＮ 的特征叶是单的，即每个特征叶是 Ｎ
的闭子流形，而预辛流形被 Ｎ 被叶层化的商流形

上存在唯一辛形式 ΩＭ，使得正则投影 π：Ｎ→
是辛约化，即 ΩＮ ＝π∗Ω ．Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的完整数

据包括流形、辛结构和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数或 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
向量场，通常将其记作（Ｍ，Ω，Ｈ），这里讲述了辛流

形的保结构约化能否相应地保证 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数和

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 向量场的辛约化还是个复杂的问题，需要

认真分析［５８］ ．对于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统（Ｍ，Ω，Ｈ），我们

可以要求 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数对子流形 Ｎ 是容许的，即
要求它在辛叶层化子流形 Ｎ 的辛叶上是常数，从
而在辛子流形 上存在唯一的可微函数 ，满足

ＨＮ ＝π∗ ，对此 ｄＨＮ 是 ｋｅｒΩＮ 的零化子的截面，

即 ｄＨ１：Ｎ→（ＫｅｒΩＮ） ０，这等价于要求 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 向

量场 ＸＨ１ 是 （ＫｅｒΩＮ ）⊥ 的界面，即 ＸＨ１：Ｎ→（ ＴＮ ＋

（ＴＮ）⊥），但是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 向量场 ＸＨ１
与 Ｘ 不相容，

即 ＴπＸＨ１
≠Ｘ ．若要求 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 向量场 ＸＨ１

与 Ｘ 相

容，即 ＴπＸＨ１
＝ ＸＨ，则子流形 Ｎ 在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 向量场

ＸＨ１
的流的作用下应保持不变，可见截面 ＸＨ１

：Ｎ→

ＴＮ 被限制在更小的范围，这意味着 ｄＨ１ 是（ＴＮ）⊥

＝ＫｅｒΩＮ＋Ｋ 的零化子截面，容许 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数定义

在超出 ΩＮ 的特征叶的更大范围内．
７．５　 Ｍａｒｓｄｅｎ⁃Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 约化

力学系统的现代对称性约化理论始于 Ａｒｎｏｌｄ
（１９６６） ［８２］和 Ｓｍａｌｅ（１９７０） ［８３］，前者考虑的辛流形

是 Ｌｉｅ 群的余切丛，集中研究刚体和流体问题，而
后者主要贡献在于利用余迷向群将动量映射的水

平集叶层化，得到商空间，在其文献中对研究天体

力学中的相对平衡的稳定性、对称性和奇异性等问

题作了深入研究．对称性约化理论最完备的结论是

由 Ｍａｒｓｄｅｎ⁃Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ （１９７４） ［７８，８４］ 给出的，他们的

成果集成了 Ｓｍａｌｅ 关于动量映射的水平集按着余

伴随迷向群叶层化为商流形的思想、Ｃａｒｔａｎ 的预辛

流形辛约化的方法和 Ｓｏｕｒｉａｕ 关于一般新作用的动

量映射概念，并具有高度概括性［８５］ ．对于动量映射

Ｊ：Ｍ→ｇ∗的任意正规值 μ，它的水平集 Ｍμ ＝ Ｊ
－１（μ）

是无临界点的光滑流形，这个流形在 ＡｄＧ 的余迷向

子群 Ｇμ ＝｛ ∈Ｇ Ａｄ∗μ＝μ｝的作用下保持不变．如
果迷向群 Ｇμ 是紧致的，且对水平集 Ｍμ 的作用是

有效作用（即没有不动点），则水平集 Ｍμ 可分解成

Ｇμ 的作用轨道集，使得这些轨道空间 μ ＝Ｍμ ／ Ｇμ

成为光滑流形，它是一个约化辛流形．设投影 π：Ｍμ

→ μ，ｉμ：Ｍμ→Ｍ．其辛结构 Ωμ 满足 π∗Ωμ ＝ ｉ∗μ Ω．Ｍμ

上的约化向量场是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 的，相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
函数拉回到 Ｍμ 上恰是原始 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数对 Ｍμ 的

限制，此时 ｄｉｍ μ ＝ｄｉｍＭ－ｄｉｍＧ－ｄｉｍＧμ
［７８，８１］ ．

如前所述，利用动量映射 Ｊ 可以将辛流形 Ｍ
上的辛轨道空间 μ ＝ ｇｘ 映射到 ｇ∗上去，得到 Ａｄ

对 ｇ∗的作用轨道 μ，它同样具有辛结构．这一点可

以换个思路来理解［８６］，对于 Ｌｉｅ 群 Ｇ 上的左不变

１⁃形式 ωμ，以及浸没映射 ψ：Ｇ→ μ，μ∈ ∗，可以

证明：在余伴随轨道 μ上存在唯一的辛结构Ω μ，

它满足 ψ∗（Ω μ）＝ ｄωμ ．这个辛轨道的存在使得ｇ∗

称为具有辛叶层结构的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 流形．但是与辛流

形（Ｍ，Ω） 上的正则 Ｐｏｉｓｓｏｎ 结构不同，在 ｇ∗ 的

Ｐｏｉｓｓｏｎ 结构是非正则的，即为 Ｌｉｅ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ 结构．利用

这个约化理论，将 ＳＯ（３）群作用于辛流形 Ｔ∗ＳＯ（３），
则刚体运动的 ６ 个正则方程就可以约化为 ３ 个

Ｅｕｌｅｒ方程．
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需 要 指 出 的 是， Ｋｏｓｔａｎｔ （ １９６６ ） ［８７］、 Ｍｅｙｅｒ
（１９７３） ［８８］和 Ｍａｒｌｅ（１９７６） ［８９］对现代对称性约化理

论也有过奠基性贡献，Ｋｏｓｔａｎｔ 主要是对一般动量

映射的发现上，这一点与 Ｓｏｕｒｉａｕ 类似，Ｍｅｙｅｒ 的贡

献类似于 Ｓｍａｌｅ，也是在利用余迷向群对动量映射

水平集的叶层化分解上；Ｍａｒｌｅ 的贡献主要是 Ｐｏｉｓ⁃
ｓｏｎ 流形辛约化轨道的叶层分解．近些年来，对称性

约化的理论和应用研究成果累累，在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 约

化、非 Ａｂｅｌ 的 Ｒｏｕｔｈ 约化、半直积约化、切丛和余

切丛约化、分部约化、奇异约化、多辛约化，以及在

非完整力、量子力学的对称性约化方面的文献不胜

枚举，在此仅介绍对称性约化的最基本框架，有兴

趣的读者可以参阅几何力学的近期相关文献．

８　 完整和非完整系统的可积性

力学系统的可积性最早始于 Ｎｅｗｔｏｎ 引力场中

Ｋｅｐｌｅｒ 问题，但最早的标志性成果是分析力学中的

Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 可积性定理（１８５３～１８５５）：如果 ２ｎ 维哈密

顿系统存在 ｎ 个函数独立的、Ｐｏｉｓｓｏｎ 对易的第一

积分（Ｆ１，…，ＦＮ），则这个哈密顿系统是完全可积

的，并且可以用求积方法求得其方程的解［１，５８］ ．然
而，在之后长达一个世纪的历程中，人们能够找到

的可积系统是屈指可数的，如刚体定点转动的三种

可积情形、Ｎｅｕｍａｎｎ 模型、椭球上的测地运动等．这
种局面导致动力学系统的完全可积性问题进入二

十世纪后被沉寂了半个多世纪，人们在 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 的

影响下转向了动力学系统的定性理论．直到 １９６７
年，逆散射法的提出［９０］，以及紧接着的等谱变形

法［９１］，给偏微分方程的求解带来全新局面，不久这

种方法与可积性的关系也明确下来［９２］，从此 Ｋｄｖ
方程、Ｓｉｎ⁃Ｇｏｒｄｏｎ 方程、方线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程等

许多非线方程的可积性研究取得了丰硕成果，例如

Ｋｄｖ 方程具有无穷多第一积分．
８．１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的可积性

上述重大进展也大大促动有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系

统的可积性研究，开始突破了经典 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ
方程的分离变量法求解可积系统作用⁃角变量局

限，取得一系列新进展，主要表现在如下几个方面：
（１）Ｌａｘ 等谱变换理论：利用相空间上的 Ｌａｘ 矩阵

函数对 （ Ｌ 和 Ｍ） ． 将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 演化方程表示为

Ｌ̇＝［Ｍ，Ｌ］，其解为 Ｌ（ ｔ）＝ （ ｔ）Ｌ（０） （ ｔ） －１，可逆矩

阵 （ ｔ）由 Ｍ＝· －１确定．显见，Ｌａｘ 演化方程就是等

谱的，紧密联系于第一积分［８１］ ．（２）整体可积性理

论：如果 ２ｎ 维可积 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的 ｎ 个第一积分

的水平集是连通的和紧致的，则这个水平集微分同

胚于 ｎ 维环面 Ｔｎ，其邻域上存在作用⁃角变量 Ｉｉ 和
θｉ，使得辛形式为 ｄＩｉ ∧ ｄθｉ，这种可积性被称为

Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ⁃Ａｒｎｏｌｄ可积性［２３，５８］ ．因而，力学系统的可积

性不必再局限于局部可积性．（３）不变测度理论：对
于没有辛结构的非 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 动力学系统 ｘ̇ ＝ ｆ（ｘ），
ｘ∈Ｒｎ，假设它具有不变测度，并存在 ｎ－２ 个独立的

第一积分，则这个系统运动方程的解可以通过求积

法得到，而且这些第一积分水平集的紧致连通分支

微分同胚于环面 Ｔ２，这被称为 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 定理．
（４）Ｌａｇｒａｎｇｅ子流形法：经典分析力学研究可积性

要依赖于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 方程的求解，这是一个局

部理论．上个世纪 ７０ 年代，Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ 根据 Ｍｏｓｅｒ 同
伦变换方法，将辛流形局部正则化推广到 Ｌａｇｒａｎｇｅ
流形的管状邻域［５８］，从而 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 理论以

及以此为基础的可积性研究可以推广到一般

Ｌａｇｒａｎｇｅ流形的邻域［９３，９４］ ． （５）动量映射与对称约

化法：对于具有对称性的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，存在动量

映射，它能将对称操作和运算从辛流形约化到 Ｌｉｅ
代数对偶空间上去［９６］，有时约化后的系统在该空

间的余自伴随轨道上还会有对称性，甚至完全可

积［８１］ ．（６）其它方面：还有大量其它关于可积性的

研究成果．如利用 Ｍｏｓｅｒ 同伦变换法可以处理不少

可积性问题，可将 Ｎｅｕｍａｎ 模型变成椭球面上的测

地问题，将 Ｋｅｐｌｅｒ 椭圆运动转化为球面上的测地运

动［８１］ ．利用辛拓扑中的重要不变量⁃单值性可以考

量 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统作用⁃角变量存在范围，即完全可

积性的整体程度．
８．２　 非完整系统的可积性

非完整系统运动微分方程的可积性研究从这

个系统在 １８９４ 年被著名物理学家 Ｈｅｒｔｚ 定义之后

不久就开始了，只不过在这类系统的研究过程中，
它因为已经“成型”的分析力学竟然无法直接适

用，而受到建模问题的困扰．另外，早期动力学系统

积分理论的局限性，也使得非完整系统的可积性问

题研究进展不大．但是，由于当时诸多著名学者（如
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Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ，Ｖｏｌｔｅｒｒａ，Ａｐｐｅｌｌ，Ｖｏｒｏｎｅｃ，Ｈａｍｅｌ 等）的开

拓性研究，建立了非完整系统的几类运动微分方程，
使得非完整系统的可积性研究成为可能和必然．至
今已经积累了诸多典型的非完整系统和相应的非完

整问题，如 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 雪橇、匀质滚球、Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 滚

球、Ｖｉｅｒｋａｎｄｔ 滚盘、蛇形板、滚轴赛车、回旋陀螺、
Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ 系统，以及大量在自力运动等非完整运动

规划与控制中的实例［２２，９６］ ．同时，几何力学的发展、
几何数值积分方法的成熟、现代可积性理论的发展

也为非完整约束力学的可积性研究提供了良机．目
前，非完整系统可积性研究成果可归纳如下：
（１）Ｈａｍｉｌｔｏｎ 化方法：这种方法是设法将非完整系统

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 化，在研究其在通常 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 意义下的可

积性．实现非完整系统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 化的方法重要有以

下几种：一是将非完整系统（主要是 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 系

统）先进行 Ｌａｇｒａｎｇｅ 化，在借助 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换实现

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 化．二是 ＢＦＭ（Ｂｌｏｃｈ⁃Ｆｅｒｎａｎｄｅｚ⁃Ｍｅｓｔｄａｇ）［９７］，
即在那些与非完整系统有同解的完整力学系统中，
找出一个存在正规 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的完整系统，再借

助 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换构造 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量，实现 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
化．三是 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ⁃Ｈａｍｉｌｔｏｎ 化法［１１］，这个方法是重

新参数化时间标度，使得约化后的非完整系统在新

的时间标度下表示为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 形式，而这样的新约

化 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统存在着通常意义下的可积情

形［９８，９９］ ．此外，还可以考虑坐标系的变换，得到某些

非完整系统的可积性［１００］ ．（２）不变测度法：对于一

个 ２ｎ 维动力学系统 ｘ̇＝ ｆ（ｘ），ｘ∈Ｒ２ｎ，如果受到 ｋ 个

非完整约束，在一般情况下，它还需要（２ｎ－ｋ－１）个
独立第一积分才能是完全可积的．如果这个系统存

在不变测度，则仅需要（２ｎ－ｋ－２）个独立第一积分

就能使得该系统完全可积，其方程可以用求积法得

到；进而假设这 ｋ 个约束和（２ｎ－ｋ－２）个第一积分的

水平集是紧致的，则这个完全可积系统的轨迹就处

在不变环面 Ｔ２上［９６，１０１］ ．但是这个方法中不变测度的

条件充分但不必要，即存在着一些非完整系统，它
们即使是变测度的，也会具有完全可积性［９６，１０２，１０３］ ．
（３） Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 方法：将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 方程

及其分离变量法推广到非完整系统的研究近些年

来也有了一定的积累，这些推广既有基于微分方程

层面的［１０４－１０６］，也有基于几何力学层面的［１０７－１１１］，

后者主要利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 流形理论来推广 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃
Ｊａｃｏｂｉ 理论．这方面的进展有两个代表性工作：一个

是 Ｍ．ｄｅ Ｌｅｏｎ 群组的工作［１０８，１０９］，他们的主要贡献

是将 Ｌａｇｒａｎｇｅ 流形由余切丛上局部恰当 １⁃形式的

图推广到一般闭 １⁃形式情况，从而涵盖了完整和非

完整系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 方程；另一个是 Ｂｌｏｃｈ
群组的工作［９９，１１０］，他们是采用了 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ⁃Ｈａｍｉｌｔｏｎ
化方法，以此建立非完整系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 定
理，来积分非完整系统的运动微分方程，这个定理

既可适用于分离变量法，也可适用于非分离变量

法．目前，关于非完整力学系统的可积性研究方法

过于局限于完整 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的现有方法，应该探

讨适用于非完整力学系统自身特点的可积性方法，
这有赖于对非完整力学系统几何结构的深入分析．

９　 结语

本文受篇幅和作者知识面所限，对分析力学的

基础与展望概括的还不够全面、深入和细致．一方

面，在所述部分的若干方面多是提纲携领，还没有

详细介绍，对文献的引用也远未详尽；另一方面，还
有诸多分析力学的方向没有论及，例如本文并没有

包括辛算法在内的几何数值积分方法［１１２］、基于

Ｃａｒｔａｎ 活动标价法的 Ｈａｍｅｌ 方程在非完整系统和

无穷维系统中的应用［１１３］、分析力学的各种场积分

方法、时滞约束系统的分析力学建模和计算、多自

变量分析力学理论、非完整运动规划与控制，以及

分析力学与多体动力学和机器人动力学等应用学

科的交叉应用研究等，而这些领域也聚集了大量研

究成果，且方兴未艾．我们将另撰长文尽可能地对

分析力学的现有成果、研究热点和发展方向予以介

绍．近两个半世纪以来，分析力学的发展没有停留

脚步，它或是表现在对数学、物理学和力学新兴方

向的产生和发展推波助澜，或是受数学和物理学新

成果驱动而前进．例如，它在上个世纪初对流形、纤
维丛等现代微分几何的建立和早期量子力学的发

展［５５］、上个世纪中叶 Ｆｅｙｎｍａｎ 路径积分量子化，以
及广义相对论和规范场论的发展等方面都发挥了

重要作用，而由分析力学所衍生出来的辛拓扑的发

展也将是本学科未来的重要发展方向，并对量子理

论和非线性科学产生重要影响．

２０４
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本文是对《动力学与控制学报—分析力学专

刊》撰写的综述文章．本专刊的论文来源于 ２０１８ 年

１０ 月份在绍兴召开的第十三届全国分析力学学术

会议，论文主要包括了可控完整力学系统的自由运

动与初始运动，分析力学研究应当重视物理意义，
二维分布式陀螺结构带隙特性，非保守非线性刚⁃
热⁃弹耦合动力学问题，Ｌａｇｒａｎｇｅ 子流形理论，广义

动能原理，强非线性二阶微分方程的多模态近似解

析解，分数阶动力学，耦合动力学的保结构分析，非
定常完整约束系统，多体系统动力学的建模和数值

方法，弹性细杆问题的分析力学方法，时间尺度上

约束 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性与守恒量等问

题的研究．这些问题的研究既包括了分析力学的基

础理论研究，也体现了分析力学的应用研究成果．
期望通过本专刊的出版能够更好地使国内外读者

对我国分析力学研究有一个较全面的了解，扩大分

析力学学科的影响力，促进分析力学学科向更高层

次发展．
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