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时滞诱发的忆阻型 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络的复杂动力学∗
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摘要　 本文研究含时滞的忆阻型环状 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络的稳定性、Ｈｏｐｆ 分岔以及复杂振荡模式.根据特征方

程根分布情况ꎬ获得了系统全时滞稳定条件和与时滞相关的稳定条件.通过数值计算揭示了丰富的动力学现

象ꎬ如多种周期运动和混沌吸引子等ꎬ并给出了 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上的分岔图.设计了电路实验平台ꎬ取得了与理

论分析和数值计算高度吻合的实验结果.
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引言

１９８２ 年ꎬＨｏｐｆｉｅｌｄ 基于能量函数提出了著名的

Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络模型[１]ꎬ并广泛应用于联想记

忆、模式识别、组合优化、图像处理、保密通信等领

域.从动力学角度来看ꎬＨｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络是一个复

杂的非线性系统ꎬ有着丰富的动力学特性ꎬ而这些

特性对于网络的设计和应用有着显著的影响.例
如ꎬ在组合优化方面ꎬ网络的稳定平衡状态对应于

待求解和优化问题的解.再如ꎬ用于保密通信时ꎬ要
求网络是混沌的ꎬ这样可以利用混沌的高度复杂的

伪随机性进行加密[２ꎬ３] .
美国惠普公司实验室 Ｓｔｒｕｋｏｖ 等人在纳尺度电

路中证实了忆阻的存在[４]ꎬ随后还发现忆阻可用于

布尔逻辑运算[５] 忆阻器可视作具有记忆功能的非

线性电阻元件ꎬ由于忆阻器的阻抗能够随着流经电

路的电流变化ꎬ并且其阻值能在电路断电后保持.
这种特性使得忆阻器能成为天然的非易失性存储

器.随着忆阻器在计算机科学、生物工程、电子工程

以及控制工程等领域的应用ꎬ其相关研究日益受到

关

注.Ｋｅｎｇｎｅ 等研究了忆阻型二极管桥的 Ｊｅｒｋ
系统ꎬ获得了倍周期分岔过程以及多个吸引子共存

等复杂现象[６] .Ｙｅ 等揭示了含忆阻的 Ｗｉｅｎ￣ｂｒｉｄｇｅ
电路中的周期轨道、混沌以及超混沌吸引子等有趣

行为[７] .研究表明ꎬ忆阻具有类似大脑神经突触在

生物电信号激励下的塑性响应的非线性电学特性ꎬ
因此ꎬ忆阻可被用于模拟突触ꎬ并可用于构建忆阻

型神经网络电路系统. Ｐｅｒｓｈｉｎ 和 Ｄｉ Ｖｅｎｔｒａ 在三个

电子神经元的忆阻￣突触构成的神经网络实验中演

示了联想记忆的形成[８] Ｂａｏ 等考察了具有单个忆

阻器的三神经元 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络ꎬ揭示了非对称

双螺旋混沌吸引子以及周期 １、周期 ２ 轨道和混沌

吸引子共存等多稳态现象ꎬ并设计电路实验进行了

验证[９] . 通过模拟神经突触处理和学习信息的工

作方式ꎬ忆阻有望在联想记忆和模式识别等方面发

挥关键作用ꎬ最终引领人工神经网络领域的变革.
自突触是神经元连接自身的特殊结构ꎬ广泛存

在于大脑皮质、海马体、小脑等脑域中ꎬ在脑活动中

起着重要的作用. Ｈｅｒｒｍａｎｎ 和 Ｋｌａｕｓ[１０] 以及 Ｌｉ[１１]

等发现ꎬ自突触在膜电位上的影响可以映射为在一

个延时反馈回路中外加刺激电流.这种自突触通常

称为电性自突触ꎬ其对神经元膜电位的调制可表示

为 Ｉａｕｔ ＝ ｋ(ｘ( ｔ－τ) －ｘ( ｔ)) .其中参数 ｋ 表示反馈增

益ꎬτ 表示回路动作电位传递过程中引发的时滞.时
滞是自然界中的普遍现象ꎬ并与系统的动力学行为

密切相关[２ꎬ３ꎬ１２－１４] . 电自突触可以影响神经元的电

活动规律ꎬ如诱发各类周期性、混沌放电等现象. 此
外ꎬ还可用于调控神经元网络的群体电活动行为及

其相互之间的迁移[１５] .



第 ４ 期 乔磊等:时滞诱发的忆阻型 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络的复杂动力学

图 １　 忆阻型环状 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络

Ｆｉｇ.１　 Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ ｏｆ ａ ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ ｒｉｎｇ Ｈｏｐｆｉｅｌｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ

本文研究忆阻型环状 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络ꎬ如图

１ 所示. 该网络由四个神经元通过双向耦合组成ꎬ
电自突触位于神经元 ２ 上ꎬ而忆阻性突触分别位于

神经元 １ 和 ４ 之间的互连接和神经元 ３ 内部.事实

上ꎬ环状结构存在于许多神经结构中ꎬ如海马体、小
脑、新皮质等[１６] .

１　 稳定性和 Ｈｏｐｆ 分岔

本文中的双曲型忆阻器满足如下关系式[９]:
ｉ＝ｈ(ｖ０)ｖ＝[ａ－ｂｔａｎｈ(ｖ０)]ｖ

ｍ
ｄｖ０
ｄｔ

＝ ｆ(ｖ０ꎬｖ)＝ －ｖ０－ｖ
(１)

其中ꎬｖ 和 ｉ 分别表示忆阻器输入端的电压和电流ꎬ
ｖｏ 为内部状态变量ꎬａ、ｂ 为忆阻器的正常数ꎬｍ 为

时间常数.
图 １ 所示的忆阻型 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络可写为

如下无量纲化形式:
ｘ̇１ ＝ －ｘ１＋ａ１１ ｔａｎｈ(ｘ１)＋ａ１２ ｔａｎｈ(ｘ２)＋

ａ１４ ｔａｎｈ(ｘ４)

ｘ̇２ ＝ －ｘ２＋ａ２１ ｔａｎｈ(ｘ１)＋ａ２３ ｔａｎｈ(ｘ３)＋

ｋ(ｘ２( ｔ－τ)－ｘ２)

ｘ̇３ ＝ －ｘ３＋ａ３２ ｔａｎｈ(ｘ２)＋ｓ２ｖｔａｎｈ(ｘ３)＋

ａ３４ ｔａｎｈ(ｘ４)

ｘ̇４ ＝ －ｘ４＋ｓ１ｗｔａｎｈ(ｘ１)＋ａ４３ ｔａｎｈ(ｘ３)＋

ａ４４ ｔａｎｈ(ｘ４)

ｘ̇５ ＝ －ｘ５＋ｔａｎｈ(ｘ１)

ｘ̇６ ＝ －ｘ６＋ｔａｎｈ(ｘ３)
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(２)

其中ꎬｘｉ 为第 ｉ 个神经元的状态ꎬａｉｊ为神经元之间

的连接强度ꎬｗ ＝ ａ１－ｂ１ ｔａｎｈ(ｘ５)为神经元 １ 和 ４ 之

间的连接强度 ａ４１ꎬｖ ＝ ａ２－ｂ２ ｔａｎｈ(ｘ６)为神经元 ３ 上

连接强度 ａ３３ꎬｓ１ 和 ｓ２ 分别为双曲型忆阻器的耦合

强度ꎬｋ 和 τ 为电自连接强度和时滞ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４.显
然ꎬ原点 Ｐ０(０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)是系统(２)的零平衡点.
那么ꎬ在零平衡点附近的线性化系统的特征方程

为:
Δ(λꎬτ)＝ (ｃ０λ４＋ｃ１λ３＋ｃ２λ２＋ｃ３λ１＋ｃ４)(λ＋１)２＋

　 (ｄ０λ３＋ｄ１λ２＋ｄ２λ１＋ｄ３)(λ＋１)２ｅ－λτ

＝Ｐ(λ)＋Ｑ(λ)ｅ－λτ (３)
其中ꎬ

ｃ０ ＝ １ꎬｃ１ ＝ －ａ１１＋ｋ－ａ２ｓ２－ａ４４＋４ꎬ
ｃ２ ＝ －ａ１１ｋ＋ａ１１ａ２ｓ２＋ａ１１ａ４４－ａ１２ａ２１－ａ１４ａ１ｓ１－

ｋａ２ｓ２－ａ２２ａ４４－ａ２３ａ３２＋ａ１ｓ１ａ４４＋ａ３４ａ４３＋
３ｃ１－６

ｃ３ ＝ａ１１ｋａ３３＋ａ１１ｋａ４４＋ａ１１ａ２３ａ３２－ａ１１ａ２ｓ２ａ４４＋
ａ１１ａ３４ａ４３＋ａ１２ａ２１ａ１ｓ１＋ａ１２ａ２１ａ４４－ａ１４ｋａ２ｓ２＋
ａ２３ａ３２ａ４４－ｋａ３４ａ４３＋４＋２ｃ２＋３ｃ１＋ｋａ２ｓ２ａ４４＋
ａ１４ａ３３ａ２ｓ２

ｃ４ ＝ －ａ１１ｋａ２ｓ２ａ４４＋ａ１１ｋａ３４ａ４３－ａ１１ａ２３ａ３２ａ４４－
ａ１４ａ２１ａ３２ａ４３＋ａ１２ａ２１ａ３４ａ４３－ａ１２ａ２３ａ３４ａ１ｓ１－
ａ１２ａ２１ａ２ｓ２ａ４４＋ａ１４ａ２３ａ３２ａ１ｓ１＋
ａ１４ａ２２ａ１ａ２ｓ１ｓ２＋ｃ３－ｃ２＋ｃ１－１

ｄ０ ＝ －１ꎬｄ１ ＝ａ１１＋ａ２ｓ２＋ａ４４－３ꎬ
ｄ２ ＝ －ａ１１ａ２ｓ２－ａ１１ａ４４＋ａ１４ａ１ｓ１－ａ３３ａ４４＋

ａ３４ａ４３＋２ｄ１＋３ꎬ
ｄ３ ＝ａ１１ａ２ｓ２ａ４４－ａ１１ａ３４ａ４３－ａ１４ａ３３ａ１ｓ１－ａ１１－

ａ２ｓ２－ａ４４＋２＋ｄ２

为确定系统的稳定性ꎬ首先考虑 τ＝ ０ 情形. 此时ꎬ
Δ(λꎬ０)＝ λ６＋ｅ１λ５＋ｅ２λ４＋ｅ３λ３＋ｅ４λ２＋ｅ５λ＋ｅ６ꎬ
其中:

ｅ１ ＝ ２ｃ０＋ｃ１＋ｄ０ꎬ
ｅ２ ＝ ｃ０＋２ｃ１＋２ｄ０＋ｃ２＋ｄ１ꎬ
ｅ３ ＝ ｃ１＋ｄ０＋２ｃ２＋２ｄ１＋ｃ３＋ｄ２ꎬ
ｅ４ ＝ ｃ２＋ｄ１＋２ｃ３＋２ｄ２＋ｃ４＋ｄ３ꎬ
ｅ５ ＝ ｃ３＋ｄ２＋２ｃ４＋２ｄ３ꎬｅ６ ＝ ｃ４＋ｄ３ .

根据 Ｒｏｕｔｈ￣Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据可知ꎬ当 Δｉ>０( ｉ ＝ １ ~ ６)时
系统是渐进稳定的ꎬ其中:

Δ１ ＝ ｅ１ꎬΔ２ ＝ ｅ１ｅ２－ｅ３ꎬ

Δ３ ＝Δ２ｅ３＋ｅ１ｅ５－ｅ２１ｅ４ꎬ

Δ４ ＝Δ３ｅ４－Δ２ｅ２ｅ５＋ｅ１ｅ４ｅ５－ｅ５２－ｅ１ｅ３ｅ６＋ｅ１２ｅ２ｅ６ꎬ

Δ５ ＝Δ４ｅ５－２Δ３ｅ３ｅ６＋Δ２ｅ３ ２ｅ６＋ｅ１ ２ｅ２ｅ５ｅ６－

ｅ１ ２ｅ３ｅ４ｅ６－ｅ１ ２ｅ６ ２

５８３
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Δ６ ＝ ｅ６Δ５ .
当 τ>０ 时ꎬ若式(３)有一对纯虚特征根

λ＝ ±ｉω(ω>０)ꎬ则
Δ(ｉωꎬτ)＝ －ω６＋ｌ１ｉω５＋ｌ２ω４＋ｌ３ｉω３＋ｌ４ω２＋ｌ５ｉω＋

ｌ６＋(－ｉω５＋ｌ７ω４＋ｌ８ｉω３＋ｌ９ω２＋ｌ１０ｉω＋

ｌ１１)(ｃｏｓ(ωτ)－(－ｉω５＋ｌ７ω４＋ｌ８ｉω３＋

ｌ９ω２＋ｌ１０ｉω＋ｌ１１)ｉｓｉｎ(ωτ)
其中ꎬ

ｌ１ ＝ ２ｃ０＋ｃ１ꎬ ｌ２ ＝ ｃ０＋２ｃ１＋ｃ２ꎬ
ｌ３ ＝ －(ｃ１＋２ｃ２＋ｃ３)ꎬ ｌ４ ＝ －(ｃ２＋２ｃ３＋ｃ４)ꎬ
ｌ５ ＝ ｃ３＋２ｃ４ꎬ ｌ６ ＝ ｃ４ꎬ ｌ７ ＝ ２ｄ０＋ｄ１ꎬ
ｌ８ ＝ －(ｄ０＋２ｄ１＋ｄ２)ꎬ ｌ９ ＝ －(ｄ１＋２ｄ２＋ｄ３)ꎬ
ｌ１０ ＝ｄ２＋２ｄ３ꎬ ｌ１１ ＝ｄ３

分离 Δ(ｉωꎬτ)＝ ０ 的实部和虚部ꎬ可得:

　
ＰＲ(ω)＋ＱＲ(ω)ｃｏｓ(ωτ)＋ＱＩ(ω)ｓｉｎ(ωτ)＝ ０

ＰＩ(ω)＋ＱＩ(ω)ｃｏｓ(ωτ)－ＱＲ(ω)ｓｉｎ(ωτ)＝ ０{
(４)

其中ꎬ
ＰＲ(ω)＝ －ω６＋ｌ２ω４＋ｌ４ω２＋ｌ６ꎬ
ＰＩ(ω)＝ ｌ１ω５＋ｌ３ω３＋ｌ５ωꎬ
ＱＲ(ω)＝ ｌ７ω４＋ｌ９ω２＋ｌ１１ꎬ
ＱＩ(ω)＝ －ω５＋ｌ８ω３＋ｌ１０ω .

消去式(４)中的谐波项ꎬ可得:
Ｇ(ω)＝ ω１２＋ｍ１ω１０＋ｍ２ω８＋ｍ３ω６＋ｍ４ω４＋

ｍ５ω２＋ｍ６ ＝ ０ (５)
其中ꎬ

ｍ１ ＝ ｌ１ ２－２ｌ２－１ꎬ
ｍ２ ＝ ２ｌ１ ｌ３＋ｌ２ ２－ｌ７ ２－２ｌ４＋２ｌ８ꎬ
ｍ３ ＝ ２( ｌ１ ｌ５＋ｌ２ ｌ４－ｌ７ ｌ９＋ｌ１０－ｌ６)＋ｌ３ ２－ｌ８ ２ꎬ
ｍ４ ＝ ２( ｌ２ ｌ６－ｌ１０ ｌ８－ｌ１１ ｌ７＋ｌ３ ｌ５)＋ｌ４ ２－ｌ９ ２ꎬ
ｍ５ ＝ －ｌ１０ ２＋ｌ５ ２＋２ｌ４ ｌ６－２ｌ１１ ｌ９ꎬ
ｍ６ ＝ ｌ６ ２－ｌ１１ ２ .

通常情况下ꎬ如果式(５)存在正实根 ωｉꎬ 由式(４)

可确 定 一 组 临 界 时 滞 为 τｉꎬｊ ＝
φｉ＋２ｊπ

ωｉ
ꎬ 其 中

φｉ∈[０ꎬ２π)ꎬ且满足:

ｃｏｓ(φｉ)＝ －
ＰＩ(ωｉ)ＱＩ(ωｉ)＋ＰＲ(ωｉ)ＱＲ(ωｉ)

ＱＩ
２(ωｉ)＋ＱＲ

２(ωｉ)

ｓｉｎ(φｉ)＝
ＰＩ(ωｉ)ＱＲ(ωｉ)－ＰＲ(ωｉ)ＱＩ(ωｉ)

ＱＩ
２(ωｉ)＋ＱＲ

２(ωｉ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

根据时滞微分方程稳定性和分岔理论[１２]ꎬ可得如

下结论.
定理 １:当 Δｉ>０( ｉ＝ １~６)均成立ꎬ则有:

(１)若式(５)无正实根ꎬ则系统(２)的零平衡点

是全时滞局部渐进稳定的.
(２)若式(５)存在正实根 ω０ꎬ则存在某个常数

τ０>０ 使得系统(２)的零平衡点在 τ∈[０ꎬτ０)内是

局部渐近稳定的ꎬ并且系统在 τ＝τ０ 时发生 Ｈｏｐｆ 分
岔ꎬ产生周期振荡. 其中ꎬτ０ ＝ｍｉｎ(τｉꎬｊ) .

２　 数值算例

(１)系统参数为 ａ１１ ＝ －２ꎬａ１２ ＝ ０.４ꎬａ１４ ＝ ０.５ꎬ

ｋ＝－０.５ꎬａ２１ ＝０.２５ꎬａ２３ ＝１.６ꎬａ３２ ＝０.５ꎬｓ２ ＝－１ꎬａ３４ ＝１.２ꎬ
ｓ１ ＝ ０.８ꎬａ４３ ＝ ０.６ꎬａ４４ ＝ － １.５ꎬａ１ ＝ １ꎬａ２ ＝１ꎬｂ１ ＝ ０.８ꎬ
ｂ２ ＝０.５. 经 计 算 可 知: Δ１ ＝ １０. ５ꎬ Δ２ ＝ ３５９. ７６ꎬ
Δ３ ＝ ２０８７６.６１ꎬ Δ４ ＝ １１５３７９０. ４ꎬ Δ５ ＝ ３２２６９５５１.１２ꎬ
Δ６ ＝ ５.２８０１Δ５>０.
根据 Ｒｏｕｔｈ￣Ｈｕｒｗｉｔｚ 判据可知ꎬ系统的特征根均具有

负实部ꎬ那么零平衡点是局部渐近稳定的. 当 τ>０
时ꎬ式(５)可写为:

Ｇ(ω)＝ ω１２＋２３.６９ω１０＋５８７.６３ω６＋６２８.２６ω４＋

１９６.８９ω８＋１６８.７４ω２－４６.０９＝ ０
解得唯一正实根 ω ＝ ０.４０１４ꎬ由式(４)可得相应的

临界时滞为 τ ｊ ＝ ４.２６２ꎬ１２.０８８ꎬ１９.９１５ꎬ２７.７４２ꎬ.
根据定理 １ 可知:当 τ∈[０ꎬ４.２６２)时ꎬ系统的零平

衡点是渐进稳定的ꎬ而当 τ>４.２６２ 时ꎬ系统的零平

衡点是不稳定的. 显然ꎬ当 τ ＝ ４.２６２ 时ꎬ系统发生

了 Ｈｏｐｆ 分岔.
图 ２(ａ)和图 ２(ｂ)分别为 τ ＝ ４ 和 τ ＝ ４.４ 时系

统的响应ꎬ 初始条件为(０.１ꎬ０.４ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０) .图 ２
(ａ)表明系统状态均收敛到零平衡点ꎬ而图 ２(ｂ)表
明系统的零平衡点失去稳定性ꎬ出现周期振荡. 这

与定理 １ 的结论相一致.
(２)系统参数为 ａ１１ ＝ －０.８ꎬａ１２ ＝ １.２ꎬａ１４ ＝ －６.７ꎬ

ａ２１ ＝１.１ꎬｋ＝－０.１ꎬａ２３ ＝ ２.８ꎬａ３２ ＝ －２ꎬｓ２ ＝ ０.６ꎬａ３４ ＝ ２.８ꎬ
ｓ１ ＝０.８ꎬａ４３ ＝－２ꎬａ４４ ＝４ꎬａ１ ＝１ꎬａ２ ＝１ꎬｂ１ ＝０.８ꎬｂ２ ＝０.５.

图 ３ 为在初始条件 (０. ３ꎬ１ꎬ － ０. ５ꎬ０. ８ꎬ０. ２ꎬ
－０.４)下ꎬｘ１－ｘ２ 平面上的相图. 图 ３(ａ)表明:无时

滞时ꎬ系统为混沌状态. 当 τ ＝ ０.０６ 时ꎬ出现了周期

８ 运动ꎬ如图 ３(ｂ)所示. 当 τ ＝ ０.２ 时ꎬ周期 ８ 运动

失稳ꎬ产生了周期 ４ 运动ꎬ如图 ３(ｃ)所示. 图 ３(ｄ)
为当 τ＝ １ 时的周期 ２ 运动. 随着时滞量的增加ꎬ系
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统经历了周期 ４、周期 ８ 以及混沌运动ꎬ如图 ３(ｅ)
~ (ｇ)所示. 当 τ ＝ １.９８２ 时ꎬ系统出现了周期 ７ 窗

口ꎬ如图 ３(ｈ)所示.

图 ２　 系统(２)的响应

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ (２)

图 ３　 ｘ１－ｘ２ 平面上的相图

Ｆｉｇ.３　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｉｎ ｔｈｅ ｘ１－ｘ２ ｐｌａｎｅ

Ｐｏｉｎｃａｒé 截面是分析非线性动力学行为的有

力工具. 例如ꎬ周期运动对应于 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 截面上的

孤立点.图 ４ 为 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上的分岔图ꎬ其中

Ｐｏｉｎｃａｒé 截面取为∑＝{(τ１ꎬｘ１):(ｘ２ ＝ ０ꎬｘ̇２>０)} .

图 ４　 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上系统(２)的分岔图

Ｆｉｇ.４　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ (２) ｏｎ ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎ

３　 电路实验

电路实验平台主要由 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经元电路、双
曲正切函数电路、忆阻器电路、时滞电路等模块组

成. 本文采用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ 软件进行电路仿真ꎬ电路原

理图如图 ５ 所示ꎬ其中 ｖꎬｗ 为忆阻器模块ꎬｄｅｌａｙ 为

时滞电路模块ꎬ－ｔａｎｈ 为负双曲正切转换函数模块.

图 ５　 电路原理图

Ｆｉｇ.５　 Ａ ｃｉｒｃｕｉｔ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ (２)

如图 ５ 所示ꎬ电路方程为:

Ｒ１Ｃ
ｄｖ１
ｄｔ′

＝－ｖ１－
Ｒ１

Ｒ１１
ｔａｎｈ(ｖ１)＋

Ｒ１

Ｒ１２
ｔａｎｈ(ｖ２)＋
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Ｒ１

Ｒ１４
ｔａｎｈ(ｖ４)

Ｒ２Ｃ
ｄｖ２
ｄｔ′

＝－ｖ２＋
Ｒ２

Ｒ２１
ｔａｎｈ(ｖ１)－

Ｒ２

Ｒ２２
(ｖ２(ｔ′－τ′)－

ｖ２(ｔ′))＋
Ｒ２

Ｒ２３
ｔａｎｈ(ｖ３)

Ｒ３Ｃ
ｄｖ３
ｄｔ′

＝－ｖ３－(
Ｒ３

Ｒｖａ
－
０.１Ｒ３

Ｒｖｂ
ｔａｎｈ(ｖ６))ｔａｎｈ(ｖ３)＋

Ｒ３

Ｒ３２
ｔａｎｈ(ｖ２)＋

Ｒ３

Ｒ３４
ｔａｎｈ(ｖ４)

Ｒ４Ｃ
ｄｖ４
ｄｔ′

＝－ｖ４＋(
Ｒ４

Ｒｗａ
－
０.１Ｒ４

Ｒｗｂ
ｔａｎｈ(ｖ５))ｔａｎｈ(ｖ１)＋

Ｒ４

Ｒ４２
ｔａｎｈ(ｖ２)－

Ｒ４

Ｒ４４
ｔａｎｈ(ｖ４)

ＲＣ
ｄｖ５
ｄｔ′

＝ －ｖ５－ｔａｎｈ(ｖ１)

ＲＣ
ｄｖ６
ｄｔ′

＝ －ｖ６－ｔａｎｈ(ｖ３) (６)

其中ꎬｖｉ 为第 ｉ 个神经元的输出电压值ꎬＣ ＝ １００ｎＦꎬ
Ｒ ｉ ＝ １０ＫΩ( ｉ ＝ １ ~ ４) . ｆｉ 为 ｔａｎｈꎬｇ２ 为 ｖ２( ｔ′－τ′) －
ｖ２( ｔ′) .式(６)电路参数与式(２)中无量纲参数之间

满足如下关系 ｔ ＝ ｔ′ / ＲＣ１ꎬτ ＝ τ′ / ＲＣ１ꎬ ａｉｊ ＝ Ｒ ｉ / Ｒ ｉｊꎬ
ｓ１ ＝Ｒ４ / Ｒｗａꎬ ｓ２ ＝Ｒ３ / Ｒｖａꎬ ｋ ＝Ｒ２ / Ｒ２２ꎬ ｂ１ ＝ ０.１Ｒ４ / Ｒｗｂ ｓ１ꎬ
ｂ２ ＝ ０.１Ｒ３ / Ｒｖｂｓ２ . 显然 ＲＣ＝ １ｍｓ. 电路中的初始条件

可以通过设置电容的初始电压来实现ꎬ神经元初始

电压与电容器电压之间关系满足 ｖｉ０ ＝ －ｖｃｉ０ .
式(１)所示的忆阻器可由图 ６ 所示的电路实

现.其中ꎬＭ 为输出增益为 ０. １ 的乘法模拟器ꎬ
Ｒ＝１０ＫΩꎬＣ＝１００ｎＦ.如图 ６ 所示ꎬ忆阻器的电压电流

关系如式(１)所示ꎬ其中ꎬＲａ ＝ １ / ａＫΩꎬＲｂ ＝ ０.１ / ｂＫΩꎬ
ｍ＝ＲＣ＝１ｍｓ.

图 ６　 忆阻器电路

Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｉｔ ｏｆ ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ

图 ７ 为负双曲正切函数电路. 由 ＭＰＳ２２２２ 型三

极管、运算放大器以及电阻等构成. 其中ꎬＲ＝ １０ＫΩꎬ
ＲＦ ＝ ５２０ΩꎬＲ１ ＝ １ＫΩꎬＲ２ ＝ ２ＫΩꎬＲ３ ＝ ９.８ＫΩꎬ工作电

压为±１５Ｖ.

图 ７　 负双曲正切函数电路

Ｆｉｇ.７　 Ｔｈｅ ｍｉｎｕｓ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｔａｎｇｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｉｒｃｕｉｔ

图 ８ 为时滞电路ꎬ主要由运算放大器、电阻以

及电容构成ꎬ可实现时滞量为 τ′＝ ２ＲｄＣ１ .其中ꎬＲ０ ＝
２.２ＫΩꎬＣ１ ＝ １０ｎＦ.对于时滞量较大的情形ꎬ该电路

输出的实际时滞量与理想时滞量之间存在较大误

差ꎬ为保证精度ꎬ可采用多个时滞单元模块级联的

方式.本文采用 ０.２ｍｓ 的时滞量作为时滞单元模

块ꎬ此时 Ｒｄ ＝ １０ＫΩ. 例如ꎬ时滞量为 ４.４ｍｓ 时可采

用 ２２ 个 ０.２ｍｓ 的单元模块级联实现ꎻ而 １.７６ｍｓ 的

时滞量可采用 ８ 个 ０. ２ｍｓ 的单元模块和 １ 个 ０.
１６ｍｓ 的时滞电路实现.

图 ８　 时滞电路

Ｆｉｇ.８　 Ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｃｉｒｃｕｉｔ

本文采用以下两组参数进行实验:
(１)电路参数为:Ｒ１１ ＝ ５ＫΩꎬＲ１２ ＝ ２５ＫΩꎬＲ１４ ＝

２０ＫΩꎬ Ｒ２１ ＝ ４０ＫΩꎬＲ２２ ＝ ２０ＫΩꎬＲ２３ ＝ ６.２５ＫΩꎬＲ３２ ＝
２０ＫΩꎬＲ３４ ＝ ８.３３ＫΩꎬＲ４３ ＝ １６.６７ＫΩꎬＲ４４ ＝ ６.６７ＫΩꎬ
Ｒｗａ ＝ １２.５ＫΩꎬ Ｒｗｂ ＝ １.５６ＫΩꎬ Ｒｖａ ＝ １０ＫΩꎬ Ｒ ｉ８ ＝ Ｒ ｉ９

＝Ｒ７ｊ ＝ １０ＫΩ( ｉ＝ １~４ꎬｊ＝ １~７)ꎬＲｖｂ ＝ ２ＫΩ.
图 ９ 为 τ′＝ ４ｍｓ 和 τ′＝ ４.４ｍｓ 时的电路实验结

果ꎬ其中初始电压设置为( －０.１ꎬ－０.４ꎬ０ꎬ０ꎬ０ꎬ０)
(Ｖ) .如图 ９ 所示ꎬ当 τ′ ＝ ４ｍｓ 时ꎬ电压信号很快衰

减为零ꎬ而当 τ′＝ ４.４ｍｓ 时ꎬ电压信号为稳定的周期

振荡.图 １０ 为时滞变化时ꎬ振幅与频率的数值仿真

与电路实验结果对比图.两者结果相吻合.
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图 ９　 电路的输出电压

Ｆｉｇ.９　 Ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｖｏｌｔａｇｅｓ ｖｉ ｉｎ ｔｈｅ ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ ｃｉｒｃｕｉｔ

图 １０　 电路实验与数值结果对比图

Ｆｉｇ.１０　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

(２)Ｒ１１ ＝ １２.５ＫΩꎬＲ１２ ＝ ８.３３ＫΩꎬＲ１４ ＝ １.４９ＫΩꎬ
Ｒ２２ ＝ １００ＫΩꎬＲ３２ ＝ ５ＫΩꎬＲ３４ ＝ ３.５７ＫΩꎬＲ４３ ＝ ５ＫΩꎬ
Ｒ４４ ＝ ２.５ＫΩꎬＲｖａ ＝ １６.６７ＫΩꎬＲｖｂ ＝ ３.３３ＫΩ.其余电阻

值不变. 针对系统参数符号的变化情形ꎬ可采用反

向器实现. 接口调整如下:Ｒ１４所对应的－ｆ４改接入

ｆ４ꎬＲ４３所对应的－ｆ３改接入 ｆ３ꎬ忆阻器模块 ｖ 中 Ｒｖａ所

对应的 ｆ３改接为－ｆ３ .
图 １１ 为初始电压(－０.３ꎬ－１ꎬ０.５ꎬ－０.８ꎬ－０.２ꎬ０.４)

(Ｖ)时电路实验结果.(ａ)无时滞时ꎬ系统运动为混

沌吸引子ꎻ(ｂ)τ′＝ ０.０６ｍｓ 时ꎬ周期 ８ 运动ꎻ(ｃ)τ′＝
０.２ｍｓ 时ꎬ周期 ４ 运动ꎻ(ｄ) τ′ ＝ １ｍｓ 时ꎬ周期 ２ 运

动ꎻ(ｅ)τ′ ＝ １.６ｍｓ 时ꎬ周期 ４ 运动ꎻ( ｆ) τ′ ＝ １.７６ｍｓ
时ꎬ周期 ８ 运动ꎻ( ｇ) τ′ ＝ １. ８ｍｓ 时ꎬ混沌吸引子ꎻ
(ｈ)τ′＝ １.９７６ｍｓ 时ꎬ周期 ７ 运动. 比较图 ３ 和图 １１
可知ꎬ实验结果与数值仿真结果高度吻合.

图 １１　 ｖ１－ｖ２ 平面上的相图

Ｆｉｇ.１１　 Ｔｈｅｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｉｎ ｔｈｅ ｖ１－ｖ２ ｐｌａｎｅ

４　 结论

本文研究了含时滞的忆阻型双向环状 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ
神经网络的稳定性、Ｈｏｐｆ 分岔以及复杂动力学特

性. 根据系统特征方程的根分布情况ꎬ得到网络零

平衡点的全时滞稳定条件ꎬ并给出了系统失稳发生

Ｈｏｐｆ 分岔的条件. 揭示了多种有趣的动力学现象ꎬ
如周期 ２、周期 ４、周期 ７、周期 ８ 等运动ꎬ甚至混沌

吸引子ꎬ并给出了 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面上的分岔图. 基于

非线性 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经元及其转换函数电路、忆阻器

电路以及时滞电路等ꎬ搭建了相应的电路实验平

台ꎬ有效验证了理论分析和数值模拟的结果.

参　 考　 文　 献

１ Ｈｏｐｆｉｅｌｄ Ｊ Ｊ. Ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ａｎｄ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｅ￣
ｍｅｒｇｅｎｔ ｃｏｌｌｅｃｔｉｖｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｂｉｌｉｔｉｅｓ. Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ
ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ １９８２ꎬ７９ ( ８):２５５４ ~
２５５８

２ 王在华ꎬ胡海岩. 时滞动力系统的稳定性与分岔:从理

论走向应用. 力学进展ꎬ ２０１３ꎬ４３(１):３ ~ ２０ (Ｗａｎｇ Ｚ
Ｈꎬ Ｈｕ Ｈ Ｙ. Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｌａｙｅｄ ｄｙｎａｍｉｃ
ｓｙｓｔｅｍｓ: ｆｒｏｍ ｔｈｅｏｒｙ ｔｏ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎ￣
ｉｃｓꎬ ２０１３ꎬ４３(１):３~２０ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

９８３



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

３ 徐鉴ꎬ裴利军. 时滞系统动力学近期研究进展与展望.
力学进展ꎬ ２００６ꎬ３６(１):１７ ~ ３０ (Ｘｕ Ｊꎬ Ｐｅｉ Ｌ Ｊ. Ａｄ￣
ｖａｎｃｅｓ ｉｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｆｏｒ ｄｅｌａｙｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅ￣
ｃｈａｎｉｃｓꎬ ２００６ꎬ３６(１):１７~３０ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

４ Ｓｔｒｕｋｏｖ Ｄ Ｂꎬ Ｓｎｉｄｅｒ Ｇ Ｓꎬ Ｓｔｅｗａｒｔ Ｄ Ｒꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｈｅ ｍｉｓｓｉｎｇ
ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ ｆｏｕｎｄ. Ｎａｔｕｒｅꎬ ２００８ꎬ４５３(７１９１):８０~８３

５ Ｂｏｒｇｈｅｔｔｉ Ｊꎬ Ｇｒｅｇｏｒｙ Ｓꎬ Ｐｈｉｌｉｐ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ. ‘ Ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ’
ｓｗｉｔｃｈｅｓ ｅｎａｂｌｅ ‘ ｓｔａｔｅｆｕｌ’ ｌｏｇｉｃ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｖｉａ ｍａｔｅｒｉａｌ
ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎ. Ｎａｔｕｒｅꎬ ２０１０ꎬ４６４(７２９０):８７３~８７６

６ Ｋｅｎｇｎｅ Ｊꎬ Ｎｇｕｏｍｋａｍ Ｎ Ａꎬ Ｔｃｈｉｏｔｓｏｐ Ｄ . Ａｎｔｉｍｏｎｏｔｏｎｉｃ￣
ｉｔｙꎬ ｃｈａｏｓ ａｎｄ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｉｎ ａ ｎｏｖｅｌ ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ
ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ￣ｂａｓｅｄ ｊｅｒｋ ｃｉｒｃｕｉｔ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ ２０１７ꎬ
２７(７):１~２０

７ Ｙｅ Ｘ Ｌꎬ Ｍｏｕ Ｊꎬ Ｌｕｏ Ｃ Ｆꎬ ｅｔ ａｌ. Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ
Ｗｉｅｎ￣ｂｒｉｄｇｅ ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃ ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ ｃｉｒｃｕｉｔ ｓｙｓｔｅｍ. Ｎｏｎ￣
ｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ ２０１８ꎬ９２(３):９２３~９３３

８ Ｐｅｒｓｈｉｎ Ｙ Ｖꎬ Ｖｅｎｔｒａ Ｍ Ｄ. Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ
ａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ ｍｅｍｏｒｙ ｗｉｔｈ ｍｅｍｒｉｓｔｉｖｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ. Ｎｅｕ￣
ｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｔｈｅ Ｏｆｆｉｃｉａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｎｅｕ￣
ｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ ２０１０ꎬ２３(７):８８１~８８６

９ Ｂａｏ Ｂ Ｃꎬ Ｑｉａｎ Ｈꎬ Ｘｕ Ｑꎬ ｅｔ ａｌ. Ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ
ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｉｎ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ￣ｔｙｐｅ ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ ｂａｓｅｄ
Ｈｏｐｆｉｅｌｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ. Ｆｒｏｎｔｉｅｒｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｎｅｕ￣
ｒｏｓｃｉｅｎｃｅꎬ ２０１７ꎬ１１:８１~９５

１０　 Ｈｅｒｒｍａｎｎ Ｃ Ｓꎬ Ｋｌａｕｓ Ａꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｕｔａｐｓｅ ｔｕｒｎｓ ｎｅｕｒｏｎ ｉｎｔｏ

ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ. Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ＆ Ｃｈａｏｓꎬ
２００４ꎬ１４(２):６２３~６３３

１１　 Ｌｉ Ｙꎬ Ｓｃｈｍｉｄ Ｇꎬ Ｈäｎｇｇｉ Ｐꎬ ｅｔ ａｌ. Ｓｐｏｎｔａｎｅｏｕｓ ｓｐｉｋｉｎｇ ｉｎ
ａｎ ａｕｔａｐｔｉｃ Ｈｏｄｇｋｉｎ￣Ｈｕｘｌｅｙ ｓｅｔｕｐ. Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅꎬ
２０１０ꎬ８２(６):０６１９０７

１２　 Ｈｕ Ｈ Ｙꎬ Ｗａｎｇ Ｚ Ｈ. Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ
ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｅｄ ｆｅｅｄｂａｃｋ. Ｓｐｒｉｎｇｅｒ￣Ｖｅｒｌａｇꎬ Ｈｅｉｄｅｌ￣
ｂｅｒｇꎬ２００２

１３　 王青云ꎬ张红慧. 生物神经元系统同步转迁动力学问

题. 力学进展ꎬ ２０１３ꎬ４３(１):１４９ ~ １６２ (Ｗａｎｇ Ｑ Ｙꎬ
Ｚｈａｎｇ Ｈ Ｈ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｏｆ ｓｙｎｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｉｎ ｎｕ￣
ｅｒｏｎａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ ２０１３ꎬ４３ (１):
１４９~１６２ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

１４　 茅晓晨. 时滞耦合系统动力学的研究进展. 动力学与

控制学报ꎬ ２０１７ꎬ１５(４):２９５~ ３０６ (Ｍａｏ Ｘ Ｃ. Ａｄｖａｎｃｅｓ
ｉｎ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｆｏｒ ｃｏｕｐｌｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙｓ. Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ ２０１７ꎬ１５ (４):２９５ ~ ３０６ ( ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ))

１５　 Ｍａ Ｊꎬ Ｓｏｎｇ Ｘ Ｌꎬ Ｊｉｎ Ｗ Ｙꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｕｔａｐｓｅ￣ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｙｎ￣
ｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｃｏｕｐｌｅｄ ｎｅｕｒｏｎａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ. Ｃｈａｏｓ Ｓｏｌｉｔｏｎｓ
＆ Ｆｒａｃｔａｌｓꎬ ２０１５ꎬ８０:３１~３８

１６　 Ｇｕｏ Ｓ Ｊꎬ Ｈｕａｎｇ Ｌ Ｈ. Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｒｂｉｔｓ ｉｎ ａ
ｒｉｎｇ ｏｆ ｎｅｕｒｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｓ. Ｐｈｙｓｉｃａ Ｄ: Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｈｅ￣
ｎｏｍｅｎａꎬ ２００３ꎬ１８３(１):１９~４４

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ １０ Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ ２０１８ꎬｒｅｖｉｓｅｄ １０ Ｏｃｔｏｂｅｒ２０１８.
∗Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ (１１４７２０９７ ａｎｄ １１８７２１６９) ａｎｄ Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｆｕｎｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ

Ｃｅｎｔｒａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ ｕｎｄｅｒ Ｇｒａｎｔ (２０１８Ｂ１７５１４).
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｍａｏｃｈｅｎ＠ｈｈｕ.ｅｄｕ.ｃｎ.

ＤＥＬＡＹ￣ＩＮＤＵＣＥＤ ＣＯＭＰＬＩＣＡＴＥＤ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＯＦ

Ａ ＭＥＭＲＩＳＴＩＶＥ ＨＯＰＦＩＥＬＤ ＮＥＵＲＡＬ ＮＥＴＷＯＲＫ∗

Ｑｉａｏ Ｌｅｉ　 Ｍａｏ Ｘｉａｏｃｈｅｎ†

(Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓꎬ Ｈｅｈａｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｎａｎｊｉｎｇ　 ２１１１００ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｒｅｖｅａｌｓ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙꎬ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｍｐｌｅｘ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ ｍｅｍｒｉｓ￣
ｔｉｖｅ ｒｉｎｇ￣ｃｏｕｐｌｅｄ Ｈｏｐｆｉｅｌｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ａ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ. Ｔｈｅ ｄｅｌａｙ￣ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ａｎｄ ｄｅｌａｙ￣ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｃｏｎｄｉ￣
ｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉｖｉａｌ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ. Ｖａｒｉｏｕｓ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ａｒｅ ｅｘ￣
ｐｌｏｒｅｄꎬ ｓｕｃｈ ａｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｒｂｉｔｓ ａｎｄ ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ. Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ａｓ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｍｅ
ｄｅｌａｙ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｂｙ ｕｓｉｎｇ Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ. Ａ ｃｉｒｃｕｉｔ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｉｓ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｒｅａｃｈ ａ ｇｏｏｄ ａｇｒｅｅｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ.

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓꎬ　 ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙꎬ　 ｍｅｍｒｉｓｔｏｒꎬ　 ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ　 ｃｉｒｃｕｉｔ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

０９３


