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摘要　 文中将建立旋转矩形孔薄壁圆环截面突变处的波传播模型ꎬ研究振动弹性波反射和透射特性ꎬ结合

相位封闭原理ꎬ给出振动特征方程ꎬ得到薄壁圆环的各阶模态频率、模态形状和分支图.将静止矩形孔薄壁圆

环的固有频率与有限元分析法求得的固有频率进行比较ꎬ验证行波法计算的准确性.研究将为轴承实体保持

架的动力学计算提供理论基础.
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引言

行波法是一种联系时间和空间的解析方法.它
将结构的自由振动看成弹性波在固体介质中的传

播ꎬ其自由模态是由各传递波叠加形成.而且考虑

振动波在结构介质中以一定的相速度传播ꎬ在遇到

边界、接头、变截面等弹性体不连续处会发生波的

反射和透射ꎬ使得波的扰动能量重新分配.因此ꎬ行
波法是一种更符合动力响应本质的分析方法.

Ｗ.ＫＩＭ[１]基于拉格朗日应变理论和哈密顿原

理ꎬ对薄壁圆环平面内振动和平面外振动进行了建

模和模态法分析.Ｍｅａｄ Ｄ Ｊ[２] 利用了相位封闭原理

建立振动特征方程ꎬ通过求解特征方程得到梁的固

有频率.相位封闭原理也使行波法成为一种准确有

效的计算方法. Ｄ.Ｈｕａｎｇ[３] 等人分析了旋转薄壁圆

环的波模式、相速度、波在截面变化处的传递特性

以及振动特性等.Ｍｅｉ 利用行波法研究了 Ｈ、Ｔ 型框

架结构[４]和十字型[５]框架结构的波传递特性.
除了动力学行波计算ꎬ黄修长[６]等人利用波动

法分析曲梁结构中波形转换和能量传递.焦映厚[７]

等人采用波动法研究有限尺寸加肋 Ｌ 型板结构的

振动特性及其振动抑制问题.
本文基于旋转欧拉￣伯努利弯曲梁模型ꎬ在矩

形孔薄壁圆环行波动力学计算中ꎬ分析矩形孔薄壁

圆环在变截面处的传播特性ꎬ给出反射和透射矩

阵.根据相位封闭原理ꎬ结合波的反射、透射矩阵与

波传递矩阵ꎬ获得旋转矩形孔薄壁圆环振动特征方

程ꎬ得到固有频率、模态形状和分支图.为验证行波

计算方法的有效性ꎬ对静止矩形孔薄壁圆环同时进

行行波和有限元分析ꎬ并将得出的结果作比较.

１　 薄壁圆环动力学建模

图 １ 所示旋转薄壁圆环ꎬＸＹＺ 是空间中一个固

定的惯性坐标系ꎬ而 ｘｙｚ 则是固定于微元上相对于

ＸＹＺ 的一个旋转坐标系ꎬ故沿圆环中性轴的周向坐

标由 ｙ 表示ꎬ与中性轴垂直的径向坐标与轴向坐标

分别由 ｘ 和 ｚ 表示. ｒθＺ 是一个圆柱坐标系. ｂ 和 ｈ
分别表示圆环横截面的宽和高.圆环横截面中性轴

上周向和径向的位移分别用 ｖ 和 ｕ 表示.
根据参考文献[１]得到旋转薄壁圆环平面内

的自由振动方程:
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由上述方程(１ａ)和(１ｂ)可知ꎬ旋转薄壁圆环

的径向位移 ｕ 和周向位移 ｖ 互相耦合.其中 Ｅ 是弹

性模量ꎬＩｉ 为 Ｚ 轴的惯性矩ꎬＲ 是常曲率半径ꎬΩ 为

转速ꎬρ 为密度ꎬｔ 为时间变量ꎬθ 是固定坐标系中 Ｘ
轴到圆柱坐标系中 ｒ 轴的角度. ｕｅ 为常数ꎬ表示为

ｕｅ ＝Ｒ( １＋２ρＲ２Ω２ / Ｅ －１) .

图 １　 自由旋转薄壁圆环模型

Ｆｉｇ.１　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｕｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｔｈｉｎ ｒｉｎｇ

２　 行波法分析求解

２.１　 波动法求解

采用行波法研究旋转薄壁圆环的波动传递特

性ꎬ故假设振动方程的通解 ｕ(θꎬｔ)＝ ｕ^ｅｉ(ｎθ－ωｔ)ꎬｖ(θꎬｔ)
＝ ｖ^ｅｉ(ｎθ－ωｔ)ꎬ且其满足上述径向(１ａ)和周向(１ｂ)自

由振动方程.其中ꎬｕ^ 和 ｖ^ 为径向波动和周向波动的

波幅系数ꎬ ｎ 为波数且为整数ꎬω 为圆频率ꎬ ｉ ＝

－１ .将通解分别带入方程(１ａ)和(１ｂ)得:
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其中:
ψ１１ ＝ ２ρＡＲ４(－ω２＋２Ωｎω－Ω２ｎ２－Ω２)＋
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若径向波幅系数 ｕ^ 和周向波幅系数 ｖ^ 有非零

解且满足方程(２)ꎬ则矩阵 Ｂ 的行列式应等于零ꎬ
即得旋转薄壁圆环的色散方程:
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从式(３)可知ꎬ该式可用于求解波数 ｎ 或圆频

率 ω.若已知波数ꎬ则可求得对应各波数下的频率.
反之在已知频率的情况下ꎬ求解其波数.此时公式

(３)可被视为旋转圆环的色散方程ꎬ其求解得到 ６
种波ꎬ其中包含正行波和负行波(波数为实数ꎬ虚
数ꎬ或为复数) .

再者ꎬ由式(２)可得径向位移 ｕ 和周向位移 ｖ
的耦合系数 ａꎬ其表达式如下:

α ＝ ｖ^
ｕ^

＝
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(４)
从式(４)可知ꎬ周向位移 ｖ 可由径向位移 ｕ 以

及耦合系数 ａ 求得.转速对薄壁圆环周向位移 ｖ 和

径向位移 ｕ 的影响也可通过耦合系数 ａ 更加直观

的表现出来.
因此ꎬ径向位移 ｕ 以及沿圆环中性线的周向位

移 ｖ 可由多个简谐波表示ꎬ故其波动表达式的通解

如以下方程:
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其中ꎬ上标“＋”和“ －”分别表示沿圆环正方向

传播和负方向传播的弹性波ꎻｎ１ꎬｎ２ꎬｎ３ 表示沿正方

向传播的波数ꎬｎ４ꎬｎ５ꎬｎ６ 表示沿负方向传播的波

数.

６７３
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２.２　 正负行波判别

基于上述振动方程的通解ꎬ另波数 ｎ ＝ ａ＋ｂｉꎬ故
其中 ｅｉｎθ ＝ ｅｉａθ－ｂθ .ｅｉａθ表示波在空间中的相位变化.ｅ－ｂθ

表示随着波在圆环波导中的传递ꎬ波幅值的变化.
根据文献[８]ꎬＬｅｅ 对正行波给出如下定义:①当

Ｉｍ{ｎ}≠０ 时ꎬ正行波的幅值应沿着波传递的正方

向逐渐衰减.②当 Ｉｍ{ｎ} ＝ ０ 时ꎬ正行波所携带能量

的传递速度即其群速度应大于零.
因此基于上述假设的振动方程通解及 Ｌｅｅ[８]

对正行波的定义ꎬ可知正行波应满足以下判别条

件:
Ｉｍ{ｎ}≥０ 或当 Ｉｍ{ｎ} ＝ ０ 时ꎬＲｅ(∂ｎ / ∂ω)>０

３　 旋转不等截面薄壁圆环的动力学特性

３.１　 波在连续弹性体中的传递矩

波在连续的弹性体中传播ꎬ其幅值将随着波的

相位变化而逐渐衰减.由此ꎬ波沿波导的某一位置

传递到另一位置的变化可以由一个传递矩阵来表

示.在旋转薄壁圆环中ꎬ如图 ２ 所示ꎬ出现沿正方向

传播的正行波和负方向传播的负行波.正负行波的

波传递矩阵分别由矩阵(５)和(６)表示.
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如图 ２ 所示ꎬ正行波沿逆时针方向传播 θ 角

(以逆时针方向为正)以及负行波沿顺时针方向传

播 θ 角可以表示为如下形式:
ａ＋

２ ＝Ｔ
＋(θ)ａ＋

１ꎬ θ> ０ (７)
ｂ－

１ ＝Ｔ
－(－θ)ｂ－

２ꎬ θ> ０ (８)

图 ２　 波在旋转等截面圆环中传播

Ｆｉｇ.２　 Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｒｉｎｇ

３.２　 波在不连续弹性体处的反射矩阵和透射矩阵

由于波在弹性体不连续处会发生透射和反射.
因此ꎬ在矩形孔薄壁圆环的截面突变处的波将发生

反射和透射.如图 ３ 所示ꎬ圆环截面突变处可划分

为单元 １ꎬ单元 ２ꎬ单元 ３ 和单元 ４ 组合而成ꎬ这样

波传递有四种模式.
模式一为波的左扩散ꎬ表示入射波 ａ＋

１ 传递至

截面变化处(即单元 １ 与单元 ２ 和单元 ３ 的边界

处)产生一个反射波 ａ－
１ 以及沿着单元 ２ 和单元 ３

传递的透射波 ａ＋
２ 和 ａ＋

３ꎻ模式二为波的右聚集ꎬ表示

入射波 ａ－
２ 和 ａ－

３ 传递至截面变化处分别在单元 ２
和单元 ３ 产生两个反射波 ａ＋

２ 和 ａ＋
３ 以及沿着单元 １

传递的透射波 ａ－
１ꎻ模式三为波的左聚集ꎬ入射波 ａ＋

２

和 ａ＋
３ 传递至截面变化处分别在单元 ２ 和单元 ３ 产

生两个反射波 ａ－
２ 和 ａ－

３ 以及沿着单元 ４ 传递的透

射波 ａ＋
４ꎻ模式四为波的右扩散ꎬ表示入射波 ａ－

４ 传递

至截面变化处产生一个反射波 ａ＋
４ 以及沿着单元 ２

和单元 ３ 传递的透射波 ａ－
２ 和 ａ－

３ .
模式一中各传递波之间关系可表示为:
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模式二中各传递波之间关系可表示为:
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其中ꎬ用 ｒ＋１ꎬｒ

＋
２ꎬｒ

＋
３ 分别表示波传递至单元 １ꎬ

２ꎬ３ 不连续处的反射矩阵ꎬ用 ｔ＋１２和 ｔ＋１３分别表示波由

单元 １ 传递至单元 ２ 和单元 ３ 的透射矩阵ꎬｔ＋２１和 ｔ＋３１
则表示波由单元 ２ 和单元 ３ 传递至单元 １ 的透射

矩阵.ａ＋和 ａ－分别是包含波幅系数在内的正向传播

弹性波和负向传播弹性波的向量ꎬ其中第一个下标

代表单元ꎬ第二个下标 １~３ 为正向传播弹性波ꎬ４~
６ 为负向传播弹性波.

以模式一为例ꎬ详细地分析反射和透射矩阵ꎬ
其余模式求解方法均与模式一的相似ꎬ下文不加以

赘述.
通过位移连续性和力平衡条件求解波在薄壁

圆环截面突变处的透射矩阵和反射矩阵.

７７３
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图 ３　 波在变截面处的传递特性

Ｆｉｇ.３　 Ｗａｖｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｔ ｃｈａｎｇｅｄ ｓｅｃｔｉｏｎ

如图 ４ 所示ꎬ薄壁圆环在变截面处受切向力

Ｔꎬ剪切力 Ｓ 和平面内弯矩 Ｍ 的影响.

图 ４　 变截面处的受力情况

Ｆｉｇ.４　 Ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｔ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ

根据文献[９]ꎬ切向力 Ｔꎬ剪切力 Ｓ 和平面内弯

矩 Ｍ 的表达式如下所示:

Ｔ＝ＥＡ
Ｒ

ｕ＋∂ｖ
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｓ＝ －
ＥＩｉ
Ｒ３

∂２

∂θ２ ｖ－ ∂ｕ
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ＝ －
ＥＩｉ
Ｒ２

∂
∂θ

ｖ－ ∂ｕ
∂θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

(１３)

单元 １ 在截面突变处的径向、周向和转角位移

可表示为:
ｕ１(θ)＝ ｕ^＋

１１ｅｉｎ１１θ＋ｕ^
＋
１２ｅｉｎ１２θ＋ｕ^

＋
１３ｅｉｎ１３θ＋

ｕ^－
１４ｅｉｎ１４θ＋ｕ^

－
１５ｅｉｎ１５θ＋ｕ^

－
１６ｅｉｎ１６θ (１４ａ)

ｖ１(θ)＝ α１１ ｕ^
＋
１１ｅｉｎ１１θ＋α１２ ｕ^

＋
１２ｅｉｎ１２θ＋α１３ ｕ^

＋
１３ｅｉｎ１３θ＋

α１４ ｕ^
－
１４ｅｉｎ１４θ＋α１５ ｕ^

－
１５ｅｉｎ１５θ＋α１６ ｕ^

－
１６ｅｉｎ１６θ

(１４ｂ)

ξ１(θ)＝
１
Ｒ

∂ｕ１(θ)
∂θ

＋ｖ１(θ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１４ｃ)

单元 ２ 在截面突变处的位移可表示为:
ｕ２(θ)＝ ｕ^＋

２１ｅｉｎ２１θ＋ｕ^
＋
２２ｅｉｎ２２θ＋ｕ^

＋
２３ｅｉｎ２３θ (１５ａ)

ｖ２(θ)＝ α２１ ｕ^
＋
２１ｅｉｎ２１θ＋α２２ ｕ^

＋
２２ｅｉｎ２２θ＋α２３ ｕ^

＋
２３ｅｉｎ２３θ(１５ｂ)

ξ２(θ)＝
１
Ｒ

∂ｕ２ θ( )

∂θ
＋ｖ２(θ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１５ｃ)

单元 ３ 在截面突变处的位移可表示为:
ｕ３(θ)＝ ｕ^＋

３１ｅｉｎ３１θ＋ｕ^
＋
３２ｅｉｎ３２θ＋ｕ^

＋
３３ｅｉｎ３３θ (１６ａ)

ｖ３(θ)＝ α３１ ｕ^
＋
３１ｅｉｎ３１θ＋α３２ ｕ^

＋
３２ｅｉｎ３２θ＋α３３ ｕ^

＋
３３ｅｉｎ３３θ(１６ｂ)

ξ３(θ)＝
１
Ｒ

∂ｕ３ θ( )

∂θ
＋ｖ３(θ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１６ｃ)

根据变截面处的位移连续性条件ꎬ可得:
ｕ１(０)＝ ｕ２(０)＝ ｕ３(０)

ξ１(０)＝ ξ２(０)＝ ξ３(０)

ｖ１(０)＝ ｖ２(０)＝ ｖ３(０)

(１７)

根据变截面处的力平衡条件ꎬ可得:
Ｓ１ ＝Ｓ２＋Ｓ３

Ｔ１ ＝Ｔ２＋Ｔ３

Ｍ１ ＝Ｍ２＋Ｍ３

(１８)

将式(１４)ꎬ(１５)ꎬ(１６)代入式(１７)整理ꎬ可
得:

Ｍ１１ａ
＋
１ ＋Ｍ１２ａ

－
１ ＝Ｍ２１ａ

＋
２ ＝Ｍ３１ａ

＋
３ (１９)

其中ꎬ

Ｍ１１ ＝

１ １ １
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ｉｎ１１＋ａ１１

Ｒ
ｉｎ１２＋ａ１２

Ｒ
ｉｎ１３＋ａ１３

Ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

８７３
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Ｍ１２ ＝

１ １ １
ａ１４ ａ１５ ａ１６

ｉｎ１４＋ａ１４

Ｒ
ｉｎ１５＋ａ１５

Ｒ
ｉｎ１６＋ａ１６

Ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ｍ２１ ＝

１ １ １
ａ２１ ａ２２ ａ２３

ｉｎ２１＋ａ２１

Ｒ
ｉｎ２２＋ａ２２

Ｒ
ｉｎ２３＋ａ２３

Ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

Ｍ３１ ＝

１ １ １
ａ３１ ａ３２ ａ３３

ｉｎ３１＋ａ３１

Ｒ
ｉｎ３２＋ａ３２

Ｒ
ｉｎ３３＋ａ３３

Ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

将式(１４ａ)ꎬ (１４ｂ)ꎬ (１５ａ)ꎬ(１５ｂ)和(１６ａ)ꎬ
(１６ｂ)代入式(１８)整理可得:

Ｎ１１ａ
＋
１ ＋Ｎ１２ａ

－
１ ＝Ｎ２１ａ

＋
２ ＋Ｎ３１ａ

＋
３ (２０)

其中:
κ＝ＥＩｉꎬ ζ＝ＥＡ

Ｎ１１ ＝

κ１

Ｒ３ ｎ
２
１１(ａ１１－ｉｎ１１)

κ１

Ｒ３ ｎ
２
１２(ａ１２－ｉｎ１２)

κ１

Ｒ３ ｎ
２
１３(ａ１３－ｉｎ１３)

ζ１
Ｒ

( ｉａ１１ｎ１１＋１)
ζ１
Ｒ

( ｉａ１２ｎ１２＋１)
ζ１
Ｒ

( ｉａ１３ｎ１３＋１)

－
κ１

Ｒ２ ｎ１１( ｉａ１１＋ｎ１１) －
κ１

Ｒ２ ｎ１２( ｉａ１２＋ｎ１２) －
κ１

Ｒ２ ｎ１３( ｉａ１３＋ｎ１３)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｎ１２ ＝

κ１

Ｒ３ ｎ
２
１４(ａ１４－ｉｎ１４)

κ１

Ｒ３ ｎ
２
１５(ａ１５－ｉｎ１５)

κ１

Ｒ３ ｎ
２
１６(ａ１６－ｉｎ１６)

ζ１
Ｒ

( ｉａ１４ｎ１４＋１)
ζ１
Ｒ

( ｉａ１５ｎ１５＋１)
ζ１
Ｒ

( ｉａ１６ｎ１６＋１)

－
κ１

Ｒ２ ｎ１４( ｉａ１４＋ｎ１４) －
κ１

Ｒ２ ｎ１５( ｉａ１５＋ｎ１５) －
κ１

Ｒ２ ｎ１６( ｉａ１６＋ｎ１６)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｎ２１ ＝

κ２

Ｒ３ ｎ
２
２１(ａ２１－ｉｎ２１)

κ２

Ｒ３ ｎ
２
２２(ａ２２－ｉｎ２２)

κ２

Ｒ３ ｎ
２
２３(ａ２３－ｉｎ２３)

ζ２
Ｒ

( ｉａ２１ｎ２１＋１)
ζ２
Ｒ

( ｉａ２２ｎ２２＋１)
ζ２
Ｒ

( ｉａ２３ｎ２３＋１)

－
κ２

Ｒ２ ｎ２１( ｉａ２１＋ｎ２１) －
κ２

Ｒ２ ｎ２２( ｉａ２２＋ｎ２２) －
κ２

Ｒ２ ｎ２３( ｉａ２３＋ｎ２３)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

Ｎ３１ ＝

κ３

Ｒ３ ｎ
２
３１(ａ３１－ｉｎ３１)

κ３

Ｒ３ ｎ
２
３２(ａ３２－ｉｎ３２)

κ３

Ｒ３ ｎ
２
３３(ａ３３－ｉｎ３３)

ζ３
Ｒ

( ｉａ３１ｎ３１＋１)
ζ３
Ｒ

( ｉａ３２ｎ３２＋１)
ζ３
Ｒ

( ｉａ３３ｎ３３＋１)

－
κ３

Ｒ２ ｎ３１( ｉａ３１＋ｎ３１) －
κ２

Ｒ２ ｎ３２( ｉａ３２＋ｎ３２) －
κ３

Ｒ２ ｎ３３( ｉａ３３＋ｎ３３)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

由上述可知 Ｎ２１ ＝Ｎ３１ꎬｔ１２ ＝ ｔ１３故将式(９)代入

式(１９)和式(２０)化简为:
Ｍ１１＋Ｍ１２ｒ

＋
１ ＝Ｍ２１ ｔ１２

Ｎ１１＋Ｎ１２ｒ
＋
１ ＝ ２Ｎ２１ ｔ１２

{ (２１)

由方程(２１)可解得透射矩阵和反射矩阵:

ｔ１２ ＝ Ｍ１２
－１Ｍ２１－２Ｎ１２

－１Ｎ２１( ) －１ Ｍ１２
－１Ｍ１１－Ｎ１２

－１Μ１１( )

ｒ＋１ ＝－ ２Ｍ２１
－１Ｍ１２－Ｎ２１

－１Ｎ１２( ) －１ ２Ｍ２１
－１Ｍ１１－Ｎ２１

－１Ｎ１１( )
{

(２２)

４　 数值算例

如图 ５ 所示ꎬ给定矩形孔薄壁圆环的几何尺寸

和物理参数ꎬ弹性模量 Ｅ ＝ ２０７ＧＰａꎬ剪切模量 Ｇ ＝
８０ＧＰａꎬ泊松比 ν ＝ ０. ３ꎬ密度 ρ ＝ ７８５０ｋｇ / ｍ３ꎬ半径

Ｒ＝ ０.１ｍꎬ大截面宽度 ｂ１ ＝ ０.０２ｍꎬ小截面宽度 ｂ２ ＝
０.００５ｍꎬ截面高度 ｈ＝ ０.００２ｍ.求解固有频率及分析

模态形状.

图 ５　 旋转矩形孔薄壁圆环波传播模型

Ｆｉｇ.５　 Ｗａｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｔｈｉｎ ｒｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｈｏｌｅｓ

４.１　 两矩形孔薄壁圆环振动特征方程

根据相位封闭原理ꎬ若波在圆环中传播的相位

变化为 ２π 或者 ２π 的整数倍时ꎬ系统将会发生共

振.对于整个两矩形孔薄壁圆环ꎬ根据波在不等截

面薄壁圆环中的传播特性ꎬ建立各单元波幅矢量关

系式:
ｗ－

１ｌ ＝ ｒ
＋
１ｗ

＋
１ｌ＋ｔ２１ｗ

－
２ｒ＋ｔ３１ｗ

－
３ｒꎬ ｗ＋

１ｌ ＝Ｔ
＋
１(θ１)ｗ

＋
１ｒ

(２３ａ)
ｗ＋

１ｒ ＝ ｒ
－
１ｗ

－
１ｒ＋ｔ５１ｗ

＋
５ｌ＋ｔ６１ｗ

＋
６ｌꎬ ｗ－

１ｒ ＝Ｔ
－
１(－θ１)ｗ

－
１ｌ

(２３ｂ)
ｗ－

２ｌ ＝ ｒ
＋
２ｗ

＋
２ｌ＋ｔ４２ｗ

－
４ｒꎬ ｗ＋

２ｌ ＝Ｔ
＋
２(θ２)ｗ

＋
２ｒ (２３ｃ)

ｗ＋
２ｒ ＝ ｒ

－
２ｗ

－
２ｒ＋ｔ１２ｗ

＋
１ｌꎬ ｗ－

２ｒ ＝Ｔ
－
２(－θ２)ｗ

－
２ｌ (２３ｄ)

ｗ－
３ｌ ＝ ｒ

＋
３ｗ

＋
３ｌ＋ｔ４３ｗ

－
４ｒꎬ ｗ＋

３ｌ ＝Ｔ
＋
３(θ３)ｗ

＋
３ｒ (２３ｅ)

ｗ＋
３ｒ ＝ ｒ

－
３ｗ

－
３ｒ＋ｔ１３ｗ

＋
１ｌꎬ ｗ－

３ｒ ＝Ｔ
－
３(－θ３)ｗ

－
３ｌ (２３ｆ)

ｗ－
４ｌ ＝ ｒ

＋
４ｗ

＋
４ｌ＋ｔ５４ｗ

－
５ｒ＋ｔ６４ｗ

－
６ｒꎬ ｗ＋

４ｌ ＝Ｔ
＋
４(θ４)ｗ

＋
４ｒ

(２３ｇ)

９７３
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ｗ＋
４ｒ ＝ ｒ

－
４ｗ

－
４ｒ＋ｔ２４ｗ

＋
２ｌ＋ｔ３４ｗ

＋
３ｌꎬ ｗ－

４ｒ ＝Ｔ
－
４(－θ４)ｗ

－
４ｌ

(２３ｈ)
ｗ－

５ｌ ＝ ｒ
＋
５ｗ

＋
５ｌ＋ｔ１５ｗ

－
１ｒꎬ ｗ＋

５ｌ ＝Ｔ
＋
５(θ５)ｗ

＋
５ｒ (２３ｉ)

ｗ＋
５ｒ ＝ ｒ

－
５ｗ

－
５ｒ＋ｔ４５ｗ

＋
４ｌꎬ ｗ－

５ｒ ＝Ｔ
－
５(－θ５)ｗ

－
５ｌ (２３ｊ)

ｗ－
６ｌ ＝ ｒ

＋
６ｗ

＋
６ｌ＋ｔ１６ｗ

－
１ｒꎬ ｗ＋

６ｌ ＝Ｔ
＋
６(θ６)ｗ

＋
６ｒ (２３ｋ)

ｗ＋
６ｒ ＝ ｒ

－
６ｗ

－
６ｒ＋ｔ４６ｗ

＋
４ｌꎬ ｗ－

６ｒ ＝Ｔ
－
６(－θ６)ｗ

－
６ｌ (２３ｌ)

其中ꎬＴ±
ｊ (±θ ｊ) 的表达形式如式(５)和式(６)

所示ꎬ且 θ１ ＝ θ２ ＝ θ３ ＝ θ４ ＝ θ５ ＝ θ６ ＝π / ２.
将两矩形孔薄壁圆环各单元的波幅矢量关系

组装成矩阵形式ꎬ如式(２４):

０ ０ Ｔ＋
１(

π
２ ) ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

ｒ＋１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｔ２１ ０ ０ ０ ｔ３１ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ｒ－１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ｔ５１ ０ ０ ０ ｔ６１ ０ ０ ０

０ Ｔ－
１(－

π
２ ) ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ＋
２(

π
２ ) ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ｒ＋２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ｔ４２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

ｔ１２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｒ－２ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ Ｔ－
２(－

π
２ ) ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ＋
３(

π
２ ) ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｒ＋３ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ｔ４３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

ｔ１３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｒ－３ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ－
３(－

π
２ ) ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０Ｔ＋
４(

π
２ ) ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｒ＋４　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｔ５４ ０ ０ ０ ｔ６４

０ ０ ０ ０ ｔ２４ ０ ０ ０ ｔ３４ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ｒ－４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ－
４(－

π
２ ) ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ＋
５(

π
２ ) ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ｔ１５ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ｒ＋５ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｔ４５　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｒ－５ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ Ｔ－
５(－

π
２ ) ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ＋
６(

π
２ ) ０

０ ０ ０ ｔ１６ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｒ＋６ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｔ４６　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｒ－６

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０　 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ Ｔ－
６(－

π
２ ) ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｗ＋
１ｌ

ｗ－
１ｌ

ｗ＋
１ｒ

ｗ－
１ｒ

ｗ＋
２ｌ

ｗ－
２ｌ

ｗ＋
２ｒ

ｗ－
２ｒ

ｗ＋
３ｌ

ｗ－
３ｌ

ｗ＋
３ｒ

ｗ－
３ｒ

ｗ＋
４ｌ

ｗ－
４ｌ

ｗ＋
４ｒ

ｗ－
４ｒ

ｗ＋
５ｌ

ｗ－
５ｌ

ｗ＋
５ｒ

ｗ－
５ｒ

ｗ＋
６ｌ

ｗ－
６ｌ

ｗ＋
６ｒ

ｗ－
６ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

ｗ＋
１ｌ

ｗ－
１ｌ

ｗ＋
１ｒ

ｗ－
１ｒ

ｗ＋
２ｌ

ｗ－
２ｌ

ｗ＋
２ｒ

ｗ－
２ｒ

ｗ＋
３ｌ

ｗ－
３ｌ

ｗ＋
３ｒ

ｗ－
３ｒ

ｗ＋
４ｌ

ｗ－
４ｌ

ｗ＋
４ｒ

ｗ－
４ｒ

ｗ＋
５ｌ

ｗ－
５ｌ

ｗ＋
５ｒ

ｗ－
５ｒ

ｗ＋
６ｌ

ｗ－
６ｌ

ｗ＋
６ｒ

ｗ－
６ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

(２４)
将式(２４)记为:

ＤＷ＝Ｗ (２５)
式(２５)可改写为 Ｄ－Ｉ( ) Ｗ ＝ ０ꎬ其中 Ｉ 是与 Ｄ 同阶

的单位矩阵.
由齐次方程的非零解条件ꎬ得到振动特征方程

Ｄ－Ｉ ＝ ０.

４.２　 静止矩形孔薄壁圆环

如图 ６ꎬ转速 Ω＝ ０ｒａｄ / ｓ 时ꎬ矩形孔薄壁圆环频

率特征多项式幅值曲线ꎬ其中所有实线为零时的频

率值为特征方程的解也就是矩形孔薄壁圆环的固

有频率.计算结果列于表 １.
为了验证ꎬ将行波法求解出的圆环固有频率值

与有限元分析法求得的固有频率进行对比ꎬ其结果
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十分相近ꎬ误差值均不超过 １％.
４.３　 旋转矩形孔薄壁圆环

转速为 Ω＝ ５００ｒａｄ / ｓ 时ꎬ圆环各阶固有频率如

表 ２.旋转的矩形孔薄壁圆环在转速的影响下会出

现两个相异的频率值ꎬ即频率分支.如图 ７ꎬ随着转

速的增加ꎬ正行波的固有频率逐渐增加ꎬ而负行波

的固有频率逐渐减少.因此ꎬ正行波可以使旋转圆

环刚度增加ꎬ而负行波对旋转圆环作用正好相反.
表 １　 行波法与有限元分析法计算固有频率对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｂｔａｉｎｅｄ

ｂｙ ｗａｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ

Ｍｏｄｅ
Ｎａｔｕｒａｌ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ (ＨＺ)
ＡＮＳＹＳ Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ

Ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｅｒｒｏｒ
(％)

１ １２５.８ １２５.６ ０.１６
２ ３５５.９ ３５６.３ ０.１１
３ ６６９.５ ６７４.５ ０.７５
４ １１０４.５ １１０７.６ ０.２８

图 ６　 特征多项式幅值曲线

Ｆｉｇ.６　 Ｍａｇｎｉｔｕｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｒｉｎｇ

ｗｉｔｈ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｈｏｌｅｓ

表 ２　 当 Ω＝ ５００ｒａｄ / ｓ 时两矩形孔薄壁圆环的固有频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｉｎ ｒｉｎｇ ｗｉｔｈ

ｔｗｏ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｈｏｌｅｓ ｗｈｅｎ Ω＝ ５００ｒａｄ / ｓ

Ｎａｔｕｒａｌ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
(Ｈｚ)

１ｓｔ

ｏｒｄｅｒ
２ｎｄ

ｏｒｄｅｒ
３ｒｄ

ｏｒｄｅｒ
４ｔｈ

ｏｒｄｅｒ
Ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｗａｖｅ ２５４.６ ５９５.１ １０２２.７ １５３３.０
Ｎｅｇａｔｉｖｅ ｗａｖｅ ６０.３ ２１４.７ ４５９.８ ８０１.７

４.４　 模态形状

在矩形孔薄壁圆环中ꎬ结构振动模态是由不同

谐波叠加而成ꎬ且不同谐波之间是互相独立的.随
着波在系统中传播ꎬ复波数和虚波数对应的波逐渐

衰减为零ꎬ只有实波数对应的波才能引起共振模

态.所以当圆环发生共振时ꎬ至少有一个简谐波是

符合相位封闭原理的.在求得系统的固有频率后代

入式(３)ꎬ可求得该频率下对应的实波数.将该实波

图 ７　 旋转矩形孔薄壁圆环各阶固有频率

Ｆｉｇ.７　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｔｈｉｎ ｒｉｎｇ

ｗｉｔｈ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｈｏｌｅｓ

数代入简谐波的传递关系式:
ｕ(θꎬｔ)＝ ｕ^ｅｉｎθ (２６)

得固有频率对应的模态形状.将表 １ 中求得的前四

阶固有频率代入式(３)ꎬ可得到对应的实数波数分

别为 ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５.图 ８ 为转速 Ω ＝ ０ｒａｄ / ｓ 时ꎬ行波法与

有限元分析法所得模态形状对比.
从模态形状可看出ꎬ行波法模态分析的结果与

有限元模态分析和文献[１０]的结果一致.但在有限

元计算中ꎬ每一阶有两个频率接近的振动模态ꎬ它
们对应于行波法得到的虚实模态形状.

５　 结论

在行波法分析旋转矩形孔薄壁圆环的波传播

特性中ꎬ 将相位封闭原理与波在截面突变处的反

射和透射矩阵和波传递矩阵结合ꎬ获得旋转矩形孔

薄壁圆环的振动特征方程.通过求解频率特征方程

得到圆环的固有频率.当矩形孔薄壁圆环为静止

时ꎬ将行波法求得的前四阶固有频率与有限元法求

解结果对比.结果表明ꎬ两种方法相对误差不超过

１％ꎬ证明行波法计算的可行性.在转速的影响下ꎬ
圆环的固有频率会出现分支现象即出现正行波和

负行波.随着转速的增加ꎬ正行波的固有频率逐渐

增加ꎬ而负行波的固有频率则逐渐减少.
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行波研究方法可以应用于旋转、厚壁、复杂环

状模型如航天桁架结构ꎬ多孔实体保持架等的动力

学计算.

图 ８　 转速 Ω＝ ０ｒａｄ / ｓ 时ꎬ行波法分析与有限元模态分析对比

(ａ~ ｄ)为基于行波法ꎬ１~４ 阶模态形状ꎻ(ｅ~ ｈ)为基于有限元法ꎬ１~４ 阶模态形状

Ｆｉｇ.８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ＷＰＭ ａｎｄ ＦＥＡ ｗｈｅｎ Ω＝ ０ｒａｄ / ｓ

(ａ~ ｄ) ｔｈｅ １ｓｔ ~４ｔｈｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｗｉｔｈ ＷＰＭꎻ (ｅ~ ｈ) ｔｈｅ １ｓｔ ~４ｔｈｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｗｉｔｈ ＦＥＡ
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ｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ ２０１３ꎬ２６(６):８７１~８７８ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

８ Ｌｅｅ Ｓ Ｋꎬ Ｍａｃｅ Ｂ Ｒꎬ Ｂｒｅｎｎａｎ Ｍ Ｊ. Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎꎬ ｒｅ￣

ｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｉｎ ｃｕｒｖｅｄ ｂｅａｍｓ. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ ２００７ꎬ３０６(３):６３６~６５６

９ Ｇｒａｆｆ Ｋ Ｆ. Ｗａｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ｉｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｏｌｉｄｓ. Ｌｏｎｄｏｎ:Ｏｘｆｏｒｄ

Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ １９７５:１９７~１９９

１０　 Ｅｌｅｙ Ｒꎬ Ｆｏｘ Ｃ Ｈ Ｊꎬ Ｍｃ Ｗｉｌｌｉａｍ Ｓ. Ｃｏｒｉｏｌｉｓ ｃｏｕｐｌｉｎｇ

ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｒｉｎｇｓ. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ

ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ ２０００ꎬ２３８(３):４５９~４８０

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ２０ Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ ２０１７ꎬｒｅｖｉｓｅｄ １８ Ｍａｙ ２０１８.
∗Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ(５１５７５３３０) .
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｈｄｉｓｈａｎ＠ ｓｈｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

ＷＡＶＥ ＭＯＴＩＯＮ ＣＡＬＣＵＬＡＴＩＯＮ ＯＮ ＭＯＤＥ ＣＨＡＲＡＣＴＥＲＩＳＴＩＣＳ ＯＦ

ＲＯＴＡＴＩＮＧ ＴＨＩＮ ＲＩＮＧ ＷＩＴＨ ＲＥＣＴＡＮＧＵＬＡＲ ＨＯＬＥＳ∗

Ｈｕａｎｇ Ｄｉｓｈａｎ† 　 Ｌｉｎ Ｊｉｅ　 Ｚｈａｎｇ Ｙｕｅｙｕｅ　 Ｈｅ Ｈｏｎｇ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎꎬ Ｓｈａｎｇｈａｉ　 ２０００７２ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｗａｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ａｂｒｕｐｔｌｙ ｃｈａｎｇｅｄ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｔｈｉｎ ｒｉｎｇ ｗｉｔｈ ｒｅｃ￣
ｔａｎｇｕｌａｒ ｈｏｌｅｓ ｗａｓ ｂｕｉｌｔ ｕｐꎬ ａｎｄ ｗａｖｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ａｎｄ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ. Ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｃｌｏｓｕｒｅ ｐｈａｓｅ
ｐｒｉｎｃｉｐｌｅꎬ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗａｓ ｄｅｒｉｖｅｄ. Ｔｈｅｎꎬ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙꎬ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ. Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｉｃ ｒｉｎｇ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂｙ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓꎬ ｗｈｉｃｈ ｖａｌｉｄａｔｅｓ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏａｃｈꎬ ａｎｄ ｉｔ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｂａｓｉｓ ｆｏｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｅａｒｉｎｇ ｓｏｌｉｄ ｃａｇｅ ｂｙ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏａｃｈ.
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