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热弹耦合梁方程组在非线性边界条件下的整体吸引子∗
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摘要　 本文研究了一类在非线性边界条件下的热弹耦合梁方程组的初边值问题ꎬ首先通过先验估计证明系

统存在唯一的整体解ꎬ其次通过证明系统存在有界吸收集和半群的渐近光滑性得到整体吸引子的存在性.
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引言

关于各类非线性梁方程整体吸引子的存在性

问题研究已有很多进展[１－１４] .例如 Ｍａ Ｔ Ｆ[１]等研究

了轴向力作用下弹性梁方程:
ｕｔｔ＋ｕｘｘｘｘ－Ｍ( ｕｘ( ｔ) ２

２)ｕｘｘ ＝ｈ(ｘ) (１)
在非线性边界条件

ｕ(０ꎬｔ)＝ ｕｘ(０ꎬｔ)＝ ｕｘｘ(Ｌꎬｔ)＝ ０ꎬ
ｕｘｘｘ(Ｌꎬｔ)－Ｍ( ｕｘ( ｔ) ２

２)ｕｘ(Ｌꎬｔ)
＝ ｆ(ｕ(Ｌꎬｔ))＋ｇ(ｕｔ(Ｌꎬｔ)) (２)

下解的长时间动力行为.
Ｇｉｏｒｇｉ Ｃ[２]等证明了热弹耦合梁方程组

ｕｔｔ＋ｕｘｘｘｘ－(β＋ ｕｘ
２
２)ｕｘｘ－ｕｘｘｔｔ＋ｆ(ｕ)＋θｘｘ ＝ ｆꎬ

θｔ－θｘｘ－ｕｘｘｔ ＝ｇ (３)
在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下弱解的存在唯一性和整体

吸引子的存在性.
本文在前人的基础上考虑具有强阻尼的热弹

耦合梁方程组

ｕｔｔ＋ｕｘｘｘｘ－Ｍ( ｕｘ
２
２)ｕｘｘ－Ｎ( ｕｘ

２
２)ｕｘｘｔ＋

μθｘｘ ＝ｈ(ｘ)ꎬ
θｔ－θｘｘ－μｕｘｘｔ ＝ ０ (４)

在非线性边界条件

ｕ(０ꎬｔ)＝ ｕｘ(０ꎬｔ)＝ ｕｘｘ(Ｌꎬｔ)＝ ０ꎬ
ｕｘｘｘ(Ｌꎬｔ)－Ｍ( ｕｘ

２
２)ｕｘ(Ｌꎬｔ)－

Ｎ( ｕｘ
２
２)ｕｘｔ(Ｌꎬｔ)＝ ｆ(ｕ(Ｌꎬｔ))＋ｇ(ｕｔ(Ｌꎬｔ))

(５)

和初始条件

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)ꎬｕｔ(ｘꎬ０)＝ ｕ１(ｘ)ꎬ
θ(ｘꎬ０)＝ θ０(ｘ) (６)

下ꎬ整体吸引子的存在性.其中 Ω＝[０ꎬＬ] .

１　 空间和函数假设

我们的分析基于如下 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间ꎬ设
Ｖ＝{ｕ∈Ｈ２(０ꎬＬ)ꎻｕ(０)＝ ｕｘ(０)＝ ０}ꎻ
Ｗ＝{ｕ∈Ｈ４(０ꎬＬ)∩Ｖꎻｕｘｘ(Ｌ)＝ ０} .

在空间 Ｈ１ ＝{(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ)∈Ｗ×Ｗ×Ｈ２０(Ω)}有正则解

且满足边界条件

ｕ０ｘｘｘ(Ｌ)－Ｍ( ｕ０ｘ ２
２)ｕ０ｘ(Ｌꎬｔ)－

Ｎ( ｕ０ｘ ２
２)ｕ０ｘｔ(Ｌꎬｔ)＝ ｆ(ｕ０(Ｌꎬｔ))＋ｇ(ｕ１(Ｌꎬｔ)) .

在空间 Ｈ０ ＝Ｖ×Ｌ２(Ω)×Ｈ２０(Ω)ꎬ有弱解且满足上述

边界条件ꎬ其范数为:
(ｕ( ｔ)ꎬｕｔ( ｔ)ꎬθ( ｔ)) ２

Ｈ０
＝ ｕｘｘ

２
２＋ ｕｔ

２
２＋ θ ２

２ .
关于函数 ｆ(􀅰)ꎬｇ(􀅰)ꎬＭ(􀅰)ꎬＮ(􀅰)ꎬｈ(􀅰)满足

如下条件:
(１) ｆꎬｇ:Ｒ→Ｒꎬｆꎬｇ∈Ｃ１(Ｒ)ꎬｆ(０)＝ ｇ(０)＝ ０ꎬ
存在常数 ｋꎬｐꎬｍꎬＬ０ꎬＬ１ >０ꎬρꎬｒ≥０ꎬ使得∀ｕꎬ

ｖ∈Ｒꎬ有:

－Ｌ０≤ｆ^(ｕ)≤ １
２
ｆ(ｕ)ｕ＋Ｌ１ (７)

ｆ(ｕ)－ｆ(ｖ) ≤ｋ(１＋ ｕ ρ＋ ｖ ρ) ｕ－ｖ
(８)

(ｇ(ｕ)－ｇ(ｖ))(ｕ－ｖ)≥ｐ ｕ－ｖ ２ (９)
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ｇ(ｕ)－ｇ(ｖ) ≤ｍ(１＋ ｕ ｒ＋ ｖ ｒ) ｕ－ｖ
(１０)

其中ꎬ ｆ^( ｚ) ＝ ∫ｚ
０
ｆ( ｓ)ｄｓ≥ ０.

(２)Ｍ(􀅰)ꎬＮ(􀅰)∈Ｃ１(Ｒ)ꎬＭ(０) ＝ Ｎ(０) ＝ ０
均为非减函数且满足:

Ｍ( ｚ) ｚ≥Ｍ^( ｚ)≥０ꎬ∀ｚ≥０ (１１)
Ｍ( ｓ)≥Ｎ( ｓ)≥α＋βｓγ (１２)
(αꎬβ>０ꎬγ⩾１)ꎬ∀ｓ∈Ｒ＋ .
(３)ｈ(ｘ)∈Ｌ２(Ω) .

２　 整体解的存在唯一性

定理 ２.１　 设上述假设成立ꎬ若对于任何初值

(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)∈Ｈ１ 系统(４) ~ (６)有唯一的正则解

(ｕ( ｔ)ꎬθ( ｔ))满足:
(ｕ( ｔ)ꎬθ( ｔ))∈Ｌ∞ｌｏｃ(Ｒ

＋ꎬＷ)∩Ｃ０([０ꎬ∞ )Ｖ)∩

Ｃ１([０ꎬ∞ )ꎻＬ２(Ω))×Ｈ２０(Ω) (１３)

ｕｔ
２
２＋ ｕｘｘ

２
２＋ θ ２

２＋Ｍ^( ｕｘ
２
２)≤Ｍ１ .

其中 Ｍ１ 是与初值 ｈ 有关ꎬ与 ｔ 无关的正常数.
证明:我们考虑系统(４) ~ (６)的近似方程ꎬ设

∀ω∈Ｖꎬω ∈Ｈ２０(Ω)可得:

∫Ｌ
０
ｕｍ
ｔｔωｄｘ ＋ ∫Ｌ

０
ｕｍ
ｘｘω ｘｘｄｘ ＋ Ｍ( ｕｍ

ｘ
２
２)􀅰

∫Ｌ
０
ｕｍ
ｘ ω ｘｄｘ ＋ Ｎ( ｕｍ

ｘ
２
２)∫Ｌ

０
ｕｍ
ｘｔω ｘｄｘ ＋

ｆ(ｕｍ(Ｌꎬｔ))ω(Ｌꎬｔ) ＋ ｇ(ｕｍ
ｔ (Ｌꎬｔ))(Ｌꎬｔ) ＋

μ∫Ｌ
０
θｍ
ｘｘωｄｘ ＝ ∫Ｌ

０
ｈ(ｘ)ωｄｘꎬ

∫Ｌ
０
θｍ
ｔ ω ｄｘ － ∫Ｌ

０
θｍ
ｘｘω ｄｘ － μ∫Ｌ

０
ｕｍ
ｘｘｔω ｄｘ ＝ ０ (１４)

估计 １:在(１４)式中令 ω＝ｕｍ
ｔ ( ｔ)ꎬω ＝ θｍ( ｔ)ꎬ两

式相加ꎬ应用 Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ从 ０ 到 ｔ≤ ｔｍ 积分

有:
ｕｍ
ｔ
２
２ ＋ ｕｍ

ｘｘ
２
２ ＋ θｍ ２

２ ＋ Ｍ^( ｕｍ
ｘ
２
２) ＋

２ｆ^(ｕｍ(Ｌꎬｔ)) ＋ ２∫ｔ
０
Ｎ( ｕｍ

ｘ
２
２) ｕｍ

ｘｔ
２
２ｄｓ ＋

２∫ｔ
０
ｇ(ｕｍ

ｔ (Ｌꎬｔ))ｕｍ
ｔ (Ｌꎬｔ)ｄｓ ＋ ２∫ｔ

０
θｍ
ｘ
２
２ｄｓ

≤ ｕｍ
ｔ (０) ２

２ ＋ ｕｍ
ｘｘ(０) ２

２ ＋ θｍ(０) ２
２ ＋

Ｍ^( ｕｍ
ｘ (０) ２

２) ＋ ２ｆ^(ｕｍ(Ｌꎬ０)) ＋

∫ｔ
０
ｈ ２
２ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
ｕｍ
ｔ
２
２ｄｓ (１５)

根据假设(９)和函数 Ｎ(􀅰)ꎬ ｆ^(􀅰)ꎬＭ^(􀅰)性质ꎬ

可知存在一正常数 Ｍ１ꎬ使得∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ∀ｍ∈Ｎꎬ

ｕｍ
ｔ
２
２＋ ｕｍ

ｘｘ
２
２＋ θｍ ２

２＋Ｍ^( ｕｍ
ｘ
２
２)≤Ｍ１

(１６)

估计 ２:在(１４)式中令 ω ＝ ｕｍ
ｔｔ (０)ꎬω ＝ θｍ

ｔ (０)ꎬ
ｔ＝ ０两式相加ꎬ应用 Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式ꎬ可知存在正常

数 Ｍ２ꎬＭ３ 使得∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ∀ｍ∈Ｎꎬ

ｕｍ
ｔｔ(０) ２

２≤Ｍ２ꎬ θｍ
ｔ (０) ２

２≤Ｍ３ (１７)
估计 ３:令 ξ<Ｔ－ｔꎬｔ＝ ｔ＋ξꎬｔ ＝ ｔꎬｔꎬξ>０ꎬ分别代入

(１４)式ꎬ作差ꎬ令 ω ＝ θｍ
ｔ ( ｔ＋ξ)－θｍ

ｔ ( ｔ)ꎬω ＝ ｕｍ
ｔ ( ｔ＋ξ) －

ｕｍ
ｔ ( ｔ)ꎬ可知存在正常数 Ｍ４ꎬＭ５ꎬ使得∀ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
∀ｍ∈Ｎꎬ

‖ｕｍ
ｔｔ‖２

２＋ ｕｍ
ｘｘｔ

２
２≤Ｍ４ꎬ θｍ

ｔ
２
２≤Ｍ５ (１８)

唯一性:设( ｕꎬθ)ꎬ( ｖꎬθ )是系统(４) ~ (６)的

解ꎬ代入(１４)式ꎬ作差ꎬ令 ｚ＝ｕ－ｖꎬϑ＝ θ－θ ꎬω＝ ｚｔꎬω ＝
ϑꎬ令两式相加ꎬ可得存在一正常数 Ｃꎬ使得:

ｄ
ｄｔ
( ｚｍｔ ２

２＋ ｚｍｘｘ ２
２＋ ϑｍ ２

２)

≤Ｃ( ｚｍｔ ２
２＋ ｚｍｘｘ ２

２＋ ϑｍ ２
２)ꎬ∀ｔ∈[０ꎬＴ] (１９)

根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理ꎬ可得 ｕ＝ ｖ.
因为 ｕｘｘꎬｕｘｘｔ∈Ｌ２(０ꎬ∞ ꎻＬ２(０ꎬＬ))则

ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｃ０([０ꎬ∞ )ꎻＶ)ꎬ同理可得

ｕ(ｘꎬｔ)∈Ｃ１([０ꎬ∞ )ꎻＬ２) .证毕.
定理 ２.２　 对于任何初值(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)∈Ｈ０ꎬ系

统(４) ~ (６)在 Ｈ０ 存在唯一只与初值有关的弱解.

证明:初值(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)∈Ｈ０ꎬ因为 Ｈ１ 在 Ｈ０ 中

稠ꎬ存在{ｕｎ
０ꎬｕｎ

１ꎬθｎ
０}∈Ｈ１ꎬ使得:

ｕｎ
０→ ｕ０ 在 Ｖ 中ꎻ

ｕｎ
１→ ｕ１在 Ｌ２(Ω)中ꎻ

θｎ
０→ θ０在 Ｈ０ ２(Ω) 中.

对于任意一个 ｎꎬ存在(ｕｎꎬθｎ)满足系统(４) ~
(６)ꎬ

ｕｔｔｎ＋ｕｘｘｘｘｎ－Ｍ( ｕｘｎ
２
２)ｕｘｘｎ－

Ｎ( ｕｘｎ
２
２)ｕｘｘｔｎ＋μθｘｘｎ ＝ｈ(ｘ) (２０)

对(２０)式中的第一个方程与 ｕｔｎ做内积ꎬ第二

个方程与 θｎ 做内积ꎬ两式相加ꎬ可得存在与 ｎ∈Ｎ
无关的正常数 Ｃ０ꎬ使得:

ｕｔｎ
２
２＋ ｕｘｘｎ

２
２＋ θｎ

２
２≤Ｃ０ (２１)

定义 Ｚｎꎬｍ ＝ｕｎ－ｕｍꎬＺ ｎꎬｍ ＝ θｎ－θｍꎬｎꎬｍ∈Ｎꎬ则存

在(ｕꎬθ)使得:

２４３



第 ４期 王瑜等:热弹耦合梁方程组在非线性边界条件下的整体吸引子

ｕｎ→ｕ 在 Ｃ([０ꎬＴ)ꎻＶ)强收敛ꎻ
ｕｔｎ→ ｕｔ 在 Ｃ([０ꎬＴ)ꎻＬ２)强收敛ꎻ

θｎ→ θ 在 Ｃ([０ꎬＴ)ꎻＨ０ ２) 强收敛.
令 ｎ→∞ꎬ则有:
ｕｔｔ＋ｕｘｘｘｘ－Ｍ( ｕｘ

２
２)ｕｘｘ－Ｎ( ｕｘ

２
２)ｕｘｘｔ＋

μθｘｘ ＝ｈ(ｘ)ꎬ
θｔ－θｘｘ－μｕｘｘｔ ＝ ０ (２２)
证毕.
注 １:在空间 Ｈ０ 上定义一族非线性算子 Ｓ( ｔ)

(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０) ｜→(ｕꎬｕｔꎬθ)ꎬ∀ｔ≥０ 是 Ｈ０ 到 Ｈ０ 的映

射ꎬ可知 Ｓ( ｔ)是定义在 Ｈ０ 上的非线性 Ｃ０￣半群.

３　 整体吸引子

引理 ３.１[１４] 　 设 Ｈ 是一个巴拿赫空间ꎬ对于任

何正不变有界集 Ｂ∈Ｈꎬ∀ε>０ꎬ∃Ｔ＝Ｔ(εꎬＢ)ꎬ使得

∀ｘꎬｙ∈Ｂ
Ｓ(Ｔ)ｘ－Ｓ(Ｔ)ｙ ≤ε＋φＴ(ｘꎬｙ) (２３)

这里 φＴ:Ｈ×Ｈ→Ｒ 满足对于任意{ ｚｎ}∈Ｂꎬ
ｌｉｍ
ｍ→∞
ｉｎ ｆ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｉｎ ｆφＴ( ｚｎꎬｚｍ)＝ ０ (２４)

那么半群 Ｓ( ｔ)是渐近光滑的.
引理 ３.２[１４] 　 Ｓ( ｔ)是距离空间 Ｈ 上的一个耗

散的半群ꎬＳ( ｔ)存在紧吸引子当且仅当 Ｓ( ｔ)在 Ｈ
中渐近光滑.

定理 ３.３ 　 在定理 ２.２ 的假设下ꎬ系统(４) ~
(６)在空间 Ｈ０ 上有吸收集.

证明:设系统的解(ｕꎬｕｔꎬθ)是正则的ꎬ任取一

个有界集 Ｂ∈Ｈ０ꎬ使初值 ( ｕ０ꎬ ｕ１ꎬ θ０ ) ∈Ｂꎬ满足

(ｕꎬｕｔꎬθ)＝ Ｓ( ｔ)(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０) .
因为 ｕ(０)＝ ｕｘ(０)＝ ｕｘｘ(Ｌ)＝ ０ꎬ则有以下不等

式成立:

ｕ ∞≤ Ｌ ｕｘ ２ꎬ ｕｘ ∞≤ Ｌ ｕｘｘ ２ꎬ
ｕｘ ２≤Ｌ ｕｘｘ ２ꎬ ｕ ２≤Ｌ２ ｕｘｘ ２ (２５)

令 φ( ｔ) ＝ ∫Ｌ
０
ｕｔｕｄｘꎬ设能量等式:

Ｅ( ｔ) ＝ １
２
( ｕｔ

２
２ ＋ ｕｘｘ

２
２ ＋ θ ２

２ ＋

Ｍ^( ｕｘ
２
２)) ＋ ｆ^(ｕ(Ｌꎬｔ)) － ∫Ｌ

０
ｈｕｄｘ (２６)

系统(４)的第一个方程与 ｕｔ ＋εｕ 做内积ꎬ第二

个方程与 θ 做内积ꎬ将两式相加有:
ｄ
ｄｔ
Ｅ( ｔ) ＋ ε ｄ

ｄｔ
φ( ｔ) ＋ εＥ( ｔ) ＋ ε

２
ｕｔ

２
２ ＋

ε
２

ｕｘｘ
２
２ ＋

ε
２

θ ２
２ －

ε
２
Ｍ^( ｕｘ

２
２) ＋

θ ｘ
２
２ ＋ εＭ( ｕｘ

２
２) ｕｘ

２
２ ＋ Ｎ( ｕｘ

２
２)􀅰

ｕｘｔ
２
２ ＋ ｕｔ(Ｌꎬｔ)ｇ(ｕｔ(Ｌꎬｔ)) ＝ ２ε ｕｔ

２
２ －

εｕ(Ｌꎬｔ)ｆ(ｕ(Ｌꎬｔ)) － εｕ(Ｌꎬｔ)ｇ(ｕｔ(Ｌꎬｔ)) ＋

εｆ^(ｕ(Ｌꎬｔ)) － εＮ( ｕｘ
２
２)∫Ｌ

０
ｕｘｔｕｘｄｘ －

εμ∫Ｌ
０
θ ｘｘｕｄｘ (２７)

现在开始估计(２７)式ꎬ根据(８)式和(２５)式ꎬ
令 ρ＝ ０可得:

εｆ^(ｕ(Ｌꎬｔ))－εｕ(Ｌꎬｔ) ｆ(ｕ(Ｌꎬｔ))

≤ ε
２
ｆ(ｕ(Ｌꎬｔ)) ＋εＬ１

≤ ３
２
εｋＬ３ ｕｘｘ

２
２＋εＬ１ (２８)

根据(９)式ꎬ可得:
ｕｔ(Ｌꎬｔ)ｇ(ｕｔ(Ｌꎬｔ))≥ｐ ｕｔ(Ｌꎬｔ) ２ (２９)

根据(１０)式和(２５)式ꎬ令 ｒ＝ ０ꎬ可得:
εｕ(Ｌꎬｔ)ｇ(ｕｔ(Ｌꎬｔ))
≤３εｍ ｕ(Ｌꎬｔ) ｕｔ(Ｌꎬｔ)

≤９εｍ２Ｌ３ ｕｔ(Ｌꎬｔ) ２＋ ε
４

ｕｘｘ
２
２ (３０)

根据 Ｈｏｌｄｅｒ不等式ꎬ可得:

－ εＮ( ｕｘ
２
２)∫Ｌ

０
ｕｘｕｘｔｄｘ

≤ ε
２
Ｎ( ｕｘ

２
２)( ｕｘ

２
２ ＋ ｕｘｔ

２
２) (３１)

－ εμ∫Ｌ
０
θ ｘｘｕｄｘ ≤ ４εμ ２ θ ２

２ ＋
ε
１６

ｕｘｘ
２
２

(３２)
将(２８) ~ (３２)式代入(２７)式ꎬ可得:

ｄ
ｄｔ
Ｅ( ｔ)＋ε ｄ

ｄｔ
φ( ｔ)＋εＥ( ｔ)＋ ε

２
ｕｔ

２
２＋

ε
２

ｕｘｘ
２
２＋

ε
２

θ ２
２－

ε
２
Ｍ^( ｕｘ

２
２)＋ θｘ

２
２＋

εＭ( ｕｘ
２
２) ｕｘ

２
２＋Ｎ( ｕｘ

２
２) ｕｘｔ

２
２＋

ｐ ｕｔ(Ｌꎬｔ) ２≤２ε ｕｔ
２
２＋
３
２
εｋＬ３ ｕｘｘ

２
２＋

εＬ１＋９εｍ２Ｌ３ ｕｔ(Ｌꎬｔ) ２＋ ε
４

ｕｘｘ
２
２＋

４εμ２ θ ２
２＋

ε
２
Ｎ( ｕｘ

２
２)( ｕｘ

２
２＋ ｕｘｔ

２
２)＋

ε
１６

ｕｘｘ
２
２ (３３)

３４３
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根据 Ｍ( ｚ) ｚ≥Ｍ^( ｚ)ꎬＭ( ｚ)≥Ｎ( ｚ)ꎬ可得:

εＭ( ｕｘ
２
２) ｕｘ

２
２－

ε
２
Ｍ^( ｕｘ

２
２)－

ε
２
Ｎ( ｕｘ

２
２) ｕｘ

２
２≥０ (３４)

根据(１１)式ꎬ可得:
１
２
Ｎ( ｕｘ

２
２) ｕｘｔ

２
２≥

α
２

ｕｘｔ
２
２

≥ α
４Ｌ

ｕｔ
２
２＋

α
４

ｕｘｔ
２
２ (３５)

令 ０<ε≤ｍｉｎ{ ｐ / ９ｍ２Ｌ３ꎬα / ６Ｌꎬ１}ꎬ当 ε 足够小时ꎬ
有:

ｐ ｕｔ(Ｌꎬｔ) ２≥９εｍ２Ｌ３ ｕｔ(Ｌꎬｔ) ２ꎬ

( ε
２
＋ α
４Ｌ
) ｕｔ

２
２≥２ε ｕｔ

２
２ (３６)

令 １－８ｋＬ３≥０ꎬ当 ｋ 充分小时ꎬ有:
ε
２

ｕｘｘ
２
２≥(

３
２
εｋＬ３＋ ε

４
＋ ε
１６
) ｕｘｘ

２
２ (３７)

令 １－８μ２≥０ꎬ当 μ 充分小时ꎬ有:
ε
２

θ ２
２≥４εμ２ θ ２

２ (３８)

将(３４) ~ (３８)式代入(３３)式ꎬ可得:
ｄ
ｄｔ
Ｅ( ｔ)＋ε ｄ

ｄｔ
φ( ｔ)＋εＥ( ｔ)≤εＬ１ (３９)

设矫正能量等式:

Ｅ ( ｔ)＝ Ｅ( ｔ)＋Ｌ０＋Ｌ１＋Ｌ４ ｈ ２
２ (４０)

则有:
ｄ
ｄｔ
(Ｅ ( ｔ)＋εφ( ｔ))＋ε Ｅ ( ｔ)

≤ε(Ｌ０＋Ｌ１＋Ｌ
４ ｈ ２

２) (４１)

因为 － ∫Ｌ
０
ｈｕｄｘ≥－ Ｌ４ ｈ ２

２ －
１
４

ｕｘｘ
２
２ꎬ由假设(７)

和 Ｅ ( ｔ)的定义ꎬ可得:

Ｅ ( ｔ)≥ １
４
( ｕｔ

２
２＋ ｕｘｘ

２
２＋ θ ２

２)

＝ １
４
(ｕ( ｔ)ꎬｕｔ( ｔ)ꎬθ( ｔ)) ２

Ｈ０ (４２)

设 Ｅ ε( ｔ)＝ Ｅ ( ｔ)＋εφ( ｔ)ꎬ根据 φ( ｔ)的定义:

Ｅ ε( ｔ)－Ｅ ( ｔ) ＝ εφ( ｔ) ≤２εＬ２Ｅ ( ｔ) (４３)
当 ε 充分小时ꎬ有:

(１－２εＬ２)Ｅ ( ｔ)≤Ｅ ε( ｔ)≤(１＋２εＬ２)Ｅ ( ｔ) (４４)

将(４４)式带入(４１)式中有:
ｄ
ｄｔ
Ｅ ε( ｔ)＋

ε
１＋２εＬ２

Ｅ ε( ｔ)

≤ε(Ｌ０＋Ｌ１＋Ｌ４ ｈ ２
２) (４５)

令 Ｌ２ ＝Ｌ０＋Ｌ１＋Ｌ４ ｈ ２
２ꎬ由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式ꎬ可得:

Ｅ ε( ｔ)≤Ｅ ε(０)ｅｘｐ(－
ｔε

１＋２εＬ２
)＋

Ｌ２(１＋２εＬ２)(１－ｅｘｐ(－
ｔε

１＋２εＬ２
)) (４６)

因为正不变集 Ｂ 有界ꎬＥ ε(０)也有界ꎬ则存在 ｔＢ>０ꎬ
当 ｔＢ 足够大时ꎬ有:

(１－２εＬ２)Ｅ ( ｔ)≤Ｅ ε( ｔ)≤(１＋２εＬ２)Ｌ２ (４７)
从(４２)式可得ꎬ∀ｔ>ｔＢ

(ｕ( ｔ)ꎬｕｔ( ｔ)ꎬθ( ｔ)) ２
Ｈ０≤
４Ｌ２(１＋２εＬ２)
１－２εＬ２

(４８)

因此ꎬ

Ｂ＝{(ｕꎬｕｔꎬθ)∈Ｈ０: (ｕꎬｕｔꎬθ) ２
Ｈ０

≤
４Ｌ２(１＋２εＬ２)
１－２εＬ２

}
(４９)

是系统的一个有界吸收集.
证毕.
定理 ３.４　 在定理 ２.２ 的假设下ꎬ半群 Ｓ( ｔ)在

Ｈ０ 中渐近光滑.
证明:任取一个有界集 Ｂ∈Ｈ０ꎬ且正不变ꎬ给定

初值(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)ꎬ( ｖ０ꎬｖ１ꎬθ ０)∈Ｂꎬ令(ｕꎬθ)ꎬ( ｖꎬθ )

是系统的解ꎬ那么 ω＝ｕ－ｖꎬϑ＝ θ－θ ꎬ满足方程:
ωｔｔ＋ωｘｘｘｘ－Ｍ( ｕｘ

２
２)ωｘｘ－ΔＭｖｘｘ－

Ｎ( ｕｘ
２
２)ωｘｘｔ－ΔＮｖｘｘｔ＋μϑｘｘ ＝ ０ꎬ

ω(０ꎬｔ)＝ ωｘ(０ꎬｔ)＝ ωｘｘ(Ｌꎬｔ)＝ ０ꎬ

ωｘｘｘ(Ｌꎬｔ)－Ｍ( ｕｘ
２
２)ωｘ(Ｌꎬｔ)－

ΔＭｖｘ(Ｌꎬｔ)－Ｎ( ｕｘ
２
２)ωｘｔ(Ｌꎬｔ)－

ΔＮｖｘｔ(Ｌꎬｔ)＝ Δｆ＋Δｇ (５０)
其中ꎬ

ΔＭ＝Ｍ( ｕｘ
２
２)－Ｍ( ｖｘ ２

２)ꎬ

ΔＮ＝Ｎ( ｕｘ
２
２)－Ｎ( ｖｘ ２

２)ꎬ
Δｆ＝ ｆ(ｕ(Ｌꎬｔ))－ｆ(ｖ(Ｌꎬｔ))ꎬ
Δｇ＝ｇ(ｕｔ(Ｌꎬｔ))－ｇ(ｖｔ(Ｌꎬｔ)) .

令 ψ( ｔ)＝ ∫Ｌ
０
ωｔωｄｘꎬ设能量等式:

４４３
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Ｆ( ｔ)＝ １
２
( ωｔ

２
２＋ ωｘｘ

２
２＋

Ｍ( ｕｘ
２
２) ωｘ

２
２＋ ϑ ２

２) (５１)
将式(５０)中的第一个方程与 ωｔ ＋ηω 做内积ꎬ第二

个方程与 ϑ 做内积ꎬ相加有:
ｄ
ｄｔ
Ｆ( ｔ) ＋ η ｄ

ｄｔ
ψ( ｔ) ＋ ２ηＦ( ｔ) ＋ ϑｘ

２
２ ＋

Ｎ( ｕｘ
２
２) ω ｘｔ

２
２ ＋ Δｇω ｔ(Ｌꎬｔ) ＝ Ｍ′( ｕｘ

２
２)􀅰

∫Ｌ
０
ｕｘｕｘｔｄｘ ω ｘ

２
２ ＋ ΔＭ∫Ｌ

０
ω ｔｖｘｘｄｘ ＋

ΔＮ∫Ｌ
０
ω ｔｖｘｘｔｄｘ ＋ ２η ω ｔ

２
２ ＋ η ϑ ２

２ －

ηΔｆω(Ｌꎬｔ) － ηΔｇω(Ｌꎬｔ) － ηΔＭｖｘ(Ｌꎬｔ)􀅰
ω(Ｌꎬｔ) － Δｆω ｔ(Ｌꎬｔ) － ΔＭｖｘ(Ｌꎬｔ)ω ｔ(Ｌꎬｔ) －

ΔＮｖｘｔ(Ｌꎬｔ)ω ｔ(Ｌꎬｔ) － ηΔＮｖｘｔ(Ｌꎬｔ)ω(Ｌꎬｔ) －

ηＮ( ｕｘ
２
２)∫Ｌ

０
ω ｘω ｘｔｄｘ － ημ∫Ｌ

０
ϑｘｘωｄｘ ＋

ηΔＭ∫Ｌ
０
ｖｘｘωｄｘ ＋ ηΔＮ∫Ｌ

０
ｖｘｘｔωｄｘ (５２)

现在开始估计(５２)式ꎬ根据(９)式ꎬ可得:
Δｇωｔ(Ｌꎬｔ)≥ｐ ωｔ(Ｌꎬｔ) ２ (５３)

根据(１１)式ꎬ可得:
Ｎ( ｕｘ

２
２) ωｘｔ

２
２≥(α＋β ｕｘ

２γ
２ ) ωｘｔ

２
２ (５４)

根据 Ｍ(􀅰)ꎬＮ(􀅰)函数性质ꎬ可得:

Ｍ′( ｕｘ
２
２)∫Ｌ

０
ｕｘｕｘｔｄｘ ω ｘ

２
２ ≤ Ｃ０ ω ｘ

２
２ (５５)

－ ηＮ( ｕｘ
２
２)∫Ｌ

０
ω ｘω ｘｔｄｘ

≤ Ｃ０ ω ｘ
２
２ ＋

η
２

ω ｘｔ
２
２ .

根据中值定理

Ｎ(ａ２)－Ｎ(ｂ２)≤ Ｎ′(ｓｕｐ{ａ２ꎬｂ２}) ａ＋ｂ ａ－ｂ
可得:

ηΔＮ∫Ｌ
０
ｖｘｘｔωｄｘ≤ Ｃ０ ω ｘ

２
２ (５６)

－ ηΔＮｖｘｔ(Ｌꎬｔ)ω(Ｌꎬｔ) ≤ Ｃ０ ω ｘ
２
２ꎬ

－ ηΔＮｖｘｔ(Ｌꎬｔ)ω ｔ(Ｌꎬｔ)

≤ Ｃ０ ω ｘ
２
２ ＋

ｐ
４

ω ｔ(Ｌꎬｔ) ２ꎬ

ΔＮ∫Ｌ
０
ω ｔｖｘｘｔｄｘ≤ Ｃ０ ω ｘ

２
２ ＋

η
２

ω ｘｔ
２
２ .

根据中值定理

Ｍ(ａ２)－Ｍ(ｂ２)≤Ｍ′(ｓｕｐ{ａ２ꎬｂ２}) ａ＋ｂ ａ－ｂ
可得:

ηΔＭ∫Ｌ
０
ｖｘｘｔωｄｘ≤ Ｃ０ ω ｘ

２
２ (５７)

－ ηΔＭｖｘ(Ｌꎬｔ)ω(Ｌꎬｔ) ≤ Ｃ０ ω ｘ
２
２ꎬ

－ ΔＭｖｘ(Ｌꎬｔ)ω ｔ(Ｌꎬｔ)

≤ Ｃ０ ω ｘ
２
２ ＋

ｐ
４

ω ｔ(Ｌꎬｔ) ２ꎬ

ΔＭ∫Ｌ
０
ω ｔｖｘｘｄｘ≤ Ｃ０ ω ｘ

２
２ ＋

η
２

ω ｘｔ
２
２ .

根据(８)式ꎬ令 ρ＝ ０ ꎬ可得:
－Δｆωｔ(Ｌꎬｔ) ≤３ｋ ω( ｔ) ∞ ωｔ(Ｌꎬｔ)

≤Ｃ０ ωｘ
２
２＋

ｐ
４

ωｔ(Ｌꎬｔ) ２ (５８)

－ηΔｆω(Ｌꎬｔ) ≤３ηｋ ω( ｔ) ∞ ω(Ｌꎬｔ)
≤Ｃ０ ωｘ

２
２ .

根据(１０)式ꎬ令 ｒ＝ ０ꎬ可得:
－ηΔｇω(Ｌꎬｔ) ≤３ηｍ ω(Ｌꎬｔ) ωｔ(Ｌꎬｔ)

≤Ｃ０ ωｘ
２
２＋

ｐ
４

ωｔ(Ｌꎬｔ) ２ (５９)

显然有:

－ η μ∫Ｌ
０
ϑｘｘωｄｘ ≤ η μ

４
ϑｘ

２
２ ＋ Ｃ０ ω ｘ

２
２

(６０)
将(５３) ~ (６０)式代入(５２)式ꎬ可得:

ｄ
ｄｔ
Ｆ( ｔ)＋η ｄ

ｄｔ
ψ( ｔ)＋２ηＦ( ｔ)＋

(α＋β ｕｘ
２γ
２ ) ωｘｔ

２
２＋ ϑｘ

２
２

≤１４Ｃ０ ωｘ
２
２＋(２ηＬ＋

３
２
η) ωｘｔ

２
２＋
η μ
４

ϑｘ
２
２

(６１)
令 Ｆη( ｔ)＝ Ｆ( ｔ)＋ηψ( ｔ)ꎬ有:

Ｆη( ｔ)－Ｆ( ｔ) ＝ ηψ( ｔ) ≤２ηＬ２Ｆ( ｔ) (６２)
令 ０≤η≤ｍｉｎ ２α / (４Ｌ＋３)ꎬ４ / μꎬ１ / ２Ｌ２{ } ꎬ当 η 充分

小时ꎬ有:
(１－２ηＬ２)Ｆ( ｔ)≤Ｆη( ｔ)≤(１＋２ηＬ２)Ｆ( ｔ) (６３)
ｄ
ｄｔ
Ｆ( ｔ)＋η ｄ

ｄｔ
ψ( ｔ)＋２ηＦ( ｔ)≤１４Ｃ０ ωｘ

２
２ (６４)

将(６４)式带入(６３)式可知存在常数 Ｃ１ꎬ使得:
ｄ
ｄｔ
Ｆη( ｔ)＋

２η
１＋２ηＬ２

Ｆη( ｔ)≤Ｃ１ ωｘ
２
２ (６５)

应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理ꎬ有:
Ｆη( ｔ) ≤ Ｆη(０)ｅｘｐ( － ２η / (１ ＋ ２ηＬ２)) ｔ ＋

Ｃ１∫ｔ
０
ｅｘｐ( － ２η / (１ ＋ ２ηＬ２))( ｔ － ｓ) ω ｘ

２
２ｄｓ

(６６)

５４３



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９年第 １７卷

因此ꎬ存在与 Ｂ 有关ꎬ与 ｔ 无关的常数 ＣＢꎬ满足

Ｆη(０)≤ＣＢꎬ于是有:
(ω( ｔ)ꎬω ｔ( ｔ)ꎬϑ( ｔ)) Ｈ０

≤ ２
１ － ２ηＬ２

ＣＢｅｘｐ( － η / (１ ＋ ２ηＬ２)) ｔ ＋

２Ｃ１
１ － ２ηＬ２

(∫ｔ
０
ω ｘ

２
２ｄｓ)

１
２ (６７)

对于任意的 ０≤ ｔ≤Ｔ 都成立ꎬ令 Ｔ 充分大ꎬ存在

ε>０ꎬ使得:

２
１－２ηＬ２

ＣＢｅｘｐ(－η / (１＋２ηＬ２)) ｔ≤ε (６８)

定义 ϕＴ: Ｈ０×Ｈ０→Ｒ 为:

ϕＴ((ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)ꎬ(ｖ０ꎬｖ１ꎬθ ０))

＝
２Ｃ１
１－２ηＬ２

(∫ Ｔ０ ωｘ
２
２ｄｓ)

１
２ (６９)

根据(６７) ~ (６９)ꎬ可得:

Ｓ(Ｔ)(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)－Ｓ(Ｔ)(ｖ０ꎬｖ１ꎬθ ０) Ｈ０

＝ε＋ϕＴ((ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)ꎬ(ｖ０ꎬｖ１ꎬθ ０)) .

对任意的(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ０)ꎬ( ｖ０ꎬｖ１ꎬθ ０)∈Ｂ 都成立.给定

序列{(ｕ０ｎꎬｕ１ｎꎬθ０ｎ)}∈Ｂꎬ集合 Ｂ 是正不变的ꎬ所以

系统(４) ~ (６)的解在 Ｈ０ 中一致有界的.所以{ｕｎ}
在 Ｃ([０ꎬ∞ )ꎬＶ)∩Ｃ１([０ꎬ∞ )ꎬＬ２(Ω))中有界.根
据嵌入定理 Ｖ ｜→Ｈ１０ 是紧的.则存在子序列{ｕｎｋ}在
Ｃ([０ꎬ∞ )ꎬＨ１０(Ω))中一致强收敛.

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｌｉｍ
ｌ→∞
∫ Ｔ０( ｕｘｎｋ( ｓ)－ｕｘｎｌ( ｓ) ２

２)ｄｓ＝ ０ꎬ

ｌｉｍ
ｋ→∞
ｌｉｍ
ｌ→∞

φＴ((ｕ０ｎｋꎬｕ１ｎｋꎬθ０ｎｋ)ꎬ(ｖ０ｎｋꎬｖ１ｎｋꎬθ ０ｎｋ))＝ ０.

因此ꎬ可得半群 Ｓ( ｔ)在空间 Ｈ０ 渐近紧.
证毕.
根据引理 ３.２ꎬ定理 ３.３ꎬ定理 ３.４ꎬ可得以下定

理.
定理 ３.５　 系统(４) ~ (６)确定的半群 Ｓ( ｔ)在

空间 Ｈ０ 中有一个整体吸引子.

４　 结论

本文主要考虑热弹耦合梁方程组在非线性边

界条件下的初边值问题ꎬ通过先验估计和一些常用

不等式得到以下结论

(１)当初始值(ｕ０ꎬｕ１ꎬθ)∈Ｖ×Ｌ２(Ω) ×Ｈ２０(Ω)
时ꎬ系统存在唯一的弱解ꎻ当初始值( ｕ０ꎬｕ１ꎬθ)∈

Ｗ×Ｗ×Ｈ２０(Ω)时ꎬ系统存在唯一的正则解.
(２)在弱解的情况下ꎬ通过证明系统存在有界

吸收集和半群的渐近光滑性得到整体吸引子.
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