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摘要　 水动力学系统稳定状态下的总能量与系统初始能量之差直观反映了水力系统的水头损失.本文基于

保结构思想ꎬ以色散浅水波 ＷＢＫ 模型为例ꎬ推导了其对称形式及空间辛结构等守恒性质.随后ꎬ采用 Ｅｕｌｅｒ

Ｂｏｘ 差分离散方法构造对称形式的保结构差分格式ꎬ并推导其离散空间辛结构ꎬ为数值格式保结构性能检验

提供理论依据.最后ꎬ通过数值实验ꎬ考察数值格式的保结构性能ꎬ并将数值格式用于研究不同相对扩散系数

条件下ꎬＷＢＫ 方程保结构稳态水质点系统的总能量ꎬ为水力系统水头损失的分析提供参考.

关键词　 ＷＢＫ 方程ꎬ　 保结构ꎬ　 稳态解ꎬ　 动量通量ꎬ　 辛结构

ＤＯＩ:　 １０.６０５２ / １６７２￣６５５３￣２０１９￣０２６

引言

水波传播特性一直是水利工程和水力学研究

的关键问题之一.特别是在中小型水利工程中ꎬ水
深与波长比值较小时(通常认为水深与波长比值小

于 ０.５)ꎬ水底边界对水质点运动的影响不可忽略ꎬ
此时水波传播过程中形成的波浪被命名为“浅水

波”.
在总结已有浅水波研究成果基础上ꎬＷｈｉｔｈａｍ、

Ｂｒｏｅｒ、Ｋａｕｐ 分别采用不同的数学工具ꎬ在 Ｂｏｕｓｓ￣
ｉｎｅｓｑ 近似下ꎬ得到了下述著名的 ＷＢＫ (Ｗｈｉｔｈａｍ￣
Ｂｒｏｅｒ￣Ｋａｕｐ)方程[１－３]用于描述浅水波传播过程:

∂ｔｕ＋ｕ∂ｘｕ＋∂ｘｈ＋β∂ｘｘｕ＝ ０

∂ｔｈ＋∂ｘ(ｈｕ)＋α∂ｘｘｘｕ－β∂ｘｘｈ＝ ０
(１)

其中:ｕ＝ｕ(ｘꎬｔ)为水平速度场ꎬｈ＝ｈ(ｘꎬｔ)为离开流

体平衡位置的高度ꎬαꎬβ 为扩散系数.
ＷＢＫ 方程在描述浅水波色散过程方面具有不

可替代的作用ꎬ因此ꎬ关于ＷＢＫ 方程的研究一直是

非线性发展方程研究的热点:借鉴双曲函数法、吴
文俊法等数学工具ꎬ张鸿庆教授等得到了 ＷＢＫ 方

程的多种显式精确行波解[４ꎬ５]ꎻ郭士民博士等发展

了针对非线性发展方程的扩展(Ｇ′ / Ｇ)展开法ꎬ并
用于寻求 ＷＢＫ 类方程的精确解[６]ꎻ邓子辰教授等

采用齐次平衡法获得了 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ￣Ｗｈｉｔｈａｍ￣Ｂｒｏｅｒ￣

Ｋａｕｐ 型方程的精确解ꎬ并采用多辛方法对解的正

确性进行了验证[７]ꎻ最近ꎬ高犇博士详细研究了

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ￣Ｗｈｉｔｈａｍ￣Ｂｒｏｅｒ￣Ｋａｕｐ 方程的对称性[８]ꎬ
为 ＷＢＫ 方程的保结构分析提供了理论依据.

作为典型的非线性发展方程ꎬＷＢＫ 方程的局

部非线性性质一直是学术界关注的焦点.保结构方

法ꎬ特别是近年来发展起来的多辛方法[９]和广义多

辛方法[１０ꎬ１１]ꎬ均将无限维动力学系统局部几何性

质的探索作为算法构造的重要目标ꎬ取得了一系列

重要的研究成果[１２－１５] . (广义)多辛方法能够完美

再现系统局部几何性质的原因在于:其算法构造过

程中ꎬ较为精确地保持了无限维系统固有的(广

义)时空联合辛结构.
水利工程中ꎬ系统的暂态响应并不是研究者关

注的焦点ꎬ稳态响应往往更能够反映系统的工作效

率ꎬ因此ꎬ本文不再关注 ＷＢＫ 方程随时间演化情

况ꎬ而是在算法构造过程中通过保持空间辛结构ꎬ
重点研究ＷＢＫ 方程系统进入稳态后的能量在空间

的分布情况.

１　 稳态 ＷＢＫ 系统的对称形式及其守恒律

已有研究表明ꎬ同大多数守恒型发展方程一样ꎬ
通过引入正交变量:∂ｔｕ＝－２∂ｘｐꎬ∂ｔｈ＝－２∂ｘｑꎬ∂ｘｕ＝ｖꎬｕ＝

∂ｘφꎬｈ＝∂ｘφꎬ并定义状态向量:ｚ＝[ϕꎬφꎬｈꎬｕꎬｖꎬｐꎬｑ]Ｔꎬ
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ＷＢＫ 方程(１)可以写成如下多辛对称形式[７]:
Ｍ∂ｔｚ＋Ｋ∂ｘｚ＝ÑｚＳ(ｚ) (２)

其中ꎬＳ＝ － １
２
ｕ２ｈ－ １

２
ｈ２＋ｐｈ＋ｑｕ－ １

２
αｖ２ 为光滑的哈密

尔顿函数ꎻＭꎬＫ∈Ｒ７×７为反对称矩阵:

Ｍ＝

０ ０ ０ －１ / ２ ０ ０ ０
０ ０ －１ / ２ ０ ０ ０ ０
０ １ / ２ ０ ０ ０ ０ ０

１ / ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

ꎬ

Ｋ＝

０ ０ ０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１
０ ０ ０ β ０ ０ ０
０ ０ －β ０ α ０ ０
０ ０ ０ －α ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë
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ê
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ê
ê
ê
ê
ê
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ê

ù
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ú
ú
ú

当系统进入稳态后ꎬ即:
∂ｔｕ＝∂ｔｈ＝ ０ (３)

则前述多辛形式中∂ｔｚ＝ ０ꎬ多辛形式(２)退化为:
Ｋ∂ｘｚ＝ÑｚＳ(ｚ) (４)
此时ꎬ多辛对称形式(２)中时间相关的辛结

构[１６]自然满足ꎬ空间相关的辛结构成为衡量稳态

数值算法保结构性能的标准.空间相关的辛结构

为:
∂ｘ(ｄｚ∧Ｋｄｚ)＝ ０ (５)

其中ꎬ∧为外积运算符[９] .
当系统进入稳态后ꎬ系统局部能量和局部动量

在空间不再流动ꎬ即能量通量和动量通量的空间导

数为零(也可以以能量密度梯度为零来描述ꎬ从数

学上讲ꎬ这两种描述方式是等价的):
∂ｘ ｆ＝ ０ꎬ

∂ｘｇ＝ ０
(６)

其中:

ｆ＝ １
２
ｚＴＫ∂ｔｚꎬ

ｇ＝Ｓ(ｚ)－ １
２
ｚＴＭ∂ｔｚ.

展开式(６)ꎬ得到能量通量和动量通量为零的

具体数学表达式为:

∂ｘ[ｐ∂ｔϕ＋ｑ∂ｔφ－ϕ∂ｔｐ－φ∂ｔｑ－βｕ∂ｔｈ＋

　 　 (βｈ－αｖ)∂ｔｕ＋αｕ∂ｔｖ] ＝ ０

∂ｘ[ｐｈ＋ｑｕ－
１
２
(ｕ２ｈ＋ｈ２＋αｖ２)－

　 　 １
４
(ｕ∂ｔϕ＋ｈ∂ｔφ－ϕ∂ｔｕ－φ∂ｔｈ)] ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(７)

当系统进入稳态后ꎬ状态变量各分量对时间的

偏导数均为零ꎬ则式(７)中的第一个表达式自然满

足ꎬ第二个表达式(动量通量相关的表达式)可以

简化为:

Δｍ ＝∂ｘ[ｐｈ＋ｑｕ－
１
２
(ｕ２ｈ＋ｈ２＋αｖ２)] ＝ ０ (８)

式(８)是判断系统(１)进入稳定状态的关键判据ꎬ
因此ꎬ在后续的数值分析过程中ꎬ我们将关注能量

通量和动量通量的空间分布情况.

２　 稳态 ＷＢＫ 系统的 Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ 离散

Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ 离散方法是构造发展方程多辛差分

格式最简单的离散方法ꎬ其计算效率已经得到了验

证[９] .针对稳态系统(４)ꎬ采用 Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ 离散方法

进行离散:
Ｋ＋δ＋

ｘ ｚ ｊ＋Ｋ－δ－
ｘ ｚ ｊ ＝ÑＳ( ｚ ｊ) (９)

其中: δ＋
ｘ ｚ＝( ｚｉ＋１－ｚｉ) / Δｘꎬδ

－
ｘ ｚ ＝ ( ｚｉ－ｚｉ＋１) / Δｘ 分别是

一阶前向差分和一阶后向差分ꎬ将 Ｋ 分解得到的

系数矩阵满足对称关系 ＫＴ
＋ ＝ －Ｋ－ꎬ依据此关系ꎬ得

到式(９)系数矩阵分别为:

Ｋ＋ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ －β ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －α ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０ ０
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ꎬ

Ｋ－ ＝

０ ０ ０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ －１
０ ０ ０ β ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ α ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
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当然ꎬ这种分解并不唯一ꎬ这就决定了 Ｅｕｌｅｒ
Ｂｏｘ 格式的构造方式不唯一ꎬ但是ꎬ不同的 Ｅｕｌｅｒ
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Ｂｏｘ 格式ꎬ其保结构性能是相同的.考虑式(４)的离

散变分形式:
Ｋ＋δ＋

ｘ ｄｚ ｊ＋Ｋ－δ－
ｘ ｄｚ ｊ ＝ÑｚｚＳ( ｚ ｊ)ｄｚ ｊ (１０)

对上式与 ｄｚ ｊ 做外积ꎬ注意到ÑｚｚＳ( ｚ ｊ)为对称矩

阵ꎬ则外积运算等式右端为:
ｄｚ ｊ∧ÑｚｚＳ( ｚ ｊ)ｄｚ ｊ ＝ ０ (１１)
外积运算等式左端计算过程如下:
ｄｚ ｊ∧Ｋ＋δ＋

ｘ ｄｚ ｊ＋ｄｚ ｊ∧Ｋ－δ－
ｘ ｄｚ ｊ

＝ｄｚ ｊ∧Ｋ＋δ＋
ｘ ｄｚ ｊ＋δ

－
ｘ ｄｚ ｊ∧Ｋ－ｄｚ ｊ

＝ δ＋
ｘ(ｄｚ ｊ－１∧Ｋ＋ｄｚ ｊ) (１２)

即:稳态系统(４)的 Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ 格式(９)精确保持如

下的离散空间辛结构:
Δ ｊ ＝ δ

＋
ｘ(ｄｚ ｊ－１∧Ｋ＋ｄｚ ｊ)＝ ０ (１３)

类似的ꎬ可以得到动量通量残差的离散表达式

Δｍｊ .

３　 数值实验

本部分将设计相关的数值实验验证构造的差

分格式是否能够保持动量通量守恒律ꎬ如果格式

(９)能够较为精确地保持相应的守恒律(即:空间

方向的辛结构残差和动量通量在求解域上的残差

均很小)ꎬ则将进一步采用格式(９)研究稳态解的

一些典型性质.
取扩散系数 α ＝ β ＝ １ꎬ模拟步长 Δｘ ＝ ０.０５ꎬ在

[－１０ꎬ１０]范围内模拟 ＷＢＫ 方程系统的稳态解ꎬ边
值取为周期性边界:

ｕ ｘ＝±１０ ＝ １ꎬ ｈ ｘ＝±１０ ＝ －１ (１４)
为了验证算法的保结构性能ꎬ在数值实验过程

中记录每一步的 Δ ｊ 和 Δｍｊ值ꎬ得到 Δ ｊ 和 Δｍｊ的空间

分布情况分别如图 １ 和图 ２ 所示.

图 １　 稳态解空间离散辛结构保持情况

Ｆｉｇ.１　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｆｏｒ ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

图 ２　 稳态解动量通量保持情况

Ｆｉｇ.２　 Ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｆｌｕｘ ｆｏｒ ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

由图 １ 和图 ２ 可以看出:在整个模拟区域内ꎬ稳
态解的空间离散辛结构和动量通量在每一空间网格

处的残差均极小ꎬ这充分说明本文构造的 Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ
格式能够很好地保持稳态解的空间辛结构和动量

通量守恒律ꎬ即:经过充分长的时间演化之后ꎬ系统

的解到达稳态之后ꎬ系统动量在空间上分布也达到

稳态ꎬ系统质点间不再出现动量交换和传递ꎬ系统

能量分布趋近稳态ꎬ这与稳态解的物理力学性质一

致.
相同初值条件下ꎬ对于浅水波传播问题ꎬ不同

的扩散系数将导致稳态条件下水质点系统的能量

分布规律各异ꎬ系统达到稳态后水质点系统总能量

将有所差别.系统稳态总能量从一定程度上反映水

质点系统经过暂态后的能量损失问题ꎬ因此ꎬ后续

的数值实验将研究不同扩散系数条件下的稳态水

质点总能量.
为了研究不同扩散系数条件下的稳态水质点

总能量ꎬ定义相对扩散系数 ξ ＝α / β.在数值实验中ꎬ
取固定的扩散系数 β＝ １ꎬ改变扩散系数 α 以到达改

变相对扩散系数 ξ 的目的.系统水质点总能量以离

散哈密尔顿函数 Ｓ( ｚ ｊ)的数值积分值 Ｓ 表征(数值

积分采用牛顿－柯特斯求积方法实现) .图 ３ 展示了

不同相对扩散系数条件(ξ∈(０ꎬ１０))下ꎬ稳态系统

水质点的总能量变化情况.
从图 ３ 可以看出ꎬ不同相对扩散系数条件下ꎬ

系统稳态总能量有显著差别.系统稳态总能量变化

过程中ꎬ当相对扩散系数大约为 ３.７ 时ꎬ系统稳态

总能量最大ꎬ这表明在此条件下ꎬ系统经过稳态演

化过程中ꎬ系统能量损耗最小ꎬ即流体水头损失最

小.

５１３
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图 ３　 不同相对扩散系数条件下的系统稳态总能量

Ｆｉｇ.３　 Ｔｏｔａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｅｎｅｒｇｙ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

４　 结论

水头损失的数值计算一直是水动力学领域研

究的难点.采用广义多辛分析方法分离系统暂态过

程中的能量损失ꎬ进一步研究水头损失ꎬ虽然能够

较为精确地提取系统的耗散效应ꎬ但是计算量较

大.实际上ꎬ当水质点系统进入稳定状态之后ꎬ系统

总能量是一个守恒量ꎬ若采用数值手段得到了系统

稳定状态的总能量ꎬ就可以得到系统的能量损失ꎬ
从而得到确定水利工程条件下的水头损失ꎬ因此ꎬ
水动力学的稳定状态研究对水利工程设计具有重

要的参考价值.
本文针对描述色散浅水波传播过程的ＷＢＫ 方

程ꎬ基于保结构思想ꎬ推导了其稳定状态下的对称

形式及其相应的局部守恒律.采用 Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ 离散

方法ꎬ构造了对称形式的保结构差分格式ꎬ并推导

了该保结构格式满足的离散空间辛结构ꎬ为后续算

法保结构性能检验提供理论依据.在数值实验中ꎬ
一方面ꎬ通过记录数值格式的离散空间辛结构和动

量通量残差ꎬ验证 Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ 格式的保结构性能ꎻ另
一方面ꎬ基于格式具有的保结构性能ꎬ详细研究了

不同相对扩散系数条件下ꎬ系统稳定状态时的系统

总能量变化情况.研究结果表明ꎬ当相对扩散系数

近似为 ３.７ 时ꎬ系统稳定状态总能量最大ꎬ这意味

着这种情形下系统暂态过程中的水头损失最小.本
文提出的采用保结构方法研究ＷＢＫ 方程系统的稳

定状态ꎬ为浅水波相关研究和中小型水利工程设计

提供参考.

参　 考　 文　 献

１ Ｗｈｉｔｈａｍ Ｇ Ｂ.Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｗａ￣

ｔｅｒ ｗａｖｅｓ. Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｏｙａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ｌｏｎｄｏｎ Ｓｅ￣

ｒｉｅｓ Ａ￣Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ １９６７ꎬ ２９９

(１４５６):６~２５

２ Ｂｒｏｅｒ Ｌ Ｊ Ｆ. Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｌｏｎｇ ｗａｔｅｒ ｗａｖｅｓ.

Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ １９７５ꎬ３１(５):３７７~３９５

３ Ｋａｕｐ Ｄ Ｊ. Ａ ｈｉｇｈｅｒ￣ｏｒｄｅｒ ｗａｔｅｒ￣ｗａｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ

ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｉｔ. Ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ

１９７５ꎬ５４(２):３９６~４０８

４ Ｘｉｅ Ｆ Ｄꎬ Ｙａｎ Ｚ Ｙꎬ Ｚｈａｎｇ Ｈ Ｑ. Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｔｒａｖｅ￣

ｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｗｈｉｔｈａｍ￣Ｂｒｏｅｒ￣Ｋａｕｐ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ

ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａꎬ ２００１ꎬ２８５(１￣２):７６~８０

５ Ｙａｎ Ｚ Ｙꎬ Ｚｈａｎｇ Ｈ Ｑ. Ｎｅｗ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ａｎｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｗｈｉｔｈａｍ￣Ｂｒｏｅｒ￣Ｋａｕｐ ｅ￣

ｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ. Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａꎬ ２００１ꎬ２８５(５￣

６):３５５~３６２

６ Ｇｕｏ Ｓ Ｍꎬ Ｚｈｏｕ Ｙ Ｂ. Ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ( Ｇ′ / Ｇ)￣ｅｘｐａｎｓｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｗｈｉｔｈａｍ￣Ｂｒｏｅｒ￣Ｋａｕｐ￣

Ｌｉｋｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｏｕｐｌｅｄ Ｈｉｒｏｔａ￣Ｓａｔｓｕｍａ ＫｄＶ ｅｑｕａ￣

ｔｉｏｎｓ. Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ ２０１０ꎬ ２１５

(９):３２１４~３２２１

７ Ｙａｎｇ Ｘ Ｆꎬ Ｄｅｎｇ Ｚ Ｃꎬ Ｌｉ Ｑ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ. Ｅｘａｃｔ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｔｒａｖ￣

ｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｍｕｌｔｉ￣ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ

ｖａｒｉａｎｔ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ￣Ｗｈｉｔｈａｍ￣Ｂｒｏｅｒ￣Ｋａｕｐ ｔｙｐｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ.

Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕ￣

ｌａｔｉｏｎꎬ ２０１６ꎬ３６:１~１３

８ Ｇａｏ Ｂ. Ｓｙｍｍｅｔｒｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ｓｏｌｕ￣

ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ￣Ｗｈｉｔｈａｍ￣Ｂｒｏｅｒ￣Ｋａｕｐ ｅｑｕａｔｉｏｎ.

Ｗａｖｅｓ ｉｎ Ｒａｎｄｏｍ ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｘ Ｍｅｄｉａꎬ ２０１７ꎬ２７(４):７００

~７１０

９ Ｂｒｉｄｇｅｓ Ｔ Ｊ. Ｍｕｌｔｉ￣ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｗａｖｅ ｐｒｏｐａ￣

ｇａｔｉｏｎ. Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｐｈｉｌｏ￣

ｓｏｐｈｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙꎬ １９９７ꎬ１２１(１):１４７~１９０

１０　 Ｈｕ Ｗ Ｐꎬ Ｄｅｎｇ Ｚ Ｃꎬ Ｈａｎ Ｓ Ｍꎬ ｅｔ ａｌ. Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉ￣

ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｗａｖｅ ＰＤＥｓ. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ ２０１３ꎬ２３５:

３９４~４０６

１１　 胡伟鹏ꎬ邓子辰. 无限维动力学系统的保结构分析方

法. 西安:西北工业大学出版社ꎬ ２０１５ (Ｈｕ Ｗ Ｐꎬ Ｄｅｎｇ

Ｚ Ｃ. Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ. Ｘｉ′ ａｎ:Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉ￣

ｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ ２０１５ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

１２　 Ｈｕ Ｗ Ｐꎬ Ｓｏｎｇ Ｍ Ｚꎬ Ｄｅｎｇ Ｚ Ｃ. Ｅｎｅｒｇｙ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ / ｔｒａｎｓ￣

ｆｅｒ ａｎｄ ｓｔａｂｌｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｏｎ￣ｏｒｂｉｔ ｔｅｔｈｅｒｅｄ ｓｙｓｔｅｍ.

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎꎬ ２０１８ꎬ４１２:５８~７３

１３　 Ｈｕ Ｗ Ｐꎬ Ｄｅｎｇ Ｚ Ｃꎬ Ｙｉｎ Ｔ Ｔ. Ａｌｍｏｓｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ

６１３



第 ４ 期 韩磊等:ＷＢＫ 方程稳态解的保结构分析

ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｗｅａｋｌｙ ｌｉｎｅａｒ ｄａｍｐｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ

ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ. Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ

Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎꎬ ２０１７ꎬ４２:

２９８~３１２

１４　 Ｈｕ Ｗ Ｐꎬ Ｄｅｎｇ Ｚ Ｃꎬ Ｗａｎｇ Ｂꎬ ｅｔ ａｌ. Ｃｈａｏｓ ｉｎ ａｎ ｅｍｂｅｄ￣

ｄｅｄ ｓｉｎｇｌｅ￣ｗａｌｌｅｄ ｃａｒｂｏｎ ｎａｎｏｔｕｂｅ. Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓꎬ

２０１３ꎬ７２(１￣２):３８９~３９８

１５　 胡伟鹏ꎬ邓子辰. 大阻尼杆振动的广义多辛算法. 动力

学与控制学报ꎬ ２０１３ꎬ１１(１):１~４ (Ｈｕ Ｗ Ｐꎬ Ｄｅｎｇ Ｚ Ｃ.

Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉ￣ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｉｇ

ｄａｍｐｉｎｇ ｂａｒ. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ ２０１３ꎬ１１

(１):１~４ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

１６　 魏乙ꎬ邓子辰ꎬ李庆军等. 空间太阳能电站的轨道、姿态

和结构振动的耦合动力学建模及辛求解. 动力学与控

制学报ꎬ ２０１６ꎬ１４(６):５１３~ ５１９ (Ｗｅｉ Ｙꎬ Ｄｅｎｇ Ｚ Ｃꎬ Ｌｉ

Ｑ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ. Ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｍｏｎｇ ｏｒｂｉｔａｌ ｍｏ￣

ｔｉｏｎꎬａｔｔｉｔｕｄｅ ｍｏｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｙｍｐｌｅｃ￣

ｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＳＰＳ. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ

２０１６ꎬ１４(６):５１３~５１９ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ １６ Ｊｕｌｙ ２０１８ꎬｒｅｖｉｓｅｄ ７ Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ ２０１８.
∗Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ (１１６７２２４１) ａｎｄ ｔｈｅ Ｏｐｅｎ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ

Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｉｎｄｕｓｔｒｉａｌ Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ (ＧＺ１６０５).
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｗｐｈｕ＠ｎｗｐｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

ＳＴＲＵＣＴＵＲＥ￣ＰＲＥＳＥＲＶＩＮＧ ＡＮＡＬＹＳＩＳ ＦＯＲ

ＳＴＥＡＤＹ￣ＳＴＡＴＥ ＳＯＬＵＴＩＯＮ ＯＦ ＷＢＫ ＥＱＵＡＴＩＯＮ∗

Ｈａｎ Ｌｅｉ１ 　 Ｈｕ Ｗｅｉｐｅｎｇ２†

(１.Ｘｉａｎｙａｎｇ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ Ｗａｔｅｒ Ｃｏｎｓｅｒｖａｎｃｙ ａｎｄ Ｈｙｄｒｏｐｏｗｅｒ Ｐｌａｎｎｉｎｇ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎꎬ Ｘｉａｎｙａｎｇ　 ７１２０００ꎬ Ｃｈｉｎａ)

(２.Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅꎬ Ｘｉ′ａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｘｉ′ａｎ　 ７１００４８ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｎｄｉｎｇ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｆｌｅｃｔｓ
ｔｈｅ ｈｅａｄ ｌｏｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｄｉｒｅｃｔｌｙ.Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｉｄｅａꎬｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｆｏｒｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｓｐａｔｉａｌ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅꎬｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｆｌｕｘ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｆｌｕｘ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗ ｗｅｒｅ ｄｅ￣
ｄｕｃｅｄ ｆｉｒｓｔｌｙ.Ａｎｄ ｔｈｅｎꎬｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ ｓｃｈｅｍｅ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｉｔｓ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｐａｔｉａｌ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｆｏｒｍ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｔｏ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＷＢＫ ｅｑｕａｔｉｏｎ.Ｉｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓꎬ
ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ Ｂｏｘ ｓｃｈｅｍｅ ｗｅｒｅ ｖｅｒｉｆｉｅｄ. Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎꎬｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ＷＢＫ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｗｅｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｉｎ ｄｅｔａｉｌꎬｗｈｉｃｈ ｗｉｌｌ ｐｒｏ￣
ｖｉｄｅ ａ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｈｅａｄ ｌｏｓｓ ｉｎ ａ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍ.

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ＷＢＫ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ　 ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇꎬ　 ｓｔｅａｄｙ￣ｓｔａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬ　 ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｆｌｕｘꎬ　 ｍｕｌｔｉ￣ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ
ｍｅｔｈｏｄ
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