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摘要　 研究判定定常 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统稳定性的三重组合梯度方法. 首先ꎬ分别给出 ４类基本梯度系统

和 ４类三重组合梯度系统的定义和微分方程ꎻ其次ꎬ得到非完整系统的相应完整系统成为三重组合梯度系

统的条件ꎬ从而将定常 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统化成各类三重组合梯度系统ꎻ最后ꎬ利用三重组合梯度系统的

性质来研究系统的稳定性. 举例说明结果的应用.
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引言

完整和非完整系统约束动力学[１]是分析力学

的两大分支. 自从 Ｈｅｒｔｚ 建立了非完整系统动力学

之后ꎬ人们又把非完整约束分为两类ꎬ即 Ｃｈｅｔａｅｖ型
和非 Ｃｈｅｔａｅｖ型. 近年来ꎬ对非完整系统动力学尤

其是 Ｃｈｅｔａｅｖ 型非完整系统动力学的研究非常活

跃ꎬ且已取得一些重要进展. 研究内容涉及经典力

学[２ꎬ３]ꎬ场论[４]ꎬ相对论力学[５ꎬ６]ꎬ姿态动力学[７]ꎬ机
器人控制理论[８]ꎬ移动机器人[９]ꎬ机械工程[１０]ꎬ守
恒量ꎬ对称性和对称性摄动[１１－１３]以及不变流形[１４]

等.
梯度系统ꎬ作为一类数学系统ꎬ它是动力系统

中的重要研究对象. 有关梯度系统解的稳定性的研

究特别适合用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数[１５]ꎬ相关研究进展见

文献[１６－３１].基本的梯度系统可分为 ４类ꎬ即通常

梯度系统、斜梯度系统、具有对称负定矩阵的梯度系

统、具有半负定矩阵的梯度系统. 将这 ４类基本梯度

系统三三组合起来ꎬ就构成 ４类三重组合梯度系统.
如果三重组合梯度系统的势函数为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ
就可根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来研究该系统的稳定性. 因
直接用微分方程构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数较为困难ꎬ考虑

研究定常 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整系统在什么条件下可以

转化为三重组合梯度系统. 进一步利用三重组合梯

度系统的性质研究其稳定性. 本文首先给出 ４类三

重组合梯度系统的定义ꎬ其次ꎬ将定常 Ｃｈｅｔａｅｖ型非

完整系统在一定条件下化成这 ４ 类三重组合梯度

系统ꎬ并用三重组合梯度系统的性质来研究这类力

学系统解的稳定性.

１　 基本梯度系统

１.１　 通常梯度系统

系统的微分方程可表示为:

ｘ̇ｉ ＝ －
∂Ｖ
∂ｘｉ
　 ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)

(１)
其中 Ｖ ＝ Ｖ( ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｍ)是系统的一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数称为势函数ꎬ且 Ｖ̇＝ ０ꎬ当且仅当 Ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬ
ｘｍ)是一个平衡点ꎬ此外ꎬ系统任一平衡点处的线性

化系统都只有实特征值ꎬ由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 一次近似理

论ꎬ若 Ｖ̇<０ꎬ则系统是渐近稳定性的ꎻ若有 Ｖ̇>０ꎬ则
系统是不稳定的.
１.２　 斜梯度系统

微分方程可表示为:
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ｘ̇ｉ ＝ ｂｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
　 ( ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) (２)

此处及以后相同指标表示求和. 方程中的函数 Ｖ ＝
Ｖ(ｘ)称为能量函数ꎬ而矩阵(ｂｉｊ)＝ (ｂｉｊ(ｘ))是反对

称的ꎬ即 ｂｉｊ(ｘ)＝ －ｂ ｊｉ(ｘ) .
１.３　 具有对称负定矩阵的梯度系统

微分方程可表示为:

ｘ̇ｉ ＝Ｓｉｊ
∂Ｖ
∂ｘｉ
　 ( ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) (３)

其中 Ｓｉｊ ＝Ｓｉｊ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是对称负定的.
１.４　 具有半负定矩阵的梯度系统

微分方程可表示为:

ｘ̇ｉ ＝ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
　 ( ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) (４)

其中 ａｉｊ ＝ａｉｊ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是半负定的.

２　 三重组合梯度系统及其性质

２.１　 三重组合梯度系统Ⅰ
系统的微分方程为:

ｘ̇ｉ ＝ －
∂Ｖ
∂ｘｉ
＋ｂｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
＋Ｓｉｊ
∂Ｖ
∂ｘｉ
　 ( ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) (５)

其中 ｂｉｊ(ｘ)＝ －ｂ ｊｉ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是反对称的. Ｓｉｊ ＝

Ｓｉｊ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是对称负定的. 这类三重组合

梯度系统由通常梯度系统、斜梯度系统和具有对称

负定矩阵的梯度系统组合而成. 按方程(５)求 Ｖ̇ꎬ
得:

Ｖ̇＝ － ∂Ｖ
∂ｘｉ

∂Ｖ
∂ｘｉ
＋∂Ｖ
∂ｘｉ

Ｓｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ

(６)

它是负定的. 因此ꎬ如果 Ｖ 为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ则系

统的解是渐近稳定的.
２.２　 三重组合梯度系统Ⅱ

由通常的梯度系统、斜梯度系统和具有半负定

矩阵的梯度系统组合而成ꎬ其微分方程为:

ｘ̇ｉ ＝ －
∂Ｖ
∂ｘｉ
＋ｂｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
＋ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
　 ( ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) (７)

其中 ｂｉｊ(ｘ)＝ －ｂ ｊｉ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是反对称的. ａｉｊ ＝

ａｉｊ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是半负定的. 按方程(７)求 Ｖ̇ꎬ
得:

Ｖ̇＝ － ∂Ｖ
∂ｘｉ

∂Ｖ
∂ｘｉ
＋∂Ｖ
∂ｘｉ

ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ

(８)

它是负定的. 因此ꎬ如果 Ｖ 为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ则系

统的解是渐近稳定的.

２.３　 三重组合梯度系统Ⅲ
由通常的梯度系统、具有对称负定矩阵的梯度

系统和具有半负定矩阵的梯度系统组合而成ꎬ其微

分方程为:

ｘ̇ｉ ＝ －
∂Ｖ
∂ｘｉ
＋Ｓｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
＋ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
　 ( ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) (９)

其中 Ｓｉｊ ＝Ｓｉｊ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是对称负定的. ａｉｊ ＝ ａｉｊ

(ｘ)ꎬ对应的矩阵是半负定的. 按方程(９)求 Ｖ̇ꎬ得:

Ｖ̇＝ － ∂Ｖ
∂ｘｉ

∂Ｖ
∂ｘｉ
＋∂Ｖ
∂ｘｉ

Ｓｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
＋∂Ｖ
∂ｘｉ

ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ

(１０)

它是负定的. 因此ꎬ如果 Ｖ 为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ则系

统的解是渐近稳定的.
２.４　 三重组合梯度系统Ⅳ

由斜梯度系统、具有对称负定矩阵的梯度系统

和具有半负定矩阵的梯度系统组合而成ꎬ其微分方

程为:

ｘ̇ｉ ＝ ｂｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
＋Ｓｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
＋ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
　 ( ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) (１１)

其中 ｂｉｊ(ｘ)＝ －ｂ ｊｉ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是反对称的. Ｓｉｊ ＝
Ｓｉｊ(ｘ)ꎬ对应的矩阵是对称负定的. ａｉｊ ＝ ａｉｊ(ｘ)ꎬ对应

的矩阵是半负定的. 按方程(１１)求 Ｖ̇ꎬ得:

Ｖ̇＝ ∂Ｖ
∂ｘｉ

Ｓｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ
＋∂Ｖ
∂ｘｉ

ａｉｊ
∂Ｖ
∂ｘ ｊ

(１２)

它是负定的. 因此ꎬ如果 Ｖ 为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ则系

统的解是渐近稳定的.
如果 Ｖ 为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ不必求 Ｖ̇ꎬ便可判断

这 ４类三重组合梯度系统都是渐近稳定的.

３　 系统的三重组合梯度表示

设系统的位形由 ｎ 个广义坐标 ｑｓ( ｓ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ

ｎ)来确定ꎬ它的运动受有 ｇ 个彼此独立的定常双面

理想 Ｃｈｅｔａｅｖ型非完整约束:
ｆβ(ｑꎬｑ̇)＝ ０　 (β＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｇ) (１３)

系统的运动微分方程可表示为:

ｄ
ｄｔ
∂Ｌ
∂ｑ̇ｓ
－ ∂Ｌ
∂ｑｓ
＝Ｑｓ＋λβ

∂ｆβ
∂ｑ̇ｓ

( ｓ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎻβ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｇ) (１４)
其中 Ｌ＝Ｌ(ｑꎬｑ̇)为系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数ꎬＱｓ ＝Ｑｓ(ｑꎬ
ｑ̇)为非势广义力ꎬλβ 为约束乗子. 设系统非奇异ꎬ
即设:

ｄｅｔ ∂
２Ｌ

∂ｑ̇ｓ∂ｑ̇ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷≠０ (１５)

７０３
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在运动微分方程微分之前ꎬ可求出 λβ ＝ λβ(ｑꎬ ｑ̇)ꎬ
于是方程(１４)可写成形式:

ｄ
ｄｔ
∂Ｌ
∂ｑ̇ｓ
－ ∂Ｌ
∂ｑｓ
＝Ｑｓ＋Λｓ 　 ( ｓ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ) (１６)

其中:

Λｓ ＝Λｓ(ｑꎬｑ̇)＝ λβ(ｑꎬｑ̇)
∂ｆβ
∂ｑ̇ｓ

(１７)

称方程(１６)为与非完整系统(１３)、(１４)相应的完

整系统的方程. 如果运动初始条件满足约束方程

(１３)ꎬ则相应完整系统的解就给出非完整系统的

运动[３２ꎬ３３] . 因此ꎬ只要研究系统(１６) .
在假设(１５)下ꎬ可由方程(１６)求出所有广义

加速度ꎬ记为:
ｑ̈ｓ ＝αｓ(ｑꎬｑ̇)　 ( ｓ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ) (１８)

令:
ａｓ ＝ ｑｓꎬ ａｎ＋ｓ ＝ ｑ̇ｓ (１９)

则方程(１８)可写成一阶形式:
ａ̇μ ＝Ｆμ(ａ)　 (μ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ) (２０)

其中:
Ｆｓ ＝ａｎ＋ｓꎬ Ｆｎ＋ｓ ＝αｓ (２１)

引进广义动量 ｐｓ 和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈꎬ

ｐｓ ＝
∂Ｌ
∂ｑ̇ｓ
ꎬ Ｈ＝ ｐｓ ｑ̇ｓ－Ｌ (２２)

方程(１６)用正则变量可表示为:

ｑ̇ｓ ＝
∂Ｈ
∂ｐｓ
ꎬ ｐ̇ｓ ＝ －

∂Ｈ
∂ｑｓ
＋Ｑ ｓ＋Λ ｓ

( ｓ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ) (２３)

其中 Ｑ ｓ 和 Λ ｓ 为用正则变量表示的 Ｑｓ 和 Λｓ . 进一

步ꎬ方程(２３)还可以写成易于讨论的如下形式:

ａ̇μ ＝ωμν ∂Ｈ
∂ａν＋Ｐμ 　 (μꎬν＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ２ｎ) (２４)

其中 ａｓ ＝ ｑｓꎬ ａｎ＋ｓ ＝ ｐｓ

(ωμν)＝
０ｎ×ｎ １ｎ×ｎ
－１ｎ×ｎ ０ｎ×ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬＰｓ ＝ ０ꎬ

Ｐｎ＋ｓ ＝Ｑ ｓ＋Λ ｓ (２５)
一般而言ꎬ方程(２０)或(２４)都不是三重组合

梯度系统的方程. 对方程(２０)ꎬ如果存在矩阵 ｂμνꎬ
Ｓμνꎬａμν和函数 Ｖ 满足以下各式:

Ｆμ ＝ －
∂Ｖ
∂ａμ
＋ｂμν
∂Ｖ
∂ａν＋Ｓμν

∂Ｖ
∂ａν (２６)

Ｆμ ＝ －
∂Ｖ
∂ａμ
＋ｂμν
∂Ｖ
∂ａν＋ａμν

∂Ｖ
∂ａν (２７)

Ｆμ ＝ －
∂Ｖ
∂ａμ
＋Ｓμν
∂Ｖ
∂ａν＋ａμν

∂Ｖ
∂ａν (２８)

Ｆμ ＝ ｂμν
∂Ｖ
∂ａν＋Ｓμν

∂Ｖ
∂ａν＋ａμν

∂Ｖ
∂ａν (２９)

则它可分别成为三重组合梯度系统ⅠꎬⅡꎬⅢꎬⅣ.
对方程(２４)ꎬ如果存在矩阵 ｂμνꎬＳμνꎬａμν和函数

Ｖ 满足以下各式:

ωμν ∂Ｈ
∂ａν＋Ｐμ ＝ －

∂Ｖ
∂ａμ
＋ｂμν
∂Ｖ
∂ａν＋Ｓμν

∂Ｖ
∂ａν (３０)

ωμν ∂Ｈ
∂ａν＋Ｐμ ＝ －

∂Ｖ
∂ａμ
＋ｂμν
∂Ｖ
∂ａν＋ａμν

∂Ｖ
∂ａν (３１)

ωμν ∂Ｈ
∂ａν＋Ｐμ ＝ －

∂Ｖ
∂ａμ
＋Ｓμν
∂Ｖ
∂ａν＋ａμν

∂Ｖ
∂ａν (３２)

ωμν ∂Ｈ
∂ａν＋Ｐμ ＝ ｂμν

∂Ｖ
∂ａν＋Ｓμν

∂Ｖ
∂ａν＋ａμν

∂Ｖ
∂ａν (３３)

则它可分别成为三重组合梯度系统ⅠꎬⅡꎬⅢꎬⅣ.
需注意的是ꎬ若条件(２６) ~ (２９)或者(３０) ~

(３３)不满足ꎬ并不能断定它不是三重组合梯度系

统ꎬ因为这还与方程的一阶形式的选取有关.
由上式找到矩阵 ｂμνꎬＳμνꎬａμν和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

Ｖꎬ才能将力学系统化成三重组合梯度系统.

４　 应用举例

例 １　 非完整系统为:

Ｌ＝ １
２
( ｑ̇１ ２＋ｑ̇２ ２)

Ｑ１ ＝ －４８ｑ１－２０ｑ̇１
Ｑ２ ＝ －ｑ̇２
ｆ＝ ｑ̇１＋ｑ̇２＋ｑ２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(３４)

试将其化成三重组合梯度系统ꎬ并研究零解的稳定

性.
解:　 方程(１６)给出:
ｑ̈１ ＝ －４８ｑ１－２０ｑ̇１＋λ
ｑ̈２ ＝ －ｑ̇２＋λ

联合约束方程可解得:
λ＝ ２４ｑ１＋１０ｑ̇１

代入得相应完整系统的方程:
ｑ̈１ ＝ －２４ｑ１－１０ｑ̇１
ｑ̈２ ＝ －ｑ̇２＋２４ｑ１＋１０ｑ̇１
现将 ｑ１ 的方程化成三重组合梯度系统. 令:
ａ１ ＝ ｑ１

ａ２ ＝ ｑ１＋
１
４ ｑ̇１

８０３
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则:
ａ̇１ ＝ ４ａ２－４ａ１

ａ̇２ ＝ －６ａ２

它可写成形式:

　
ａ̇１

ａ̇２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
０ １
－１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－１ １
１ －２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∂Ｖ
∂ａ１

∂Ｖ
∂ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

这是三重组合梯度系统Ⅰꎬ而Ⅴ为:
Ｖ＝(ａ１) ２＋(ａ２) ２

它在 ａ１ ＝ａ２ ＝ ０ 的邻域内是正定的ꎬ因此ꎬ零解 ａ１ ＝
ａ２ ＝ ０是渐近稳定的.

例 ２　 非完整系统为:

Ｌ＝ １
２
( ｑ̇１ ２＋ｑ̇２ ２)

Ｑ１ ＝ －２４ｑ１－２０ｑ̇１
Ｑ２ ＝ －ｑ̇２
ｆ＝ ｑ̇１＋ｑ̇２＋ｑ２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(３５)

试将其化成三重组合梯度系统ꎬ并研究零解的稳定

性.
解:　 方程(１６)给出:
ｑ̈１ ＝ －２４ｑ１－２０ｑ̇１＋λ
ｑ̈２ ＝ －ｑ̇２＋λ

联合约束方程可解得:
λ＝ １２ｑ１＋１０ｑ̇１

代入得相应完整系统的方程:
ｑ̈１ ＝ －１２ｑ１－１０ｑ̇１
ｑ̈２ ＝ －ｑ̇２＋１２ｑ１＋１０ｑ̇１
现将 ｑ１ 的方程化成三重组合梯度系统. 令:

ａ１ ＝ ｑ１

ａ２ ＝ ２ｑ１＋
１
２ ｑ̇１

则:
ａ̇１ ＝ ２ａ２－４ａ１ꎬ ａ̇２ ＝ ６ａ１－６ａ２

它可写成形式:

　
ａ̇１

ａ̇２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
０ －１
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－１ １
１ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∂Ｖ
∂ａ１

∂Ｖ
∂ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

这是三重组合梯度系统Ⅱꎬ而Ⅴ为:
Ｖ＝(ａ１) ２＋(ａ２) ２－ａ１ａ２

它在 ａ１ ＝ａ２ ＝ ０ 的邻域内是正定的ꎬ因此ꎬ零解 ａ１ ＝

ａ２ ＝ ０是渐近稳定的.
例 ３　 非完整系统为:

Ｌ＝ １
２
( ｑ̇１ ２＋ｑ̇２ ２)

Ｑ１ ＝(１＋ｑ１ ２)(－８ｑ１－７ｑ̇１)

Ｑ２ ＝ －ｑ̇２－ｑ̇１ ２

ｆ＝ ｑ１ ｑ̇１＋ｑ̇２＋ｑ２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(３６)

试将其化成三重组合梯度系统ꎬ并研究零解的稳定

性.
解:　 方程(１６)给出:
ｑ̈１ ＝(１＋ｑ１ ２)(－８ｑ１－７ｑ̇１)＋λｑ１
ｑ̈２ ＝ －ｑ̇２－ｑ̇１ ２＋λ

联合约束方程可解得:
λ＝ ｑ１(８ｑ１＋７ｑ̇１)

代入得相应完整系统的方程:
ｑ̈１ ＝ －８ｑ１－７ｑ̇１
ｑ̈２ ＝ ｑ１(８ｑ１＋７ｑ̇１)－ｑ̇２－ｑ̇１ ２

现将 ｑ１ 的方程化成三重组合梯度系统. 令:

ａ１ ＝ ２ｑ１ꎬａ２ ＝ ３ｑ１＋ｑ̇１
则:

ａ̇１ ＝ ２ａ２－３ａ１ꎬ ａ̇２ ＝ ２ａ１－４ａ２

它可写成形式:

　
ａ̇１

ａ̇２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

－１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－１ １
１ －２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－１ １
１ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∂Ｖ
∂ａ１

∂Ｖ
∂ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

这是三重组合梯度系统 Ⅲꎬ而Ⅴ为:

Ｖ＝ １
２
(ａ１) ２＋ １

２
(ａ２) ２

它在 ａ１ ＝ａ２ ＝ ０ 的邻域内是正定的ꎬ因此ꎬ零解 ａ１ ＝

ａ２ ＝ ０是渐近稳定的.
例 ４　 非完整系统为:

Ｌ＝ １
２
( ｑ̇１ ２＋ｑ̇２ ２)

Ｑ１ ＝ －２８ｑ̇１－９６ｑ１－４８ｓｉｎｑ１－２４ｑ１ ２ｃｏｓｑ１－

８ｑ̇１ｓｉｎｑ１－８ｑ１ ｑ̇１ｃｏｓｑ１－８ｑ１ ｑ̇１＋４ｑ１ ２ ｑ̇１ｓｉｎｑ１
Ｑ２ ＝ －ｑ̇２
ｆ＝ ｑ̇１＋ｑ̇２＋ｑ２ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(３７)
试将其化成三重组合梯度系统ꎬ并研究零解的稳定

性.
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解:　 方程(１６)给出:
ｑ̈１ ＝ －２８ｑ̇１－９６ｑ１－４８ｓｉｎｑ１－２４ｑ１ ２ｃｏｓｑ１－
８ｑ̇１ｓｉｎｑ１－８ｑ１ ｑ̇１ｃｏｓｑ１－８ｑ１ ｑ̇１＋
４ｑ１ ２ ｑ̇１ｓｉｎｑ１＋λ

ｑ̈２ ＝ －ｑ̇２＋λ
联合约束方程可解得:

λ＝ １４ｑ̇１＋４８ｑ１＋２４ｓｉｎｑ１＋１２ｑ１ ２ｃｏｓｑ１＋
４ｑ̇１ｓｉｎｑ１＋４ｑ１ ｑ̇１ｃｏｓｑ１＋４ｑ１ ｑ̇１－２ｑ１ ２ ｑ̇１ｓｉｎｑ１

代入得相应完整系统的方程:
ｑ̈１ ＝ －１４ｑ̇１－４８ｑ１－２４ｓｉｎｑ１－１２ｑ１ ２ｃｏｓｑ１－
４ｑ̇１ｓｉｎｑ１－４ｑ１ ｑ̇１ｃｏｓｑ１－４ｑ１ ｑ̇１＋２ｑ１ ２ ｑ̇１ｓｉｎｑ１

ｑ̈２ ＝ －ｑ̇２＋１４ｑ̇１＋４８ｑ１＋２４ｓｉｎｑ１＋１２ｑ１ ２ｃｏｓｑ１＋
４ｑ̇１ｓｉｎｑ１＋４ｑ１ ｑ̇１ｃｏｓｑ１＋４ｑ１ ｑ̇１－２ｑ１ ２ ｑ̇１ｓｉｎｑ１

现将 ｑ１ 的方程化成三重组合梯度系统. 令:
ａ１ ＝ ｑ１

ａ２ ＝ １
４ ｑ̇１
＋ｑ１(２＋ｓｉｎｑ１)＋

１
２
ｑ１ ２ｃｏｓｑ１

则:
ａ̇１ ＝ －４ａ１(２＋ｓｉｎａ１)－２(ａ１) ２ｃｏｓａ１＋４ａ２

ａ̇２ ＝ －６ａ２

它可写成形式:

ａ̇１

ａ̇２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ １
－１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－１ ０
０ －２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋
－１ １
１ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∂Ｖ
∂ａ１

∂Ｖ
∂ａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

这是三重组合梯度系统Ⅳꎬ而Ⅴ为:
Ｖ＝(ａ１) ２(２＋ｓｉｎａ１)＋(ａ２) ２

它在 ａ１ ＝ａ２ ＝ ０ 的邻域内是正定的ꎬ因此ꎬ零解 ａ１ ＝
ａ２ ＝ ０是渐近稳定的.

５　 结论

直接构造非完整系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数通常比

较困难ꎬ但利用梯度系统则可以降低研究非完整系

统稳定性的难度. 针对既不能直接用基本梯度系统

也不能用简单的组合梯度系统来研究其稳定性的

非完整系统ꎬ本文首次将 ４种基本梯度系统三重组

合起来ꎬ根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数讨论了一类更为复杂

的非完整系统解的稳定性. 同时也为研究其它复杂

约束力学系统解的稳定性提供了一种新方法.
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ｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ Ｃｈｅｔａｅｖ′ｓ ｔｙｐｅ. Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ ｏｆ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ ２０１６(１):４５~５５ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

２４　 陈向炜ꎬ张晔ꎬ梅凤翔. 用具有负定非对称矩阵的梯度

系统构造稳定的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统. 力学学报ꎬ ２０１７ꎬ

４９(１):１４９~１５３ (Ｃｈｅｎ Ｘ Ｗꎬ Ｚｈａｎｇ Ｙꎬ Ｍｅｉ Ｆ Ｘ. Ｓｔａ￣

ｂｌｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｉｒｋｈｏｆｆ ｓｙｓｔｅｍｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙ ｕｓｉｎｇ ａ

ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｎｏｎ￣ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌ ｎｅｇａｔｉｖｅ￣ｄｅｆｉｎｉｔｅ

ｍａｔｒｉｘ. Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅ￣

ｃｈａｎｉｃｓꎬ ２０１７ꎬ４９(１):１４９~１５３ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

２５　 陈向炜ꎬ曹秋鹏ꎬ梅凤翔. 广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系统稳定性对

双参数的依赖关系. 力学季刊ꎬ ２０１７(１):１０８ ~ １１２

(Ｃｈｅｎ Ｘ Ｗꎬ Ｃａｏ Ｑ Ｐꎬ Ｍｅｉ Ｆ Ｘ. Ｄｅｐｅｎｄａｎｃｅ ｏｆ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｂｉｒｋｈｏｆｆ ｓｙｓｔｅｍ ｏｎ ｔｗｏ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ. Ｃｈｉｎｅｓｅ
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(１.Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ Ｓｕｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｓｕｚｈｏｕ　 ２１５００９ꎬ Ｃｈｉｎａ)

(２.Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ Ｓｕｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｓｕｚｈｏｕ　 ２１５０１１ꎬ Ｃｈｉｎａ)

(３.Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ａｎｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ Ｓｈａｎｇｑｉｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｓｈａｎｇｑｉｕ　 ４７６０００ꎬ Ｃｈｉｎａ)

(４.Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇꎬ Ｓｈａｎｇｑｉｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｓｈａｎｇｑｉｕ　 ４７６０００ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ａ ｔｒｉｐｌｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ
ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｃｈｅｔａｅｖ′ｓ ｔｙｐｅ. Ｆｉｒｓｔｌｙꎬｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｏｕｒ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｂａｓｉｃ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ
ａｎｄ ｆｏｕｒ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ ｔｒｉｐｌｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｅｒｅ ｇｉｖｅｎ. Ｓｅｃｏｎｄｌｙꎬｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓꎬｕｎｄｅｒ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅ￣
ｓｐｏｎｄｉｎｇ ｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂｅｃｏｍｅ ｔｒｉｐｌｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓꎬｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ.
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｔｈｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ Ｃｈｅｔａｅｖ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ ｃａｎ ｂｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ｖａｒｉｏｕｓ ｔｒｉｐｌｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｓｙｓｔｅｍｓ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｓｔｕｄｉｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒｉｐｌｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｓｙｓ￣
ｔｅｍ. Ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｗｅｒｅ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ ｂｙ ｆｏｕｒ ｅｘａｍｐｌｅｓ.

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓꎬ　 ｔｒｉｐｌｅ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄꎬ　 ｓｔａｂｉｌｉｔｙ
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