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摘要　 本文研究了二维光子晶体的时域精细积分法ꎬ并对其精度、效率、以及稳定性进行分析.从麦克斯韦方

程的微分形式出发ꎬ利用 Ｙｅｅ 元胞将空间微分算子近似为差分算子ꎬ结合边界条件及激励源的表达式得到

一组关于时间的常微分方程.对时间进行精细划分ꎬ使用精细积分算法求解常微分方程组.结合通解与激励

源的特解得到光子晶体两端的反射场及透射场分布ꎬ进而通过傅里叶变换求得二维光子晶体的传输特性.数

值算例表明ꎬ本文方法具有准确、稳定、高效的特点.
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引言

光子晶体是一种介电常数在空间呈周期性排

列的人造材料ꎬ其最基本特征是具有光子带隙ꎬ即
一定频率范围内的电磁波在某些方向或全部方向

被禁止传播[１ꎬ２] .光子晶体按照空间维度可分为一

维、二维和三维光子晶体.三维光子晶体在任意方

向上都可存在光子带隙ꎬ但其在理论计算与工艺制

造两方面都存在严格的限制.相对而言ꎬ 二维光子

晶体容易制造ꎬ被广泛应用于光波导、多功能传感

器等光学器件中[３－５]ꎬ二维光子晶体传输特性的研

究具有重要的理论意义和应用价值.
在研究光子晶体传输特性的数值计算方法

中ꎬ时域有限差分法( ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎꎬ
ＦＤＴＤ)是应用最为广泛的时域计算方法[６－９] .这种

方法通过对电磁场分量在空间和时间上采取交替

抽样的离散方式将 Ｍａｘｗｅｌｌ 旋度方程转化为一组

差分方程ꎬ并在时间轴上逐步递进地求解空间电

磁场[１０] .然而ꎬ将微分算子化为差分算子会带来

计算精度、计算效率、以及稳定性等问题ꎬ且

ＦＤＴＤ 法在时间步长上会受柯朗稳定性条件的限

制[１１] .对于二维光子晶体ꎬ需要加密空间网格以

能精确模拟其几何形状及电磁参数ꎬ否则精度无

法保证ꎻ另外ꎬ由于柯朗稳定性条件的限制ꎬ在缩小

空间网格尺寸的同时必须使用很小的时间步长ꎬ因
而计算效率也会降低.为解决精度、效率、以及稳定

性问题ꎬ人们对 ＦＤＴＤ 法不断进行改进[１２－１４] .精细

积分法是一种高精度的时间积分方法ꎬ在较大时间

步长下数值色散误差可以控制的很小ꎬ在结构动力

学ꎬ弹性力学等计算力学领域得到广泛应用[１５－１８] .
文献[１９]把精细积分法引入到 ＦＤＴＤ 中ꎬ提出一种

求解光子晶体传输特性的时域精细积分法(ｐｒｅｃｉｓｅ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ￣ｄｏｍａｉｎꎬ ＰＩＴＤ)ꎬ但仅考虑了简单的

一维情形.
本文将时域精细积分法扩展到二维光子晶体

的研究ꎬ并对其精度、效率、以及稳定性进行分析.
从 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程的微分形式出发ꎬ 首先在空间上

利用 Ｙｅｅ 元胞把微分算子近似为差分算子ꎬ结合

边界条件及激励源的表达式将 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组化

为一组关于时间的常微分方程.在时间上对 ＦＤＴＤ
法进行改进ꎬ将时间步长进行精细划分ꎬ使用精细

积分算法求解常微分方程组.最后结合方程的通

解与激励源的特解得到光子晶体两端反射场及透

射场分布ꎬ进而通过傅里叶变换求得二维光子晶

体的传输特性.数值算例验证了本文方法的正确

性ꎬ并与传统 ＦＤＴＤ 法进行了比较ꎬ表明本文方法

在计算精度、计算效率以及稳定性方面具有明显

优势.
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１　 理论推导

１.１　 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程的空间离散

求解光子晶体传输特性首先从 Ｍａｘｗｅｌｌ 旋度

方程出发:
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其中 εꎬμ 和 σ 分别为材料的介电常数ꎬ磁导率和

电导率ꎬｔ 为时间ꎬＥ 和 Ｈ 分别是电场和磁场.
对于二维问题ꎬ设所有物理量均与 ｚ 坐标无

关ꎬ即∂ / ∂ｚ＝ ０ꎬ则 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组可划分为[１１]:
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与一维下电磁场只有 ＴＥＭ 波不同ꎬ二维直角坐标

系下的电磁场可以分为两组ꎬ其中电场分量 Ｅｘ、Ｅｙ

以及磁场分量 Ｈｚ 为一组ꎬ称为对于 ｅｚ 的 ＴＥ 波ꎻ磁
场分量 ＨｘꎬＨｙ 以及电场分量 Ｅｚ 为一组ꎬ称为对于

ｅｚ 的 ＴＭ 波.场量求解时对 ＴＥ、 ＴＭ 波分别进行

分析.

图 １　 二维 ＴＭ 波的 Ｙｅｅ 元胞

Ｆｉｇ.１　 Ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｙｅｅ′ｓ ｃｅｌｌ ｏｆ ＴＭ ｗａｖｅ

时域精细积分法在空间离散上的处理类似于

时域有限差分法.以 ＴＭ 波为例ꎬ在进行空间离散

时ꎬ其二维 Ｙｅｅ 元胞如图 １ 所示.利用中心差分近

似表示场分量对空间的偏导数ꎬ由(３)式可得时域

精细积分法的空间离散方程为:
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１.２　 边界条件及激励源

边界条件的选取和处理是进行瞬态电磁场数

值分析时经常遇到的问题.由于二维光子晶体具有

典型的周期性结构ꎬ对计算区域边界的处理除了设

置吸收边界条件外还引入了周期边界条件.

图 ２　 计算区域划分

Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ａｒｅａ

以介质柱组成的二维光子晶体为例进行分析.
如图 ２ 所示ꎬ设入射平面波沿 ｘ 正向传播ꎬ光子晶

体在 ｘ 方向上为有限周期的介质柱ꎬｙ 方向上是无

穷周期的介质柱.由于在 ｙ 方向上的周期结构ꎬ因
此对边界的处理采用周期边界条件ꎬ这样分析一个

周期单元就可得到周期结构的空间电磁场分布.
对 ｘ 方向边界的处理采用 Ｍｕｒ 二阶吸收边界

条件ꎬ求解区域左边界取 ｘ＝ ０ꎬ右边界 ｘ＝Ｌ 且 Ｌ>０ꎬ
以 ｘ 左边界为例:
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上式为边界上场分量 Ｅｚ 满足的 Ｍｕｒ 二阶吸收边界

条件.
对光子晶体的传输特性进行时域计算时ꎬ还需

要考虑激励源的模拟.这里将激励源直接作为 Ｍａｘ￣
ｗｅｌｌ 方程中的一个电流源项ꎬ其中激励源采用电偶

极子源ꎬ其电流密度形式如下[２０]:
Ｊｓ(ｒꎬｔ)＝ １０－１２Ｂ(２πｆｃ ｔ) (６)

式中 Ｂ(２πｆｃ ｔ)是 Ｂｌａｃｋｍａｎ￣Ｈａｒｒｉｓ 窗口函数的一阶

导数[２１] .此窗口函数由几个正弦函数组成ꎬ即此电

偶极子源是一个随正弦曲线变化的时谐场源.
１.３　 时域精细积分法

考虑到边界条件及激励源的表达式ꎬ可以将关

于时间的常微分方程组写成如下矩阵形式:
ｄｖ
ｄｔ

＝Ａｖ＋Ｆ( ｔ) (７)

其中 Ａ 为定常矩阵ꎬＦ( ｔ)是由于激励源的引入产

生的激励向量ꎬｖ 是待求的向量函数ꎬ它包含待求

解的全部网格节点上的电场和磁场分量:

ｖ＝
Ｅ
Ｈ{ } (８)

式(７)的解由通解和特解两部分组成:
ｖ( ｔ)＝ ｖｈ＋ｖｐ (９)

其中 ｖｐ 是由激励源 Ｆ( ｔ)所决定的特解ꎬｖｈ 是满足

于方程右端项为零的齐次微分方程的通解ꎬ即无激

励源时的解.设数值积分的时间步长为 Δｔꎬ通解可

由以下的递推关系进行计算[１９]:
ｖｈ１ ＝ｖｈ(Δｔ)＝ Ｔｖｈ０ꎬｖｈ２ ＝Ｔｖｈ１ꎬ􀆺ꎬｖｈ(ｋ＋１)＝ Ｔｖｈｋꎬ􀆺

(１０)
式中 Ｔ＝ｅｘｐ(ＡΔｔ)为指数矩阵.齐次方程的通解 ｖｈ

就可转化为一系列的矩阵—向量乘法.应用精细积

分对指数矩阵 Ｔ 进行高精度计算时ꎬ首先将时间步

长 Δｔ 进一步细分ꎬ即:
τ＝Δｔ / ｍꎬ ｍ＝ ２Ｎ (１１)

其中 Ｎ 一般取 ２０ꎬ则 ｍ ＝ １０４８５７６.这样ꎬ对于给定

时间步长 Δｔꎬτ 将是非常小的时间区段.根据指数

函数的加法定理ꎬ有:
Ｔ＝ｅｘｐ(ＡΔｔ)＝ [ｅｘｐ(Ａτ)]ｍ (１２)

对于 τ 的区段ꎬ将 ｅｘｐ(Ａτ)按 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开至四

阶ꎬ即:

ｅｘｐ(Ａτ)≈Ｉ＋(Ａτ)＋(Ａτ)
２

２
＋(Ａτ)

３

３!
＋(Ａτ)

４

４!
(１３)

其中 Ｉ 为单位矩阵.令:

Ｔａ０ ＝(Ａτ)＋(Ａτ)
２

２
＋(Ａτ)

３

３!
＋(Ａτ)

４

４!
(１４)

则有:
ｅｘｐ(Ａτ)≈Ｉ＋Ｔａ０ (１５)

上式中 Ｔａ０是一个非常小量的矩阵ꎬ当它与 Ｉ 相加

时ꎬ就成为其尾数ꎬ在计算机的舍入操作过程中其

计算精度将会损失殆尽.
为了避免丧失有效位数ꎬ在计算指数矩阵 Ｔ

时ꎬ先将(１２)式分解:
Ｔ ＝[ｅｘｐ(Ａτ)]ｍ ＝(Ｉ＋Ｔａ０) ２Ｎ

＝(Ｉ＋Ｔａ０) ２Ｎ－１×(Ｉ＋Ｔａ０) ２Ｎ－１ (１６)
一共分解 Ｎ 次ꎬ上述分解过程在计算机中相当于

以下语句:
ｆｏｒ ｊ＝ １: Ｎ

Ｔａｊ ＝ ２Ｔａ( ｊ－１) ＋Ｔａ( ｊ－１) ×Ｔａ( ｊ－１)

ｅｎｄ (１７)
当以上语句循环结束后ꎬ再执行:

Ｔ＝ Ｉ＋ＴａＮ (１８)
Ｎ 次迭代后的 ＴａＮ再与 Ｉ 相加时ꎬ避免了舍入误差ꎬ
计算矩阵 Ｔ 的结果几乎是数值上的精确解.再根据

递推公式(１０)便可得到各个时刻的齐次方程的通

解 ｖｈ .
求出通解 ｖｈ 后ꎬ还需求出由激励向量 Ｆ( ｔ)所

决定的特解 ｖｐ .对于随正弦曲线变化的激励源ꎬ激
励向量为:

Ｆ( ｔ)＝ Ｆ１ｓｉｎωｔ＋Ｆ２ｃｏｓωｔ (１９)
式中ꎬω 代表角频率ꎬＦ１ 和 Ｆ２ 是两个非时变向量.
相应的特解为:

νｐ ＝αｓｉｎωｔ＋βｃｏｓωｔ (２０)
其中 α＝ (ω２Ｉ＋Ａ２) －１(ωＦ２ －ＡＦ１)ꎬβ ＝ (ω２Ｉ＋Ａ２) －１

(－ωＦ１－ＡＦ２) .将特解 ｖｐ 与通解 ｖｈ 相结合便可得

到方程(７)的解 ｖꎬ即空间上各个离散的场分量 Ｅ
与 Ｈ.

２　 数值算例

为说明本文方法的正确性ꎬ以如图 ２ 所示的正

方晶格介质柱型二维光子晶体结构为例进行分析ꎬ
其中介质柱半径 ｒ 为 ５. ２５ｍｍꎬ 晶格常量 ａ 为

２０ｍｍꎬ空气的相对介电常数为 １ꎬ介质的相对介电

常数为 ４.５５ꎬ相对磁导率为 １.考虑文献[２２]中实

验结果得到的禁带范围ꎬ这里入射波中心频率取

１０３
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５.８ＧＨｚ.图 ３ 给出了用 ＦＤＴＤ 法和 ＰＩＴＤ 法计算的 ｘ
方向周期数分别为 ６ 和 １０ 时光子晶体的禁带特

性.由图可知ꎬ频率位于 ４.８~６.７ＧＨｚ 的光不能在此

光子晶体中传播ꎬＰＩＴＤ 法和 ＦＤＴＤ 法的计算结果

一致ꎬ并且与文献[２２]中的实验值相吻合ꎬ说明了

本文方法的正确性.

图 ３　 二维光子晶体 ＴＭ 模透射系数

Ｆｉｇ.３　 Ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｆｏｒ ＴＭ ｍｏｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ２Ｄ ｐｈｏｔｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌ

由于光子晶体结构复杂ꎬ难以求出严格的解析

解ꎬ这里用数值模拟得到的 Ｌ２ 误差来分析 ＰＩＴＤ 法

的稳定性及精度.其中ꎬＬ２ 误差的定义为:

Ｌ２ ｅｒｒｏｒ ＝
∫Ｔ

０
ｘ( ｔ) － ｘｒｅｆ( ｔ) ２ｄｔ

∫Ｔ
０

ｘｒｅｆ( ｔ) ２ｄｔ
(２１)

上式中的 ｘｒｅｆ代表参考解ꎬＴ 代表计算时间的

总长度.这里以加密时间网格的 ＦＤＴＤ 法(Δｔ ＝ １×

１０－１４ｓ)为参考解ꎬ计算介质柱型二维光子晶体右边

界处电场分量 Ｅｚ 的 Ｌ２ 误差ꎬ其中 ｔ∈[０ꎬ１×１０－８ｓ] .

对于 ＦＤＴＤ 法ꎬ根据所给参数得到柯朗稳定性条件

为时间步长 Δｔ≤２.３６×１０－１２ｓꎬ即 ＦＤＴＤ 法的时间步

长最大只能取到 ２.３６×１０－１２ｓꎬ超过这一数值将失去

稳定性.图 ４ 给出了使用 ＰＩＴＤ 法计算 Ｌ２ 误差随时

间步长 Δｔ 的变化.可以看出ꎬ当时间步长 Δｔ≤４×
１０－１１ｓ 时(此时 Δｔ 已经远超出柯朗稳定性条件)ꎬ
本文方法计算得到的 Ｌ２ 误差基本保持在 １０－２的数

量级ꎬ没有因时间步长的改变而增大.说明使用本

文方法能够克服柯朗稳定性条件的限制ꎬ在较大时

间步长下仍然可以保持高精度ꎬ具有极好的稳定

性.

图 ４　 不同时间步长下利用 ＰＩＴＤ 法计算得到的 Ｌ２ 误差

Ｆｉｇ.４　 Ｌ２ ｅｒｒｏｒｓ ｂｙ ＰＩＴＤ ｓｃｈｅｍｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ

对于 ＰＩＴＤ 法ꎬ其指数矩阵取 ４ 阶 Ｔａｙｌｏｒ 级数

展开近似时ꎬ稳定性条件为[２３]:
Δｔ≤２Ｎ＋１ / ２ΔｔＣ (２２)

其中子时间步数 Ｎ≥１ꎬΔｔＣ 是柯朗稳定性条件所允

许的时间步长上限值.从上式中可以看出ꎬ子时间

步数选取的越大ꎬ时间步长的上限值也就越大ꎬ并
且 ＰＩＴＤ 法的时间步长上限值总是大于 ＦＤＴＤ 法中

时间步长所允许的上限值.本文的 Ｎ 取 ２０ꎬΔｔＣ ＝ ２.
３６×１０－１２ ｓꎬ因此只要 Δｔ≤３.４９×１０－６ ｓꎬ本文方法就

是稳定的.上图中时间步长超过 ４×１０－１１ ｓ 之后 Ｌ２

误差开始逐渐增大ꎬ这是因为从信号分析和处理的

角度来看ꎬ此时不满足奈奎斯特抽样准则所导致的

结果[２４] .
为进一步说明本文方法的精确性ꎬ图 ５ 给出了

在相同时间步长及不同时间步长下利用 ＦＤＴＤ 法

和 ＰＩＴＤ 法计算得到的二维光子晶体电场分量的相

对误差ꎬ其中以加密时间网格的 ＰＩＴＤ 法(Δｔ ＝ １×
１０－１４ｓ)为参考解.

从图 ５(ａ)中可以看出ꎬ当时间步长同为 Δｔ ＝

２０３
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１×１０－１３ｓ 时ꎬ利用 ＰＩＴＤ 法计算得到的相对误差明

显低于 ＦＤＴＤ 法ꎬ可达 １０－１３数量级.将 ＰＩＴＤ 法的时

间步长增加到 Δｔ＝ １×１０－１１ ｓꎬ由图 ５(ｂ)可知ꎬ计算

得到的相对误差与 ＦＤＴＤ 法时间步长取 Δｔ ＝ １ ×
１０－１３ｓ 时相近ꎬ 在 １０－４的数量级ꎬ说明在较大时间

步长下 ＰＩＴＤ 法仍具有很高的计算精度.

图 ５　 ＰＩＴＤ 法、ＦＤＴＤ 法计算光子晶体中电场分量 Ｅｚ 的相对误差

Ｆｉｇ.５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ Ｅｚ ｉｎ ｐｈｏｔｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌ ｂｙ

ＰＩＴＤ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ＦＤＴＤ ｓｃｈｅｍｅ

下面比较本文方法与 ＦＤＴＤ 法的计算效率.表
１ 给出了在精度相近时ꎬ两种方法所用时间随模拟

计算时间的变化情况.可以看出ꎬ模拟计算时间取

１×１０－８ｓ 时ꎬＰＩＴＤ 法所用时间略大于 ＦＤＴＤ 法.将模

拟计算时间增加到 １×１０－７ｓꎬＰＩＴＤ 法消耗的时间会

远少于 ＦＤＴＤ 法.这是因为二维光子晶体空间离散

后未知数较多ꎬ对指数矩阵的预处理需要一定时

间ꎬ较短的模拟计算时间并不能体现出 ＰＩＴＤ 法的

优势.随着模拟计算时间的增加ꎬ时间迭代步数随

之相应增加ꎬＦＤＴＤ 法效率会很低ꎬ而 ＰＩＴＤ 法的优

势将越来越明显.因此进行长时间模拟计算时ꎬ使
用本文方法计算效率会明显高于 ＦＤＴＤ 法.
表 １　 时域有限差分法和时域精细积分法计算效率的比较

Ｔａｂｌｅ １　 ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｂｙ ＦＤＴＤ ｓｃｈｅｍｅ ａｎｄ ＰＩＴＤ ｓｃｈｅｍｅ

Ｍｅｔｈｏｄ Δｔ
/ ｓ

Ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒｓ

Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ
/ ｓ

ＣＰＵ
ｔｉｍｅ / ｓ

１×１０－８ １４１２
ＦＤＴＤ １×１０－１３ ０.０７％ １×１０－７ １３９５０

２×１０－７ ２８４４１
１×１０－８ ２１０４

ＰＩＴＤ １×１０－１１ ０.０４％ １×１０－７ ３１２５
２×１０－７ ４２９１

３　 结论

本文研究了二维光子晶体的时域精细积分法ꎬ
对传统的时域有限差分法在时间上进行改进.相对

于传统时域有限差分法ꎬ时域精细积分法在分析二

维光子晶体传输特性时具有较高的计算精度ꎬ当取

较大步长时仍能保证其计算精确度.同时ꎬ有效克

服了柯朗稳定性条件对时间步长的限制ꎬ在较大时

间步长下也可以保持结果的稳定.在计算效率上本

文方法也具有明显的优势ꎬ特别是对二维光子晶体

进行长时间模拟计算时ꎬ时域精细积分法计算效率

会明显高于时域有限差分法.本文方法具有准确、
稳定、高效等特点ꎬ为光子晶体传输特性的研究提

供了一种有效的时域分析方法.
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