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摘要　 通过引入一个变换ꎬ利用齐次平衡原理和选准一个待定函数来构造求解一类非线性偏微分方程解析

解的算法.作为实例ꎬ我们将该算法应用到了 ｍＫｄＶ 方程ꎬＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程和 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ 方程.借

助符号计算软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 获得了这些方程的解析解.不难看出ꎬ该方法不仅简洁ꎬ而且有望进一步扩展.

关键词　 非线性偏微分方程ꎬ　 解析解ꎬ　 ｍＫｄＶ 方程ꎬ　 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程ꎬ　 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ 方程

ＤＯＩ:　 １０.６０５２ / １６７２￣６５５３￣２０１９￣０２３

引言

在非线性问题中ꎬ求解非线性偏微分方程的解

析解占有很重要的地位.至今已发展了许多比较成

熟的求解方法ꎬ如 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换法[１]ꎬＤａｒｂｏｕｘ 变

换法[２]ꎬ 齐次平衡法[３]ꎬ双曲正切函数展开法[４]ꎬ
Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数展开法ꎬ辅助方程法[５－８] 等不断地

被改进和创新.本文在文献[９ꎬ１０]的基础上通过引

入一个变换ꎬ利用齐次平衡的原理和选准一个待定

函数来得到一类非线性偏微分方程特解的构造性

算法ꎬ避免了文献[９]对试探函数选择的多样性和

不确定性.

１　 算法描述

步骤 １. 设给定的一类非线性偏微分方程为:
∂ｕ
∂ｔ

＋ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋􀆺＋ｕｐ[∂ｕ
∂ｘ

] ｑ＋α１
∂ｕ
∂ｘ

＋􀆺＋αｎ
∂ｎｕ
∂ｘｎ ＝ ０

(１)
其中 ｐꎬｑꎬｎ 和 αｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)为与自变量 ｘ 和 ｔ
无关的参数.利用行波变换

ｕ＝ｕ(ξ)ꎬ ξ＝ ｘ－ｃｔ (２)
这里 ｃ 是待定常数.方程(１)被简化为非线性常微

分方程:

－ｃ ∂ｕ
∂ξ

＋ｕ ∂ｕ
∂ξ

＋􀆺＋ｕｐ[∂ｕ
∂ξ

] ｑ＋α１
∂ｕ
∂ξ

＋􀆺＋αｎ
∂ｎｕ
∂ξｎ

＝ ０

(３)

步骤 ２. 引入变换:

ｕ ＝ ａ０ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉ

∂ｉｖ
∂ξ ｉ (４)

式中 ｖ＝ｖ(ｘꎬｔ)为试探函数ꎬ不失一般性ꎬ可取 ａｍ ＝１ꎬ
ａ０ꎬａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ａｍ－１和 ｍ 均为待定常数ꎬ其中 ｍ 可利

用齐次平衡原理ꎬ通过平衡方程(１)或(３)中最高

阶导数项和最高幂次的非线性项确定.即:

ｍ＝ ｎ－ｑ
ｐ＋ｑ－１

(５)

步骤 ３. 选取试探函数为:
ｖ＝ａｌｎ(ｂ＋ｗ２)ꎬ ｗ＝ ｅｋξ (６)

式中 ａꎬｂꎬｋ 为待定常数.
步骤 ４. 将式(６)代入式(４)ꎬ再回代方程(３)ꎬ

将非线性常微分方程(３)化为含 ｗ ｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺)
的代数方程ꎬ令 ｗ ｉ( ｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺)的系数为零得一

代数方程组.借助符号计算软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求解

确定相应的常数ꎬ最后得到其解析解.

２　 ｍＫｄＶ 方程ꎬＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程和 ＫｄＶ￣
Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ 方程的解析解

２.１　 ｍＫｄＶ 方程

ｍＫｄＶ 方程一般形式为:
∂ｕ
∂ｔ

＋αｕ２ ∂ｕ
∂ｘ

＋β ∂３ｕ
∂ｘ３ ＝ ０　 (α>０ꎬβ<０) (７)

其中 α、β 为常数.
依据算法作形如式(２)的行波变换ꎬ方程(７)
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被简化为如下非线性常微分方程:

－ｃ ∂ｕ
∂ξ

＋αｕ２ ∂ｕ
∂ξ

＋β ∂３ｕ
∂ξ３ ＝ ０　 (α>０ꎬβ<０) (８)

通过平衡方程(８)中最高阶导数项和最高幂

次的非线性项ꎬ可得 ｍ＝ １ꎬ因此ꎬ引入的变换为:

ｕ＝ａ０＋
∂ｖ
∂ξ

(９)

式中 ｖ＝ ｖ( ｘꎬｔ)选取形如式(６)的待定函数ꎬ将式

(６)代入式(９)ꎬ再回代方程(８)ꎬ将非线性常微分

方程(８)化为含 ｗ ｉ( ｉ ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ６)的代数方程ꎬ令 ｗ ｉ

( ｉ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ６)的系数为零ꎬ可得如下关于待定常数

ａ、ｂ、ａ０ 的非线性代数方程组:
－４ａｂ３ｃｋ２＋１６ａｂ３ｋ４β＋４ａｂ３ｋ２αａ２

０ ＝ ０

－８ａｂ２ｃｋ２－６４ａｂ２ｋ４β＋１６ａ２ｂ２ｋ３αａ０＋

　 　 ８ａｂ２ｋ２αａ２
０ ＝ ０

－４ａｂｃｋ２＋１６ａ３ｂｋ４α＋１６ａｂｋ４β＋１６ａ２ｂｋ３αａ０＋

　 　 ４ａｂｋ２αａ２
０ ＝ ０
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借助符号计算软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求解该方程组得:

ａ＝ ±
－６β
α

ꎬｃ＝ －２ｋ２βꎬａ０ ＝ ±ｋ
－６β
α

(１０)

其中ꎬｂꎬｋ 为任意常数.
将式(１０)代入式(６)和式(９)得:

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

(１－ ２ｅ２ｋξ

ｂ＋ｅ２ｋξ
) (１１)

取 ｂ＝ １ꎬ并利用下列等式:
ｅｘ

ｅｘ＋１
＝ １

２
(１＋ｔａｎｈ ｘ

２
) (１２)

可将式(１１)化为:

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

ｔａｎｈｋξ (１３)

通过回代方程(７)ꎬ可以验证此解是方程(７)的一

个扭状孤波解.
取 ｂ＝ －１ꎬ并利用下列等式:
ｅｘ

ｅｘ－１
＝ １

２
(１＋ｃｏｔｈ ｘ

２
) (１４)

可得方程(７)的一个奇异行波解.

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

ｃｏｔｈｋξ (１５)

因 ｋ 为任意常数ꎬ故可令:
ｋ＝ ｉｋ′ (１６)

式中 ｉ 为虚数单位ꎬｋ′为常数ꎬ仍然将 ｋ′视为 ｋꎬ且

利用双曲函数与三角函数之间的下列关系式:
ｔａｎｈ( ｉｘ)＝ ｉｔａｎｘꎬｃｏｔｈ( ｉｘ)＝ －ｉｃｏｔｘ (１７)

则式(１３)和式(１５)可化为:

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

ｔａｎｋξ (１８)

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

ｃｏｔｋξ (１９)

上两式分别为 ｍＫｄＶ 方程(７)的正切和余切函数

型的三角函数周期波解.
又由文献[１１]所给出的定理知ꎬ非线性演化

方程的解 ｕ ( ｘꎬ ｔ) ＝ Ｐ ( ｔａｎｈｋξ) 和 ｕ ( ｘꎬ ｔ) ＝ Ｐ
(ｔａｎｈ２ｋξ±ｉｓｅｃｈ２ｋξ)总是成对出现ꎬ还有 ｕ( ｘꎬｔ) ＝
Ｐ(ｃｏｔｈｋξ)和 ｕ(ｘꎬｔ)＝ Ｐ(ｃｏｔｈ２ｋξ±ｃｓｃｈ２ｋξ)ꎬｕ(ｘꎬｔ)
＝ Ｐ(ｔａｎｋξ)和 ｕ( ｘꎬ ｔ) ＝ Ｐ(ｔａｎ２ｋξ±ｓｅｃ２ｋξ)ꎬｕ( ｘꎬ ｔ)
＝ Ｐ(ｃｏｔｋξ)和 ｕ(ｘꎬｔ)＝ Ｐ(ｃｏｔ２ｋξ±ｃｓｃ２ｋξ)也都是成

对出现.故 ｍＫｄＶ 方程(７)还有如下解:

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

(ｔａｎｈ２ｋξ±ｉｓｅｃｈ２ｋξ) (２０)

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

(ｃｏｔｈ２ｋξ±ｃｓｃｈ２ｋξ) (２１)

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

(ｔａｎ２ｋξ±ｓｅｃ２ｋξ) (２２)

ｕ＝ ±ｋ
－６β
α

(ｃｏｔ２ｋξ±ｃｓｃ２ｋξ) (２３)

解式(１３)、(１５) 、(１８)、(１９)与其他文献[１２ꎬ
１３]的结果完全等价ꎬ而解式(２０) ~ (２３)则在其它

文献中没有找到.
２.２　 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程

人们在研究液体内部含有气泡的流动以及弹性

管道中的液体流动等问题时ꎬ提出了 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方

程ꎬ其一般形式为:
∂ｕ
∂ｔ

＋ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋α ∂２ｕ
∂ｘ２＋β

∂３ｕ
∂ｘ３ ＝ ０ (２４)

同样的作形如式(２)的行波变换ꎬ方程(２４)被
简化为如下非线性常微分方程:

－ｃ ∂ｕ
∂ξ

＋ｕ ∂ｕ
∂ξ

＋α ∂２ｕ
∂ξ２ ＋β

∂３ｕ
∂ξ３ ＝ ０ (２５)

通过平衡方程(２５)中最高阶导数项和最高幂

次的非线性项ꎬ可得 ｍ＝ ２ꎬ因此ꎬ引入的变换为:

ｕ＝ａ０＋ａ１
∂ｖ
∂ξ

＋∂
２ｖ

∂ξ２ (２６)

式中 ｖ＝ ｖ( ｘꎬｔ)选取形如式(６)的待定函数ꎬ将式

４９２
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(６)代入式(２６)ꎬ再回代方程(２５)ꎬ将非线性常微

分方程(２５)化为含 ｗ ｉ( ｉ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ６ꎬ８)的代数方程ꎬ
令 ｗ ｉ( ｉ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ６ꎬ８)的系数为零ꎬ可得如下关于待

定常数 ａ、ｂ、ａ０、ａ１ 的非线性代数方程组:
－８ａｂ４ｃｋ３＋１６ａｂ４ｋ４α＋３２ａｂ４ｋ５β＋８ａｂ４ｋ３ａ０－

　 　 ４ａｂ４ｃｋ２ａ１＋８ａｂ４ｋ３αａ１＋１６ａｂ４ｋ４βａ１＋

　 　 ４ａｂ４ｋ２ａ０ａ１ ＝ ０

－８ａｂ３ｃｋ３＋３２ａ２ｂ３ｋ５－４８ａｂ３ｋ４α－３５２ａｂ３ｋ５β＋

　 　 ８ａｂ３ｋ３ａ０－１２ａｂ３ｃｋ２ａ１＋３２ａ２ｂ３ｋ４ａ１＋

　 　 ８ａｂ３ｋ３αａ１－４８ａｂ３ｋ４βａ１＋１２ａｂ３ｋ２ａ０ａ１＋

　 　 ８ａ２ｂ３ｋ３ａ２
１ ＝ ０

８ａｂ２ｃｋ３－３２ａ２ｂ２ｋ５－４８ａｂ２ｋ４α＋３５２ａｂ２ｋ５β－

　 　 ８ａｂ２ｋ３ａ０－１２ａｂ２ｃｋ２ａ１＋１６ａ２ｂ２ｋ４ａ１－

　 　 ８ａｂ２ｋ３αａ１－４８ａｂ２ｋ４βａ１＋１２ａｂ２ｋ２ａ０ａ１＋

　 　 １６ａ２ｂ２ｋ３ａ２
１ ＝ ０

８ａｂｃｋ３＋１６ａｂｋ４α－３２ａｂｋ５β－８ａｂｋ３ａ０－

　 　 ４ａｂｃｋ２ａ１－１６ａ２ｂｋ４ａ１－８ａｂｋ３αａ１＋

　 　 １６ａｂｋ４βａ１＋４ａｂｋ２ａ０ａ１＋８ａ２ｂｋ３ａ２
１ ＝ ０
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借助符号计算软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求解该方程组

得如下两组解:
情况 １:

ａ＝ １２βꎬ ａ０ ＝ ｃ－２４βｋ２ꎬａ１ ＝ ２ｋꎬｋ＝ α
１０β

ꎬ

ｂꎬｃ 为任意常数 (２７)
将式(２７)代入式(６)和式(２６)得:

ｕ＝ ｃ－２４βｋ２＋９６βｋ
２ｅ２ｋξ

ｂ＋ｅ２ｋξ
－ ４８βｋ２ｅ４ｋξ

(ｂ＋ｅ２ｋξ) ２ (２８)

取 ｂ＝ １ꎬ利用式(１２)ꎬ由式(２８)得方程(２５)的扭钟

状正则孤波解:

ｕ＝ ｃ＋１２βｋ２＋１２αｋ
５

ｔａｎｈｋξ－１２βｋ２ ｔａｎｈ２ｋξ (２９)

取 ｂ＝ －１ꎬ利用式(１４)ꎬ可得方程(２５)的一个奇异

行波解:

ｕ＝ ｃ＋１２βｋ２＋１２αｋ
５

ｃｏｔｈｋξ－１２βｋ２ｃｏｔｈ２ｋξ (３０)

注意:式(２９)、(３０)中的 ｋ 满足关系式 ｋ＝ α
１０β

.

情况 ２:
ａ＝ １２βꎬ ａ０ ＝ ｃ＋２４βｋ２ꎬａ１ ＝ －２ｋꎬ

ｋ＝ － α
１０β

ꎬ ｂꎬｃ 为任意常数 (３１)

将式(３１)代入式(６)和式(２２)得:

ｕ＝ ｃ＋２４βｋ２－ ４８βｋ２ｅ４ｋξ

(ｂ＋ｅ２ｋξ) ２ (３２)

取 ｂ＝ １ꎬ同理可得方程(２５)的扭钟状正则孤波解:

ｕ＝ ｃ＋１２βｋ２＋１２αｋ
５

ｔａｎｈｋξ－１２βｋ２ ｔａｎｈ２ｋξ (３３)

与解(２９)形式相同ꎬ但式中 ｋ 满足关系式 ｋ＝－ α
１０β

.

取 ｂ＝ －１ꎬ同理可得方程(２５)的一个奇异行波解:

ｕ＝ ｃ＋１２βｋ２＋１２αｋ
５

ｃｏｔｈｋξ－１２βｋ２ ｃｏｔｈ２ｋξ (３４)

与解(３０)形式相同ꎬ但式中 ｋ＝ － α
１０β

.

因 ｋ＝ ± α
１０β

ꎬ不为任意数ꎬ故不能利用式(１６)、(１７)

来求 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程(２５)的正切和余切函数型

的三角函数周期解.
同理依据文献 [ １１] 所给出的定理ꎬ可求出

ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程(２５)的如下解:

ｕ＝ ｃ＋１２βｋ２＋１２αｋ
５

(ｔａｎｈ２ｋξ±ｉｓｅｃｈ２ｋξ)－

１２βｋ２(ｔａｎｈ２ｋξ±ｉｓｅｃｈ２ｋξ) ２ (３５)

ｕ＝ ｃ＋１２βｋ２＋１２αｋ
５

(ｃｏｔｈ２ｋξ±ｃｓｃｈ２ｋξ)－

１２βｋ２(ｃｏｔｈ２ｋξ±ｃｓｃｈ２ｋξ) ２ (３６)
通过回代 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程(２５)ꎬ可以验证解

(２９)、(３０)、(３５)、(３６)均为方程的解.显而易见ꎬ
解(２９)、(３０)与文献[１４]的结果相类似ꎬ而(３５)、
(３６)在其它文献中没有找到.
２.３　 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ 方程

ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ 方程ꎬ 又称 Ｂｅｎｎｅｙ 方

程ꎬ其一般形式为:
∂ｕ
∂ｔ

＋ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＋α ∂２ｕ
∂ｘ２＋β

∂３ｕ
∂ｘ３＋γ

∂４ｕ
∂ｘ４ ＝ ０ (３７)

式中 β 为频散系数ꎬ要求 αγ>０ꎬ表示 α ∂２ｕ
∂ｘ２和 γ ∂４ｕ

∂ｘ４

中的一个表征耗散作用ꎬ另一个表征不稳定作用.
作形如式(２)的行波变换ꎬ方程(３７)被简化为

如下非线性常微分方程:

－ｃ ∂ｕ
∂ξ

＋ｕ ∂ｕ
∂ξ

＋α ∂２ｕ
∂ξ２ ＋β

∂３ｕ
∂ξ３ ＋γ

∂４ｕ
∂ξ４ ＝ ０ (３８)

通过平衡方程(３８)中最高阶导数项和最高幂

次的非线性项ꎬ可得 ｍ＝ ３ꎬ因此ꎬ引入的变换为:

５９２
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ｕ＝ａ０＋ａ１
∂ｖ
∂ξ

＋ａ２
∂２ｖ
∂ξ２＋

∂３ｖ
∂ξ３ (３９)

式中 ｖ＝ ｖ( ｘꎬｔ)选取形如式(６)的待定函数ꎬ将式

(６)代入式(３９)ꎬ再回代方程(３８)ꎬ将非线性常微

分方程(３８)化为含 ｗ ｉ( ｉ＝ ０ꎬ２ꎬ４ꎬ６ꎬ８ꎬ１０)的代数方

程ꎬ令 ｗｉ(ｉ＝０ꎬ２ꎬ４ꎬ６ꎬ８ꎬ１０)的系数为零ꎬ可得如下关

于待定常数 ａ、ｂ、ａ０、ａ１、ａ２ 的非线性代数方程组:
－４ｂ５ｃｋ２＋８ｂ５ｋ３α＋１６ｂ５ｋ４β＋３２ｂ５ｋ５γ＋
　 　 ４ｂ５ｋ２ａ０－ｂ５ｃａ１＋２ｂ５ｋαａ１＋４ｂ５ｋ２βａ１＋

　 　 ８ｂ５ｋ３γａ１＋ｂ５ａ０ａ１－２ｂ５ｃｋａ２＋４ｂ５ｋ２αａ２＋

　 　 ８ｂ５ｋ３βａ２＋１６ｂ５ｋ４γａ２＋２ｂ５ｋａ０ａ２ ＝ ０

４ｂ４ｃｋ２＋３２ａｂ４ｋ５－７２ｂ４ｋ３α－４００ｂ４ｋ４β－
　 　 １８２４ｂ４ｋ５γ－４ｂ４ｋ２ａ０－５ｂ４ｃａ１＋

　 　 １６ａｂ４ｋ３ａ１＋６ｂ４ｋαａ１－４ｂ４ｋ２βａ１－

　 　 ７２ｂ４ｋ３γａ１＋５ｂ４ａ０ａ１＋２ａｂ４ｋａ２
１－

　 　 ６ｂ４ｃｋａ２＋３２ａｂ４ｋ４ａ２－４ｂ４ｋ２αａ２－

　 　 ７２ｂ４ｋ３βａ２－４００ｂ４ｋ４γａ２＋６ｂ４ｋａ０ａ２＋

　 　 ８ａｂ４ｋ２ａ１ａ２＋８ａｂ４ｋ３ａ２
２ ＝ ０

３２ｂ３ｃｋ２－１６０ａｂ３ｋ５－８０ｂ３ｋ３α＋６４０ｂ３ｋ４β＋
　 　 ９６６４ｂ３ｋ５γ－３２ｂ３ｋ２ａ０－１０ｂ３ｃａ１－

　 　 ８ａｂ３ｋ３ａ１＋４ｂ３ｋαａ１－３２ｂ３ｋ２βａ１－

　 　 ８０ｂ３ｋ３γａ１＋１０ｂ３ａ０ａ１＋８ａｂ３ｋａ２
１－

　 　 ４ｂ３ｃｋａ２－６４ａｂ３ｋ４ａ２－３２ｂ３ｋ２αａ２－

　 　 ８０ｂ３ｋ３βａ２＋６４０ｂ３ｋ４γａ２＋４ｂ３ｋａ０ａ２＋

　 　 ２０ａｂ３ｋ２ａ１ａ２＋８ａｂ３ｋ３ａ２
２ ＝ ０

３２ｂ２ｃｋ２＋１６０ａｂ２ｋ５＋８０ｂ２ｋ３α＋６４０ｂ２ｋ４β－
　 　 ９６６４ｂ２ｋ５γ－３２ｂ２ｋ２ａ０－１０ｂ２ｃａ１－

　 　 ５６ａｂ２ｋ３ａ１－４ｂ２ｋαａ１－３２ｂ２ｋ２βａ１＋

　 　 ８０ｂ２ｋ３γａ１＋１０ｂ２ａ０ａ１＋１２ａｂ２ｋａ２
１＋

　 　 ４ｂ２ｃｋａ２－６４ａｂ２ｋ４ａ２－３２ｂ２ｋ２αａ２＋

　 　 ８０ｂ２ｋ３βａ２＋６４０ｂ２ｋ４γａ２－４ｂ２ｋａ０ａ２＋

　 　 １２ａｂ２ｋ２ａ１ａ２－８ａｂ２ｋ３ａ２
２ ＝ ０

４ｂｃｋ２－３２ａｂｋ５＋７２ｂｋ３α－４００ｂｋ４β＋
　 　 １８２４ｂｋ５γ－４ｂｋ２ａ０－５ｂｃａ１－２４ａｂｋ３ａ１－

　 　 ６ｂｋαａ１－４ｂｋ２βａ１＋７２ｂｋ３γａ１＋５ｂａ０ａ１＋

　 　 ８ａｂｋａ２
１＋６ｂｃｋａ２＋３２ａｂｋ４ａ２－４ｂｋ２αａ２＋

　 　 ７２ｂｋ３βａ２－４００ｂｋ４γａ２－６ｂｋａ０ａ２－

　 　 ４ａｂｋ２ａ１ａ２－８ａｂｋ３ａ２
２ ＝ ０

－４ｃｋ２－８ｋ３α＋１６ｋ４β－３２ｋ５γ＋４ｋ２ａ０－

　 　 ｃａ１＋８ａｋ３ａ１－２ｋαａ１＋４ｋ２βａ１－８ｋ３γａ１＋

　 　 ａ０ａ１＋２ａｋａ２
１＋２ｃｋａ２＋４ｋ２αａ２－８ｋ３βａ２＋

　 　 １６ｋ４γａ２－２ｋａ０ａ２－４ａｋ２ａ１ａ２ ＝ ０
借助符号计算软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求解该方程组得如

下三组解:
情况 １:

α＝ ４７β２

１４４γ
ꎬｋ＝ ± β

２４γ
ꎬａ＝ ６０γꎬａ０ ＝ ｃ±

５β３

１４４γ２ꎬ

ａ１ ＝
β２

７２γ２ꎬａ２ ＝
β
４γ

ꎬ

ｂ、ꎬｃ 为任意常数 (４０)
将式(４０)代入式(６)和式(３９)ꎬ并取 ｂ ＝ １ꎬ利

用式(１２)和文献[１１]所给出的定理可得方程(３７)
的特解:

ｕ＝ ｃ＋ ５β３

１９２γ２(１＋ｔａｎｈ
β

２４γ
ξ－ｔａｎｈ２ β

２４γ
ξ＋

１
３
ｔａｎｈ３ β

２４γ
ξ) (４１)

ｕ＝ ｃ＋ ５β３

１９２γ２(１＋(ｔａｎｈ
β

１２γ
ξ±ｉｓｅｃｈ β

１２γ
ξ)－

(ｔａｎｈ β
１２γ

ξ±ｉｓｅｃｈ β
１２γ

ξ) ２＋ １
３
(ｔａｎｈ β

１２γ
ξ±

ｉｓｅｃｈ β
１２γ

ξ) ３) (４２)

取 ｂ＝ －１ꎬ利用式(１４)和文献[１１]所给出的定理可

得方程(３７)的特解:

ｕ＝ ｃ＋ ５β３

１９２γ２(１＋ｃｏｔｈ
β

２４γ
ξ－ｃｏｔｈ２ β

２４γ
ξ＋

１
３
ｃｏｔｈ３ β

２４γ
ξ) (４３)

ｕ＝ ｃ＋ ５β３

１９２γ２(１＋(ｃｏｔｈ
β

１２γ
ξ±ｃｓｃｈ β

１２γ
ξ)－

(ｃｏｔｈ β
１２γ

ξ±ｃｓｃｈ β
１２γ

ξ) ２＋ １
３
(ｃｏｔｈ β

１２γ
ξ±

ｃｓｃｈ β
１２γ

ξ) ３) (４４)

情况 ２:

α＝ ７３β２

２５６γ
ꎬｋ＝ ± β

３２γ
ꎬａ＝ ６０γꎬ ａ０ ＝ ｃ±

４５β３

２０４８γ２ꎬ

ａ１ ＝
３β２

２５６γ２ꎬａ２ ＝
β
４γ

ꎬ ｂꎬｃ 为任意常数 (４５)

将式(４５)代入式(６)和式(３９)ꎬ并取 ｂ ＝ １ꎬ利
用式(１２)和文献[１１]所给出的定理可得方程(３７)
的特解:

６９２
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ｕ＝ ｃ＋ １５β３

１０２４γ２(１＋
５
４
ｔａｎｈ β

３２γ
ξ－ｔａｎｈ２ β

３２γ
ξ＋

１
４
ｔａｎｈ３ β

３２γ
ξ) (４６)

ｕ＝ ｃ＋ １５β３

１０２４γ２(１＋
５
４
(ｔａｎｈ β

１６γ
ξ±ｉｓｅｃｈ β

１６γ
ξ)－

(ｔａｎｈ β
１６γ

ξ±ｉｓｅｃｈ β
１６γ

ξ) ２＋ １
４
(ｔａｎｈ β

１６γ
ξ±

ｉｓｅｃｈ β
１６γ

ξ) ３) (４７)

取 ｂ＝ －１ꎬ利用式(１４)和文献[１１]所给出的定理可

得方程(３７)的特解:

ｕ＝ ｃ＋ １５β３

１０２４γ２(１＋
５
４
ｃｏｔｈ β

３２γ
ξ－ｃｏｔｈ２ β

３２γ
ξ＋

１
４
ｃｏｔｈ３ β

３２γ
ξ) (４８)

ｕ＝ ｃ＋ １５β３

１０２４γ２(１＋
５
４
(ｃｏｔｈ β

１６γ
ξ±ｃｓｃｈ β

１６γ
ξ)－

(ｃｏｔｈ β
１６γ

ξ±ｃｓｃｈ β
１６γ

ξ) ２＋ １
４
(ｃｏｔｈ β

１６γ
ξ±

ｃｓｃｈ β
１６γ

ξ) ３) (４９)

情况 ３:

α＝ β２

１６γ
ꎬｋ＝ ± β

８γ
ꎬａ＝ ６０γꎬａ０ ＝ ｃ±

３β３

３２γ２ꎬ

ａ１ ＝ ０ꎬａ２ ＝
β
４γ

ꎬ ｂꎬｃ 为任意常数 (５０)

将式(５０)代入式(６)和式(３７)ꎬ并取 ｂ ＝ １ꎬ利
用式(１２)和文献[１１]所给出的定理可得方程(３７)
的特解:

ｕ＝ ｃ＋１５β
３

６４γ２(
３
５
－ｔａｎｈ β

８γ
ξ－ｔａｎｈ２ β

８γ
ξ＋ｔａｎｈ３ β

８γ
ξ)

(５１)

ｕ＝ ｃ＋１５β
３

６４γ２(
３
５
－(ｔａｎｈ β

４γ
ξ±ｉｓｅｃｈ β

４γ
ξ)－

(ｔａｎｈ β
４γ

ξ±ｉｓｅｃｈ β
４γ

ξ) ２＋(ｔａｎｈ β
４γ

ξ±

ｉｓｅｃｈ β
４γ

ξ) ３) (５２)

取 ｂ＝ －１ꎬ利用式(１４) 和文献[１１]所给出的定理

可得方程(３７)的特解:

ｕ＝ ｃ＋１５β
３

６４γ２(
３
５
－ｃｏｔｈ β

８γ
ξ－ｃｏｔｈ２ β

８γ
ξ＋ｃｏｔｈ３ β

８γ
ξ)

(５３)

ｕ＝ ｃ＋１５β
３

６４γ２(
３
５
－(ｃｏｔｈ β

４γ
ξ±ｃｓｃｈ β

４γ
ξ)－

(ｃｏｔｈ β
４γ

ξ±ｃｓｃｈ β
４γ

ξ) ２＋(ｃｏｔｈ β
４γ

ξ±

ｃｓｃｈ β
４γ

ξ) ３) (５４)

显而易见ꎬ解(４１)、(４６)、(５１)在文献[１５]和
[１６]中能够找到类似解ꎬ而其它解则为我们所求

得的 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ 方程(３７)的新解.

３　 结论

本文通过引入一个变换ꎬ利用齐次平衡的原理

和选择一个待定函数来构造求解一类非线性偏微

分方程特解的算法.利用该算法获得了三个 ＫｄＶ 型

方程的特解ꎬ其中一些是新解.由此表明该方法在

寻找非线性偏微分方程解析解上的有效性.试验表

明ꎬ该算法作适当修改也能求高维及非线性偏微分

方程组等非线性系统的特解.
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ａｌｉｚｅｄ Ｚａｋｈａｒｏｖ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ａｎｙ ｏｒ￣

ｄｅｒ. Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２００９ꎬ

５７(１０):１６２２~１６２９

８ 伊丽娜ꎬ包俊东ꎬ套格图桑. 广义 Ｆｉｔｚｈｕｇｈ￣Ｎａｇｕｍｏ 方程

的无穷序列新解. 动力学与控制学报ꎬ ２０１６ꎬ１４(５):

３８５~ ３９０ (Ｙｉ Ｌ Ｎꎬ Ｂａｏ Ｊ ＤꎬＴａｏｇｅｔｕｓａｎｇ. Ｎｅｗ ｉｎｆｉｎｉｔｅ

ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｆｉｔｚｈｕｇｈ￣Ｎａｇｕｍｏ ｅ￣

ｑｕａｔｉｏｎ. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌꎬ ２０１６ꎬ１４(５):

３８５~３９０ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

９ 谢元喜ꎬ唐驾时. 求一类非线性偏微分方程解析解的

一种简洁方法. 物理学报ꎬ ２００４ꎬ５３(９):２８２８ ~ ２９３０

(Ｘｉｅ Ｙ Ｘꎬ Ｔａｎｇ Ｊ Ｓ. Ａ ｓｉｍｐｌｅ ｆａｓｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｆｉｎｄｉｎｇ ｔｈｅ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎ￣

ｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ ２００４ꎬ５３(９):２８２８ ~

２８３０ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

１０　 刘式适ꎬ付遵涛ꎬ刘式达等. 求某些非线性偏微分方程

特解的一个简洁方法. 应用数学和力学ꎬ ２００１ꎬ２２(３):

２８１~２８６ (Ｌｉｕ Ｓ Ｋꎬ Ｆｕ Ｚ Ｔꎬ Ｌｉｕ Ｓ Ｄꎬ ｅｔ ａｌꎬ Ａ ｓｉｍｐｌｅ

ｆａｓｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｆｉｎｄｉｎｇ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｎｏｎｌｉｎ￣

ｅａｒ ＰＤＥ. Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓꎬ ２００１ꎬ２２

(３):２８１~２８６ (ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

１１　 Ｌｉｕ Ｃ Ｐ. Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｋｉｎｋ￣ｔｙｐｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ

ｔｈｅ ｋｉｎｋ￣ｂｅｌｌ￣ｔｙｐｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａ￣

ｔｉｏｎｓ. Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａꎬ ２００３ꎬ３１４:４１~４８

１２　 Ｆｕ Ｚ Ｔꎬ Ｌｉｕ Ｓ Ｋꎬ Ｌｉｕ Ｓ Ｄ. Ｎｅｗ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｎｅｗ

ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｆｉｎｄ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ.

Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａꎬ ２００２ꎬ２９９:５０７~５１２

１３　 Ｆｕ Ｚ Ｔꎬ Ｌｉｕ Ｓ Ｄꎬ Ｌｉｕ Ｓ Ｋ. Ｎｅｗ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｍＫｄＶ ｅｑｕａ￣

ｔｉｏｎ. Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ Ａꎬ ２００４ꎬ３２６:３６４~３７４

１４　 吕克璞ꎬ石玉仁ꎬ段文山等. ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的孤波

解. 物理学报ꎬ ２００１ꎬ５０(１１):２０７３~２０７６ (Ｌｖ Ｋ Ｐꎬ Ｓｈｉ

Ｙ Ｒꎬ Ｄｕａｎ Ｗ Ｓꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｈｅ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ

ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ ２００１ꎬ ５０

(１１):２０７３~２０７６(ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ))

１５　 Ｆｕ Ｚ Ｔꎬ Ｌｉｕ Ｓ Ｋꎬ Ｌｉｕ Ｓ Ｄ. Ｎｅｗ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ

ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｃｈａｏｓ Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ

Ｆｒａｃｔａｌｓꎬ ２００５ꎬ２３(２):６０９~６１６

１６　 Ｆｕ Ｙ Ｇꎬ Ｌｉｕ Ｚ Ｒ. Ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｔｒａｖｅｌｌｉｎｇ ｆｒｏｎｔｓ ｏｆ ＫｄＶ￣

Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ

Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎꎬ ２０１０ꎬ２１６(７):２１９９~２２０６

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ８ Ｍａｒｃｈ ２０１７ꎬｒｅｖｉｓｅｄ １２ Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ ２０１８.
∗Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ(１１１７２０９３)ꎬ ｔｈｅ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｆｕｎｄ ｏｆ ｔｈｅ Ｏｐｅｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃｈｉｎａ

(Ｑ２７０５Ｅ).
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ￣ｍａｉｌ:ｙｘｌｈｎｒｔｕ＠１２６.ｃｏｍ
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ｐｒｏｐｒｉａｔｅ ｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ａｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎ￣
ｌｉｎｅａｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ. Ａｓ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅꎬ ｔｈｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｍＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｔｈｅ ＫｄＶ￣
Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｕｃｈ ｅｑｕａ￣
ｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｅｌｐ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌｉｃ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｉｓ ａｌ￣
ｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｓｉｍｐｌｅ ａｎｄ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｔｏ ｆｉｎｄ ｏｕｔ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ ｗｈｉｃｈ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ
ｓｏｌｖｅ ｈｉｇｈ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ.

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ 　 ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬ 　 ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬ 　 ｍＫｄＶ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ 　 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ
ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ　 ＫｄＶ￣Ｂｕｒｇｅｒｓ￣Ｋｕｒａｍｏｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ

８９２


