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摘要　 声子晶体是由不同材料组成的周期性结构．其显著特点是弹性波在传播时，受其内部结构的作用，在

一定频率范围（带隙）内会抑制弹性波的传播，而在其他频率范围（通带）可以无损耗地传播．本文提出并设

计一种新型的陀螺⁃质量声子晶体结构，研究并且分析了不同参数对于陀螺⁃质量声子晶体结构振动通带的

影响，并通过有限次结构数值计算进行验证．

关键词　 声子晶体，　 陀螺结构，　 参数影响

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０２２

引言

振动存在于各个领域之中，我们可以利用合理

的振动来为我们服务，例如：通信、广播、电视、雷达

等．但是过于剧烈的振动会损坏机器的内部结构，
使之寿命减少，甚至无法正常工作．因此关于振动

传播的抑制也变得尤为重要．类比于光子晶体，通
过研究发现：弹性波在周期性介质中的传播会产生

弹性波带隙，在带隙范围内会抑制波的传播，从而

达到减振的效果．
１９９２ 年，Ｓｉｇａｌａｓ 理论证明了弹性波在周期性

复合介质中传播会产生类似的弹性波带隙［１］，１９９３
年，Ｋｕｓｈｗａｈａ 等首次明确提出了声子晶体的概

念［２］，并且得到了镍铝二维声子晶体的弹性波带

隙．１９９５ 年，Ｍａｒｔｉｎｅｚｓａｌａ 等人通过对西班牙马德里

一座由不锈钢管按照二维正方晶格排列的雕塑进

行声学实验［３］，首次从实验证明了声波带隙的存

在．
１９９８ 年，Ｍｏｎｔｅｒｏ 等人首次发现了具有完全弹

性波带隙的声子晶体，该声子晶体由铝合金和水银

组成［４］ ． 在此之前关于声子晶体的研究均遵守

Ｂｒａｇｇ 散射机理，即带隙的频率对应的波长与晶格

尺寸在一个数量级．２０００ 年，刘正猷研究橡胶、铅和

环氧树脂构成的三维三组元声子晶体，通过引入共

振单元将其带隙频率降低两个数量级［５］ ．发现了另

一种弹性波带隙的局部共振机理．这为声子晶体低

频带隙特性的研究开辟了新的道路．
２００３ 年，Ｊｅｎｓｅｎ 研究了周期荷载作用下对于有

限周期的弹簧质量块的一维结构和二维结构的振

动响应［６］，得出带隙对于粘性阻尼的影响不大，甚
至二维结构对于粘性阻尼的影响几乎消失，但是对

于强阻尼影响较大．２００４ 年，Ｔｉｎｇ ，Ｗａｎｇ 等考虑了

欧拉–伯努利梁，在其一侧加入局部的谐振器，形
成四连杆机构［７］ ．利用哈密顿原理推导方程，进行

理论分析和数值模拟，发现会生成两个带隙．２００９
年，Ｈｕａｎｇ 等研究了一维周期弹簧质量块系统，在
质量块内部，再加入一组弹簧质量块，发现在有效

单元附近出现负频率［８］ ．２０１１ 年，陈等研究的模型

为一根带有夹层的铁木辛柯梁，一种为梁的内部摆

放周期性谐振器，一种为梁的内部摆放等效局部谐

振器［９］ ．调整谐振器的频率可以改变带隙的位置．
２０１６ 年，Ｄｅｙｍｉｅｒ 等研究了一维双耦合谐波周期晶

体的系统，原子间为弹簧连接［１０］ ．２００５ 年，温激鸿

对振动带隙的减振特性进行了研究［１１］ ．２００６ 年，郁
殿龙等研究了关于梁板类周期结构振动带隙特性

研究［１２］ ．２０１５ 年，张研对声子晶体的计算方法进行

了研究［１３］ ．
国内对于声子晶体的研究主要是在模型和方

法上的创新．本文讨论了一个新模型，是以弹簧陀

螺⁃质量块结构为基础的离散声子晶体结构．由于
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陀螺块的引入，使得物块在两个方向上产生了耦合

运动．探讨了陀螺块的各个参数对于陀螺⁃质量声

子晶体结构通带的影响，并且对通带进行了全通带

和半通带的分类．

１　 陀螺⁃质量声子晶体模型

陀螺⁃质量声子晶体结构模型是由陀螺物块和

质量块的原子所构成的无限长链，相邻两个物块之

间通过扭转弹簧的方式连接．本文只考虑物块的角

度变化，故扭转弹簧只提供扭转作用力，忽略其拉

伸作用力．如图 １ 所示．质量块与陀螺块是用陀螺仪

支架固定．陀螺仪支架有外环（黄色），次环（棕色）
和内环（绿色）组成，限定物块位移变化．紫色方块

为质量物块，紫色圆盘为陀螺物块，红色箭头指示

陀螺物块旋转方向，银色为弹簧，只提供扭转力矩．

图 １　 陀螺⁃质量声子晶体结构图

Ｆｉｇ．１　 Ｇｙｒｏ⁃ｍａｓｓ ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

根据动量矩定理，在无外力时，得到 ｎ 组陀螺

质量块的运动方程：
ｎ 组中的质量物块：
Ｉｍ γ̈２ｎ－１ ＝ ｋＴ（γ２ｎ－２γ２ｎ－１＋γ２ｎ－２）

Ｉｍη̈２ｎ－１ ＝ ｋＴ（η２ｎ－２η２ｎ－１＋η２ｎ－２）
{ （１）

ｎ 组中的陀螺物块：
Ｉｇ γ̈２ｎ＋ＩｇΩη̇２ｎ ＝ ｋＴ（γ２ｎ＋１－２γ２ｎ＋γ２ｎ－１）

Ｉｇ η̈２ｎ－ＩｇΩγ̇２ｎ ＝ ｋＴ（η２ｎ＋１－２η２ｎ＋η２ｎ－１）
{ （２）

式中，Ｉｍ 为质量块的转动惯量，Ｉｇ 为陀螺块的转动

惯量，γ２ｎ－１为质量物块的 ｘｙ 平面的角位移，γ２ｎ为陀

螺物块的 ｘｙ 平面的角位移，η２ｎ－１为质量物块的 ｘｚ
平面的角位移，η２ｎ为陀螺物块的 ｘｚ 平面的角位移，
ＫＴ 为弹簧的扭转刚度，Ω 为陀螺物块的旋转速度．

根据能带理论，理想声子晶体具有离散的平移

周期性，满足周期系统结构的 Ｂｌｏｃｈ 定理，假设方

程组角度的行波解：
γ２ｎ－１ ＝Ｃ１ｅｉωｔｅｉｋ（２ｎ

－１）ａ

η２ｎ－１ ＝Ｄ１ｅｉωｔｅｉｋ（２ｎ
－１）ａ{

γ２ｎ ＝Ｃ２ｅｉωｔｅｉｋ２ｎａ

η２ｎ ＝Ｄ２ｅｉωｔｅｉｋ２ｎａ
{ （３）

式中，ｋ 为波数，ω 为角频率，ａ 为两物块的间距．
将（３）带入公式（１）和（２）中，简化为矩阵形

式：
　 ＴＱ＝ ０ （４）

　 Ｔ＝

ω２Ｉｍ－２ｋＴ ２ｋＴｃｏｓｋａ ０ ０２ｋＴｃｏｓｋａω２Ｉｇ－２ｋＴ－ｉωＩｇΩ

０ ０ ω２Ｉｍ－２ｋＴ ２ｋＴｃｏｓｋａ

０ ｉωＩｇΩ ２ｋＴｃｏｓｋａ ω２Ｉｇ－２ｋＴ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

　 Ｑ＝ Ｃ１ Ｃ２ Ｄ１ Ｄ２[ ] Ｔ

此方程为一个关于 ω 的特征值的矩阵．为得到 Ｃ１，
Ｃ２，Ｄ１，Ｄ２ 的非平凡解，系数行列式必须为 ０．对系

数行列式进行 ＭＡＴＬＡＢ 软件计算可以得到陀螺⁃质
量声子晶体模型的能带结构．

２　 模型理论计算

为分析不同参数对于陀螺⁃质量声子晶体模型

能带结构的影响，对不同参数的角动量进行了能带

结构的计算，设参数为 ｋＴ ＝ ０． ５， Ｉｍ ＝ １， Ｉｇ ＝ ０． ５，
ａ＝ １，Ω＝ ０．２， 得到波数随频率的变化图，即能带结

构，如图 ２ 中频率随波数的图所示．陀螺⁃质量声子

晶体结构在此参数下，存在四条通带，如下图颜色

带所示，频率的通带范围分别是红色 Ａ１（０－１），红
色 Ａ２（１．２３２－１．６１３），绿色 Ｂ１（０．１３２－１），绿色 Ｂ２
（１．６２８－１．８８１）．由图像可知，通带 Ａ１ 和 Ａ２ 为一组

通带，通带 Ｂ１ 和 Ｂ２ 为一组通带．

图 ２　 频率随波数的变化图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ

通过改变旋转速度 Ω，扭转刚度 ＫＴ 和转动惯

量 Ｉｇ ２ 的参数，得到通带的变化规律，如图 ３ ～ ５ 所

示．
由图 ３ 所示，随着陀螺物块旋转速度的增加，

陀螺物块的两组通带中，通带 Ａ１ 逐渐变窄，在质

量块的转动惯量与陀螺物块的转动惯量相等时，

９８２
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图 ３　 频率随转速的变化图

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ

图 ４　 频率随扭转刚度的变化图

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

图 ５　 频率随转动惯量的变化图

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｗｉｔｈ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ

Ｂ１ 通带发生变化，逐渐变窄．通带 Ｂ２ 和通带 Ａ２ 间

距逐渐增大，通带 Ａ２ 逐渐下移，直至两组通带相

交时，通带变化状态发生改变．由图 ４ 所示，随着扭

转刚度的增加，两组通带宽度与数值均大幅度增

加，通带 Ａ２ 和通带 Ｂ２ 增加幅度不同，出现重叠的

通带区域．通带 Ａ１ 和通带 Ｂ１ 的上限增加幅度相

同，通带 Ａ１，通带 Ｂ１ 的下限无明显影响．由图 ５ 所

示，随着陀螺物块的转动惯量的增加，对于通带 Ａ１
和通带 Ｂ１ 下限无明显影响，对于通带 Ａ２ 和通带

Ｂ２ 影响较大．当陀螺物块的转动惯量增加到与质

量块转动惯量相同时，物块的通带结构发生质的改

变．

３　 模型数值验证

基于有限陀螺⁃质量声子晶体模型，求得在不

同频率下陀螺物块两个方向角度的传播，确定物块

的传播频率的区间，验证图 ２ 中频率随波数变化的

情况．
根据式（１）（２），求得第 ２ｎ 物块的角度之间的

比值公式：

Ｌｎ ＝
ｋＴ

２

［（２ｋＴ－ω２Ｉｍ）（２ｋＴ－ω２Ｉｇ）＋

（２ｋＴ－ω２Ｉｍ） ｉωＨＴｎ－ｋＴ
２（Ｌｎ＋１＋２）］

Ｐｎ ＝
ｋＴ

２

［（２ｋＴ－ω２Ｉｍ）（２ｋＴ－ω２Ｉｇ）－

（２ｋＴ－ω２Ｉｍ）
ｉωＨ
Ｔｎ

－ｋＴ
２（Ｐｎ＋１＋２）］

（５）

其中 Ｔｎ ＝
η２ｎ

γ２ｎ
为第 ｎ 物块两个方向角度的比值．边界

Ｎ 组陀螺物块方程为：

ＬＮ ＝
ｋＴ

２

［（２ｋＴ－ω２Ｉｍ）（ｋＴ－ω２Ｉｇ）＋

（２ｋＴ－ω２Ｉｍ） ｉωＨＴＮ－ｋＴ
２］

ＰＮ ＝
ｋＴ

２

［（２ｋＴ－ω２Ｉｍ）（ｋＴ－ω２Ｉｇ）－

（２ｋＴ－ω２Ｉｍ）
ｉωＨ
ＴＮ

－ｋＴ
２］

（６）

将图 ２ 的参数带入公式（５） （６）中，得到物块在不

同频率下物块的角度变化．
当 Ｔ（Ｎ）＝ ｉ 时，如图 ６ 所示，横坐标为末尾物

块与第一个物块的比值，纵坐标为频率，黑色虚线为

物块比值 ０．１ 的位置．当弹性波的频率处于（０－１）
和（１．２３２－１．６１３）时，结构对于弹性波处于导通状

态，即物块的比值大于 ０．１；当弹性波的频率处于

（１－１．２３２）和（１．６１３）时，结构对于弹性波处于禁止

状态，即物块的比值小于 ０．１．因此在此结构参数

下，出现（０－１）和（１．２３２－１．６１３）两条通带．

０９２
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图 ６　 Ｔ（Ｎ）＝ ｉ，物块比值与频率的关系图

Ｆｉｇ．６　 Ｔ（Ｎ）＝ ｉ， Ｒａｔｉｏ ａｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｉａｇｒａｍ

当 Ｔ（Ｎ）＝ －ｉ 时，如图 ７ 所示，当弹性波的频率

处于（０．１３２－１）和（１．６２８－１．８８１）时，结构对于弹性

波处于导通状态．当弹性波的频率处于（０－０．１３２），
（１－１．６２８）和（１．８８１－）时，结构对于弹性波出现抑

制，弹性波不能传递；因此在此结构参数下，结构出

现（０．１３２－１）和（１．６２８－１．８８１）两条通带．

图 ７　 Ｔ（Ｎ）＝ －ｉ，频率与比值的变化图

Ｆｉｇ．７　 Ｔ（Ｎ）＝ －ｉ，Ｒａｔｉｏ ａｎｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｉａｇｒａｍ

通过图 ６，７ 与图 ２ 进行对比，发现当末尾物块

的角度比值为 ｉ 和－ ｉ 时，模型分别出现两组通带．
当末尾物块的比值为其他值时，模型通带仅为

（０．１３２－１） ．
改变 Ｔ（Ｎ）的数值，得到结构的通带，如表 １ 所

示．在陀螺⁃质量模型的能带结构中，通带的范围是

随着末尾物块状态的变化而变化．因此存在了类似

通带和半通带的状态．全通带为当末尾物块状态为

任意时，通带保持不变，即通带 Ａ１，通带 Ｂ１ 和通带

Ａ２，通带 Ｂ２ 重合的频率，即在此示例中，频率为

（０．１３２－１）．半通带为当末尾物块状态为限制状态

时，出现另外一条通带即通带 Ａ１，通带 Ｂ１ 和通带

Ａ２，通带 Ｂ２ 重合以外的频率．即在此示例中，频率

取（０－０．１３２），（１．２３２－１．６１３）和（１．６２８－１．８８１） ．

表 １　 不同 Ｔ（Ｎ）下的通带

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｓｓｂａｎｄ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｔ（Ｎ）

Ｔ（Ｎ） Ｐａｓｓｂａｎｄ
－２ｉ （０．１３２－１）
－２ （０．１３２－１）
－ｉ （０．１３２－１） （１．６２８－１．８８１）
－１ （０．１３２－１）
１ （０．１３２－１）
ｉ （０－１） （１．２３２－１．６１３）
２ （０．１３２－１）
２ｉ （０．１３２－１）

４　 结论

（１）随着参数的变化，当两组通带相交时，通
带的变化规律发生改变．当陀螺物块的转速变化到

０．５ 时，通带 Ａ２ 下限与通带 Ａ１ 上限相交；当陀螺

物块的转动惯量变化为 ０．８ 时，通带 Ａ２ 下限与通

带 Ａ１ 上限相交；当陀螺物块的转动惯量变化为 １
时，通带 Ｂ２ 下限与通带 Ｂ１ 上限相交．

（２）陀螺物块的转动惯量和弹簧的扭转刚度

对于通带 Ａ１ 和 Ｂ１ 的下限影响不大，陀螺物块的

转速对于下限影响较大．总体来说，陀螺物块的扭

转刚度和转动惯量对于通带的宽度有着促进作用，
陀螺物块的转速对于通带的宽度有着抑制作用．

（３）末尾块的状态影响着半通带的出现，从而

影响着能带结构．控制末尾块的状态，可以调节对

于物块的传播状态．
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