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石墨烯三相复合材料板的非线性动力学研究∗

姜盼　 郭翔鹰† 　 张伟
（北京工业大学 机电学院，北京　 １００１２４）

摘要　 研究带有石墨烯涂层的 １⁃３ 型压电纤维复合材料（ＭＦＣ⁃ＧＰ）简支板结构的非线性动力学特性． 首先，

基于 Ｒｅｄｄｙ 一阶剪切变形理论、Ｖｏｎ Ｋáｒｍáｎ 位移应变关系以及 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，推导了 ＭＦＣ⁃ＧＰ 复合材料板

的非线性偏微分方程． 根据边界条件选择适当的模态函数，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法将偏微分方程离散成两自由度

的常微分方程． 采用多尺度方法进行摄动分析，得到结构在 １ ∶１内共振下的频响方程，分析了石墨烯体积分

数、 电压、温度等对结构非线性频响曲线的影响． 通过数值模拟，运用分叉图、相图、波形图研究了外激励对

ＭＦＣ⁃ＧＰ 板非线性振动响应的影响． 结果表明： 不同参数及外激励下，结构出现了复杂的非线性动力学行

为，对今后的工程实际应用具有一定的指导意义．

关键词　 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板，　 内共振，　 频响曲线，　 非线性振动

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１９⁃０２１

引言

石墨烯是由 Ｇｅｉｍ 课题组用撕胶带法将高定向

石墨进行剥离而发现的，它是以 ｓｐ２ 碳原子以蜂巢

晶格构成的二维单原子层结构，如图 １ 所示．独特

的结构使其具有优异的力学、电学、热学性能，尤其

在航空航天领域中有巨大的发展前景［１，２］ ．

图 １　 石墨烯结构示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅｇｒａｐｈｅｎｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

目前，关于石墨烯复合材料的非线性动力学特

性的研究引起了国内外学者的广泛关注． Ａｄａｋ 等

人［３］研究了石墨烯和环氧树脂复合材料的静态和

动态力学性质．Ｓｈｅｎ 等人［４］研究了石墨烯增强复合

材料梯度梁在热环境下的非线性振动．结果表明，

石墨烯增强剂的梯度分布可改变梁的刚度和振动

响应，同时随着温度增加结构的非线性频率增加．
Ｓｈａｈｒｊｅｒｄｉ 等人［５］研究了石墨烯纳米复合材料梯度

梁的自由振动，考虑了纳米板的分布函数、质量分

数、尺度效应、温度对固有频率的影响．Ｌｉ 等人［６］研

究了石墨烯⁃弹⁃压电层合薄膜作为纳米质量探测

器的非线性频移行为，结果表明，非线性和非局部

参数对 ＧＥＰ 层合纳米质量探测器的频移均有影

响，当不同质量粒子附着在探测器表面时，可以通

过调节作用于压电层的外部电压来控制频移． Ｘｕ
等人［７］ 发现了石墨烯具有压电特性． Ｐｈｉｒｉ 等人［８］

研究了石墨烯、氧化石墨烯、氧化还原石墨烯的力

学、热学、电学性能，结果表明，氧化石墨烯不具有

压电特性．Ｇｕｏ 等人［９］ 研究了石墨烯压电纤维复合

材料悬臂板的非线性动力学特性．
压电纤维复合材料在振动控制、变形控制和颤

振抑制等方面都有广泛的作用［１０］ ． 目前，国内外对

压电纤维复合材料的非线性振动特性做了大量的

研究． 郭翔鹰等人［１１］建立了 ＭＦＣ 层合壳的非线性

动力学模型，研究了横向激励和压电性能对结构稳

定性的影响． 杨佳慧等人［１２］ 分析了压电复合材料

悬臂板在 １ ∶３内共振下非线性动力学行为． Ｒａｙ 等
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人［１３］采用了压电纤维增强复合材料的阻尼层，研
究了约束层和压电纤维取向对复合材料层合薄壳

振动的影响． Ｒａｆｉｅｅ 等人［１４］ 研究了表面粘合压电

驱动器的碳纳米管复合材料板的非线性自由振动

响应．
综上所述，对于石墨烯复合材料和压电纤维复

合材料的研究较多，但研究石墨烯和压电纤维复合

材料形成三相复合材料的文献较少． 本文考虑在

１⁃３ 型压电纤维复合材料板的上、下表面添加多层

片状的石墨烯，形成多组分复合材料（ＭＦＣ⁃ＧＰ），
分析了石墨烯体积分数、电压、温度、初相位对结构

非线性振动响应的影响． 最后通过数值模拟，研究

了外激励对结构的非线性动力学行为的影响．

１　 ＭＦＣ⁃ＧＰ 复合材料板的动力学方程

考虑在 １⁃３ 型压电纤维复合材料板的上、下表

面添加多层片状石墨烯，如图 ２ 所示．

图 ２　 结构示意图

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

根据文献［４，９，１５］，ＭＦＣ⁃ＧＰ 复合材料板的杨

氏模量、泊松比、热膨胀系数分别可通过不同组分

材料的混合率公式表示为

Ｅｃ ＝Ｅｇａｇ＋（１－ａｇ）（Ｅｐａｐ＋（１－ａｐ）Ｅｍ） （１）
其中，Ｅｇ、Ｅｐ和 Ｅｍ 分别是石墨烯、压电纤维、环氧

树脂的杨氏模量； ａｇ 和 ａｐ 分别是石墨烯、压电纤

维的体积分数．
υ＝υｇａｇ＋（１－ａｇ）（υｐａｐ＋（１－ａｐ）υｍ） （２）

这里，υｇ、υｐ 和 υｍ 分别是石墨烯、压电纤维、环氧树

脂的泊松比．
α＝αｇａｇ＋（１－ａｇ）（αｐａｐ＋（１－ａｐ）αｍ） （３）

其中，αｇ、αｐ 和 αｍ 分别是石墨烯、压电纤维、环氧

树脂的热膨胀系数．

Ｅ３ ＝
Ｕ
ｔｇ
ａｇ＋（１－ａｇ）

Ｕ
ｔｐ
ａｐ （４）

这里，Ｕ 是外接电压，ｔｇ和 ｔｐ 分别是石墨烯和压电

纤维的厚度．
整体材料的压电应变系数通过如下方式得到

ｄ３ｉ ＝
Ｍｉ

Ｎｉ
　 （ ｉ＝ １，２） （５）

Ｍｉ 和 Ｎｉ 是关于压电常数（ｇｉ），体积分数（ａｇ，ａｐ），
柔性系数（ ｓｉ），介电隔离率矩阵（βＴ

ｉ ）的表达式，具
体表达式见附录 Ａ．

根据以上得到的参数，可将 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板的应

力⁃应变关系表示为
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其中，Ｑ１１ ＝
Ｅｃ

１－υ２ ＝Ｑ２２， Ｑ１２ ＝
υＥｃ

１－υ２ ＝Ｑ２１，

Ｑ４４ ＝Ｑ５５ ＝Ｑ６６ ＝
Ｅｃ

２（１－υ）
考虑长为 ａ，宽为 ｂ，厚度为 ｈ 的复合材料板，

受横向载荷 Ｆｃｏｓ（Ωｔ）作用． 同时考虑电压和热载

荷作用，如图 ３ 所示． 直角坐标系在 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板的

中面，（ｕ，ｖ，ｗ）和（ｕ０，ｖ０，ｗ０）分别表示 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板

上的任意一点位移和板中面任意一点位移．

图 ３　 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板的力学模型

Ｆｉｇ．３　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ＭＦＣ⁃ＧＰ ｐｌａｔｅ

根据 Ｒｅｄｄｙ 一阶剪切变形理论，ＭＦＣ⁃ＧＰ 的位

移场可表示为

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）－ｚφｘ（ｘ，ｙ，ｔ） （７）
ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ）－ｚφｙ（ｘ，ｙ，ｔ） （８）

１７２
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ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ） （９）
根据 Ｖｏｎ Ｋáｒｍáｎ 位移应变关系，可得到
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∂ｕ０
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（１２）

将（７） ～ （１２）带入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，其表达式如

下：

δ∫ｔ １
ｔ０
（Ｔ － Ｕ ＋ Ｗ）ｄｔ ＝ ０ （１３）

得到广义位移形式表示的非线性动力学方程：
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（１６）
其中，Ｆｃｏｓ（Ωｔ）为外激励，ａｉｊ，ｂｉｊ，ｃｉｊ表达式见附录

Ｂ．

２　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散

四边简支情况下的 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板，边界条件为：

ｘ＝ ０，ａ：ｗ＝ ０，∂
２ｗ
∂ｘ２ ＝ ０ （１７）

ｙ＝ ０，ｂ：ｗ＝ ０，∂
２ｗ
∂ｙ２ ＝ ０ （１８）

根据文献［１６］，引入无量纲参数，对方程（１４）
～ （１６）进行无量纲化
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１
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１
２
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Ｉｉｊ ＝
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ｉ＋１
２ ρ

Ｉｉｊ，ｔ＝π２ Ｅ
ａｂρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｔ （１９）

根据边界条件，ＭＦＣ⁃ＧＰ 板的横向位移的解可

表示为

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
ｗｍｎ（ ｔ）ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

ｓｉｎ ｎπｙ
ｂ

（２０）
利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 将横向位移进行一阶离散，得到

无量纲后的常微分方程：
ｗ̈＋λｗ̇＋ζ１ｗ３＋ω２ｗ＋

（ ｔｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ＝ ζ２Ｆｃｏｓ（Ω１ ｔ）
（２１）

其中，λ 为阻尼系数，ζ１ 为非线性项系数，ｔ、ｐ 分别

为温度系数，压电系数．
将方程（２１）改写成如下形式：
Λ１ ＝ｗ （２２）
Λ２ ＝ ｗ̇ （２３）
∂Λ１

∂ｔ
＝Λ２ （２４）

∂Λ２

∂ｔ
＝－ω２Λ１－（ｔｃｏｓ（Ω２ｔ）＋ｐｃｏｓ（Ω３ｔ））Λ１＋

ξ２Ｆｃｏｓ（Ω１ｔ） （２５）
将上式（２２） ～ （２５）写成矩阵形式：

Λ̇ｉ ＝
０ １
Π ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úＬ ｊ＋

０
Υ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú 　 （ ｉ，ｊ＝ １，２） （２６）

令

Ｊ＝
０ １
Π ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú （２７）

２７２
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其中，Π＝ －ω２－ｔｃｏｓ（Ω２ ｔ）－ｐｃｏｓ（Ω３ ｔ）
γ＝ ξ２Ｆｃｏｓ（Ω１ ｔ）

当矩阵 Ｊ 的所有特征值实部小于零，系统稳定，此
时虚部为系统的固有圆频率．选取表 １ 参数，得到

不同 ｍ、ｎ 下的固有频率，如表 ２ 所示．
表 １　 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板的物理参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＭＦＣ⁃ＧＰ ｐｌａｔｅｓ

Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ Ｅｐｏｘｙ ＧＰＬ ＭＦＣ
Ｙｏｕｎｇ′ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ

（ＧＰａ） ３．０ １０１０ ２１０

Ｄｅｎｓｉｔｙ （ｋｇ ｍ－３） １２００ １０６２．５ ７４５０
Ｐｏｉｓｓｏｎ′ｓ ｒａｔｉｏ ０．３４ ０．１８６ ０．３

Ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔ
（Ｃ ／ ｍ２）

ε１１ ＝ １０ ε３３ ＝ ７２６ ε３３ ＝ ３５０

Ｐｉｅｚｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ⁃ｓｔｒａｉｎ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ （ｐＣ ／ Ｎ） ０

ｄ３１ ＝－２５０
ｄ３２ ＝ ２００
ｄ３３ ＝ ６００

ｄ３１ ＝－２５０
ｄ３２ ＝ ３００
ｄ３３ ＝ １４００

Ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
（１０－１２ ｍ２ ／ Ｎ）

ｓ１１ ＝ １８５．６
ｓ１２ ＝－３６０．３

ｓ１１ ＝ ０．８
ｓ１２ ＝－３．６

ｓ１１ ＝ ３．５
ｓ１２ ＝－８．３

表 ２　 不同 ｍ、ｎ 情况下 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板固有频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ＭＦＣ⁃ＧＰ ｐｌａｔｅｓ
ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ ａｎｄ ｎ

Ｍｏｄｅｓ
ａｇ

０ ０．００５ ０．０５
ｍ＝ １，ｎ＝ １ １．９６ １．９７ ２．０３
ｍ＝ １，ｎ＝ ２ ３．３６ ３．４６ ４．２５
ｍ＝ ２，ｎ＝ １ ２．８４ ３．０２ ４．１８
ｍ＝ ２，ｎ＝ ２ ３．９７ ４．２０ ５．７２
ｍ＝ １，ｎ＝ ３ ４．８５ ４．９５ ５．７８
ｍ＝ ３，ｎ＝ １ ３．７９ ３．８４ ４．１５

从表 ２ 中可以得到，当 ｍ ＝ １，ｎ ＝ ２、ｍ ＝ ２，ｎ ＝ １
时，结构存在 １ ∶１内共振．

将横向位移进行二阶离散，形式如下：

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｗ１（ ｔ）ｓｉｎ
πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ２πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｗ２（ ｔ）ｓｉｎ
２πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （２８）

同时，将外激励，压电力，温度力进行二阶离

散，形式如下：

Ｆ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Ｆ１（ｔ）ｃｏｓ（Ω１ｔ）ｓｉｎ
πｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ２πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｆ２（ｔ）ｃｏｓ（Ω１ｔ）ｓｉｎ
２πｘ
ａ

）ｓｉｎ（πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２９）

Ｎｔｉ ＝Ｎｔｉ１（ｔ）ｃｏｓ（Ω２ｔ）ｓｉｎ
πｘ
２ａ

）ｃｏｓ（πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｎｔｉ２（ｔ）ｃｏｓ（Ω２ｔ）ｓｉｎ
３πｘ
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ２πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｉ＝１，２

（３０）

Ｎｐｉ ＝Ｎｐｉ１（ｔ）ｃｏｓ（Ω３ｔ）ｓｉｎ
πｘ
２ａ

）ｃｏｓ（πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｎｐｉ２（ｔ）ｃｏｓ（Ω３ｔ）ｓｉｎ
３πｘ
２ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ ２πｙ

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｉ＝１，２

（３１）
根据图 ２ 的模型，ＭＦＣ⁃ＧＰ 板在振动过程中，

起主导作用的为横向位移，所以，这里主要研究横

向位移． 利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对得到无量纲后的两个自

由度常微分方程：
ｗ̈１＋μ１ｗ̇１＋ｋ１１ｗ３

１＋ｋ１２ｗ３
２＋ｋ１３ｗ２

１ｗ２＋ｋ１４ｗ１ｗ２
２＋

ω２
１ｗ１＋（ ｔ１１ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ１１ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ１＋

（ ｔ１２ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ１２ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ２ ＝ ｋ１５Ｆ１ｃｏｓ（Ω１ ｔ）
（３２）

ｗ̈２＋μ２ｗ̇２＋ｋ２１ｗ３
１＋ｋ２２ｗ３

２＋ｋ２３ｗ２
１ｗ２＋ｋ２４ｗ１ｗ２

２＋

ω２
２ｗ２＋（ ｔ２１ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ２１ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ１＋

（ ｔ２２ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ２２ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ２ ＝ ｋ２５Ｆ２ｃｏｓ（Ω１ ｔ）

（３３）
其中，μｉ（ ｉ＝ １，２）为阻尼系数，ｋｉｊ（ ｉ＝ １，２； ｊ ＝ １，２，３，
４）为非线性项系数，ｔｉｊ、ｐｉｊ（ ｉ ＝ １，２； ｊ ＝ １，２）分别为

温度系数，压电系数．

３　 摄动分析

利用多尺度方法对方程（３２） ～ （３３）进行摄动

分析，引入小参数 ε，设方程的解有如下形式：
ｗ１ ＝ｗ１０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｗ１１（Ｔ０，Ｔ１）＋… （３４）
ｗ２ ＝ｗ２０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｗ２１（Ｔ０，Ｔ１）＋… （３５）
考虑基本参数共振和 １ ∶１内共振，关系如下所

示：
ω１ ＝Ω１－εσ１，ω２ ＝Ω１－εσ２，Ω１ ＝ １，Ω２ ＝Ω３ ＝ ２

（３６）
其中，ω１，ω２ 是系统前两阶线性固有频率；σ１，σ２

是两个频率调谐参数．
将（３４） ～ （３６）带入到（３２） ～ （３３）中，使 ε 同

阶系数项系数相等，可得到 ε０ 阶和 ε１ 阶．
ε０ 阶：

Ｄ２
０ｗ１０＋ｗ２

１ｗ１０ ＝ ０ （３７）

Ｄ２
０ｗ２０＋ｗ２

１ｗ２０ ＝ ０ （３８）

ε１ 阶：
Ｄ２

０ｗ１１＋ｗ２
１ｗ１１ ＝ －２Ｄ０Ｄ１ｗ１０－μ１Ｄ０ｗ１０－

ｋ１１ｗ３
１０－ｋ１２ｗ３

２０－ｋ１３ｗ２
１０ｗ２０－ｋ１４ｗ１０ｗ２

２０＋
２Ω１σ１ｗ１０－（ ｔ１１ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ１１ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ１０－

３７２
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（ ｔ１２ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ１２ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ２０＋ｋ１５Ｆｃｏｓ（Ω１ ｔ）
（３９）

Ｄ２
０ｗ２１＋ｗ２

２ｗ２１ ＝ －２Ｄ０Ｄ１ｗ２０－μ２Ｄ０ｗ２０－ｋ２１ｗ３
１０－

ｋ２２ｗ３
２０－ｋ２３ｗ２

１０ｗ２０－ｋ２４ｗ１０ｗ２
２０＋２σ２Ω１ｗ２０－

（ ｔ２１ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ２１ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ１０－
（ ｔ２２ｃｏｓ（Ω２ ｔ）＋ｐ２２ｃｏｓ（Ω３ ｔ））ｗ２０＋ｋ２５Ｆｃｏｓ（Ω１ ｔ）

（４０）
设方程（３９） ～ （４０）解的形式如下：
ｗ１０ ＝Ａ１（Ｔ１）ｅｉΩ１Ｔ０＋ｃｃ （４１）

ｗ２０ ＝Ａ２（Ｔ１）ｅｉΩ１Ｔ０＋ｃｃ （４２）

其中，Ａ１ ＝
１
２
ａ１ｅｉβ１，Ａ２ ＝

１
２
ａ２ｅｉβ２ ．

将（４１） ～ （４２）带入到（３９） ～ （４０），消除永年

项，并进行实虚部分离，得到极坐标形式下的平均

方程：

ａ̇１ ＝ － １
２
μ１ａ１－

３
８
ｋ１２ａ３

２ｓｉｎ（β２－β１）＋

１
８
ｋ１３ａ２

１ａ２ｓｉｎ（β２－β１）－
１
４
ｋ１３ａ２

１ａ２ｓｉｎ（β２－β１）－

１
８
ｋ１４ａ２

２ａ１ｓｉｎ（２（β２－β１））＋
１
４
（ｔ１１＋ｐ１１）ａ１ｓｉｎ（２β１）＋

１
４
（ｔ１２＋ｐ１２）ａ２ｓｉｎ（β１＋β２）－

ｋ１５Ｆ
２

ｓｉｎ（β１）

（４３）

ａ１ β̇１ ＝
３
８
ｋ１１ａ３

１＋
３
８
ｋ１２ａ３

２ｃｏｓ（β２－β１）－

１
８
ｋ１３ａ２

１ａ２ｃｏｓ（β２－β１）＋
１
４
ｋ１３ａ２

１ａ２ｃｏｓ（β２－β１）＋

１
８
ｋ１４ａ２

２ａ１ｃｏｓ（２（β２－β１））＋
１
４
ｋ１４ａ２

２ａ１－σ１ａ１＋

１
４
（ｔ１１＋ｐ１１）ａ１ｃｏｓ（２β１）＋

１
４
（ｔ１１＋ｐ１１）ａ２ｃｏｓ（β１＋β２）－

ｋ１５Ｆ
２

ｃｏｓ（β１） （４４）

ａ̇２ ＝ － １
２
μ２ａ２－

３
８
ｋ２１ａ３

２ｓｉｎ（β１－β２）－

１
８
ｋ２３ａ２

１ａ２ｓｉｎ（２（β１－β２））＋
１
８
ｋ２４ａ２

２ａ１ｓｉｎ（β１－β２）－

１
４
ｋ２４ａ２

２ａ１ｓｉｎ（β１－β２）＋
１
４
（ｔ２１＋ｐ２１）ａ１ｓｉｎ（β１＋β２）＋

１
４
（ｔ２２＋ｐ２２）ａ２ｓｉｎ（２β２）－

ｋ２５Ｆ
２

ｓｉｎ（β２）

（４５）

ａ２ β̇２ ＝
３
８
ｋ２１ａ３

１ｃｏｓ（β１－β２）＋

３
８
ｋ２２ａ３

２＋
１
８
ｋ２３ａ２

１ａ２ｃｏｓ（２（β１－β２））＋
１
４
ｋ２３ａ２

１ａ２－

１
８
ｋ２４ａ２

２ａ１ｃｏｓ（β１－β２）＋
１
４
ｋ２４ａ２

２ａ１ｃｏｓ（β１－β２）－

σ２ａ２＋
１
４
（ ｔ２１＋ｐ２１）ａ１ｃｏｓ（β１＋β２）＋

１
４
（ ｔ２２＋ｐ２２）ａ２ｃｏｓ（２β２）－

ｋ２５Ｆ
２

ｃｏｓ（β２）

（４６）
考虑结构具有定常双振子解，得到结构的频响

函数

－ １
２
μ１ａ１＋

１
４
（ ｔ１１＋ｐ１１）ａ１ｓｉｎ（２β１）＋

１
４
（ ｔ１２＋ｐ１２）ａ２ｓｉｎ（β１＋β２）－

ｋ１５Ｆ
２

ｓｉｎ（β１）

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２

＋

３
８
ｋ１１ａ３

１＋
１
８
ｋ１４ａ２

２ａ１－σ１ａ１＋

１
４
（ ｔ１１＋ｐ１１）ａ１ｃｏｓ（２β１）＋

１
４
（ ｔ１１＋ｐ１１）ａ２ｃｏｓ（β１＋β２）－

ｋ１５Ｆ
２

ｃｏｓ（β１）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

２

＝ － ３
８
ｋ１２ａ３

２－
１
８
ｋ１３ａ２

１ａ２－
１
４
ｋ１４ａ２

２ａ１ｃｏｓ（β２－β１）
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

（４７）

－ １
２
μ２ａ２＋

１
４
（ ｔ２１＋ｐ２１）ａ１ｓｉｎ（β１＋β２）＋

１
４
（ ｔ２２＋ｐ２２）ａ２ｓｉｎ（２β２）－

ｋ２５Ｆ
２

ｓｉｎ（β２）

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２

＋

３
８
ｋ２２ａ３

２＋
１
８
ｋ２３ａ２

１ａ２－σ２ａ２＋

１
４
（ ｔ２１＋ｐ２１）ａ１ｃｏｓ（β１＋β２）＋

１
４
（ ｔ２２＋ｐ２２）ａ２ｃｏｓ（２β２）－

ｋ２５Ｆ
２

ｃｏｓ（β２）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

２

＝ － ３
８
ｋ２１ａ３

１－
１
４
ｋ２３ａ２

１ａ２ｃｏｓ（β１－β２）－
１
８
ｋ２４ａ２

２ａ１
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

（４８）

４　 数值模拟

本节根据上述得到的振动控制方程及频响函

数分析结构的非线性振动特性．ＭＦＣ⁃ＧＰ 复合材料

板的物理参数如表 １ 所示，几何参数为 ａ ＝ １．５ｍ，

４７２
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ｂ＝ １ｍ，ｈ ＝ ０． ００２ｍ，电压参数 Ｕ ＝ １ｋＶ，温度参数

ΔＴ＝ ５００℃ ．
考虑方程（４７）中 ａ２ ＝ １ 及方程（４８）中 ａ１ ＝ １，

得到结构随石墨烯体积分数变化的频响曲线如图

４、５ 所示．从图 ４～５ 中可以看出，一、二阶模态均呈

现硬弹簧特性，且随着石墨烯体积分数的增加，硬
弹簧特性越来越明显．

图 ４　 一阶模态的频响曲线随石墨烯体积分数的变化

Ｆｉｇ．４　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＧＰ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

图 ５　 二阶模态的频响曲线随石墨烯体积分数的变化

Ｆｉｇ．５　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＧＰ ｖｏｌｕｍｅ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

当石墨烯体积分数为 ０．００５ 时，研究电压、温
度、初相位对频响曲线的影响，结果如图 ６ ～ １１ 所

示．图 ６、７ 表明随着电压的增加，频响曲线变化较

小． 图 ８、９ 表明随着温差的增加，共振区域变小，并
当温度继续增大时，一阶模态的跳跃现象消失． 同

时，初相位对频响曲线的影响也比较大，当初相位

由负变为正的过程中，共振区域逐渐增加，如图

１０、１１ 所示．

图 ６　 一阶模态的频响曲线随电压的变化

Ｆｉｇ．６　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌｔａｇｅｓ

图 ７　 二阶模态的频响曲线随电压的变化

Ｆｉｇ．７　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ

ｍｏｄｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｏｌｔａｇｅｓ

图 ８　 一阶模态的频响曲线随温度的变化

Ｆｉｇ．８　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

下面采用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法对 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板进行数

值模拟，结构的物理参数如上表 １ 所示．研究石墨

烯体积分数 ０．００５，Ｕ＝ １ｋＶ，ΔＴ＝ ５００℃时，外激励对

结构非线性振动响应的影响．通过图 １２ 发现，当外

激励从 ０ 到 １６０Ｎ 的过程中，结构经历了混沌运

５７２
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动—周期运动—混沌运动—周期运动—混沌运动

交替的过程． 同时给出了系统在不同外激励作用下

发生周期和混沌运动的具体形式，图 １３ 为外激励

Ｆ＝ ８２Ｎ 时，结构发生的多倍周期运动，图 １４ 为外

激励 Ｆ＝ １１０Ｎ 时结构发生的混沌运动，其中图（ａ）和
（ｂ）是结构在（ｘ１，ｘ２）和（ｘ３，ｘ４）的相图，图（ｃ）和（ｄ）
是（ｔ， ｘ１）和（ｔ，ｘ３）上的波形图，图（ｅ）是三维相图．

图 ９　 二阶模态的频响曲线随温度的变化

Ｆｉｇ．９　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

图 １０　 一阶模态的频响曲线随初相位的变化

Ｆｉｇ．１０　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｈａｓｅ

图 １１　 二阶模态的频响曲线随初相位的变化

Ｆｉｇ．１１　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｈａｓｅ

图 １２　 结构的分叉图

Ｆｉｇ．１２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图 １３　 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板的多倍周期运动

Ｆｉｇ．１３　 Ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃ｎ ｍｏｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＦＣ⁃ＧＰ ｐｌａｔｅ

６７２
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图 １４　 ＭＦＣ⁃ＧＰ 板的混沌运动

Ｆｉｇ．１４　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＭＦＣ⁃ＧＰ ｐｌａｔｅ

同时，一些其他的因素也会对结构的振动产生

较大的影响，比如： 阻尼、初值等．参数如表 １ 不变，
当阻尼系数由 ０．００５ 变成 ０．００１ 时，结构的振动响

应如图 １５ 所示，随着阻尼变小，不稳定区域增加．
当初值由［１．４４，１．５５，－２．３５，１．７７９］ 变成 ［０．４４，
０．５５，１．３５，０．７７９］时，结构的响应如图 １６ 所示，结
构的动态稳定区域增加．

５　 结论

本文研究了带有石墨烯涂层的 １⁃３ 型压电纤

维复合材料（ＭＦＣ⁃ＧＰ）简支板结构的非线性动力

学特性． 基于 Ｒｅｄｄｙ 一阶剪切变形理论， Ｖｏｎ
Ｋáｒｍáｎ 位移应变关系，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理得到 ＭＦＣ⁃ＧＰ
板在广义位移下的非线性动力学方程． 利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ
法对无量纲化后的方程进行离散，得到一个自由度

的常微分方程． 利用特征值法，得到不同 ｍ、ｎ 情况

下的固有频率． 采用多尺度法进行摄动分析，研究

结构在基本参数共振和 １ ∶１内共振的情况下的动

图 １５　 改变阻尼的结构分叉图

Ｆｉｇ．１５　 Ｃｈａｎｇｉｎｇ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

图 １６　 改变初值的结构分叉图

Ｆｉｇ．１６　 Ｃｈａｎｇｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

７７２
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态稳定性． 数值结果表明，结构呈现硬弹簧特性，随
着石墨烯体积分数的增加． 硬弹簧特性明显． 同时

还研究了电压、温度、初相位对频响曲线的影响． 结
果表明，电压的改变对结构的振动响应影响较小，
随着温度的增加，共振区域变小，且当温度增加到

一定时，结构的跳跃现象消失． 初相位对结构也具

有一定的影响，当初相位从负变为正的过程中，结
构的共振区域增大．

同时，采用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法对结构进行了数值

模拟，得到了结构的分叉图、相图、波形图以及三维

相图． 结果表明，随着外激励大小的改变，结构依次

出现了混沌运动—周期运动—混沌运动交替的过

程． 同时，阻尼和初值对结构的振动响应也比较大，
改变阻尼的大小，可改变结构的稳定性，使不稳定

区域增加，改变初值可改变结构的稳定区域．
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