
第 １７ 卷第 ３ 期 ２０１９ 年 ６ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１９ ／ １７⑶ ／ ２３４⁃１０

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１７ Ｎｏ．３
Ｊｕｎ． ２０１９

２０１８⁃０５⁃１８ 收到第 １ 稿，２０１８⁃０６⁃２２ 收到修改稿．
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｓｈｃｕｉ＠ ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ

压电智能结构的主动控制及压电执行器布局优化

陶鸿飞　 崔升†

（复旦大学 航空航天系， 上海　 ２００４３３）

摘要　 本文对压电梁、板结构振动主动控制进行了研究，分别建立了压电悬臂梁的耦合动力学方程以及

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 假设下矩形压电薄板的耦合动力学方程，通过采用独立模态空间控制法，实现了对压电智能结构前

两阶模态的主动振动控制．为提高主动控制的抑振效果，通过仿真实例分析了压电执行器在梁上的不同布局

对于主动控制抑振效果的影响，得到了压电执行器粘附于悬臂梁上的最佳布局．最后实验验证了压电悬臂梁

在自由振动以及模态共振下压电执行器对于悬臂梁响应控制的可行性和有效性．
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引言

压电智能材料在结构振动控制中的应用由来

已久，早期的压电材料多用于结构的被动减振、抑
振，随着科学技术的发展，人们对于控制要求、控制

精度提出了更高的标准，压电智能结构主动控制、
半主动控制、新型压电智能结构等逐渐成为研究热

点．从 ２０ 世纪八十年代开始，诸多学者将目光转向

将压电材料应用于结构振动主动控制的研究．１９８５
年，Ｂａｉｌｅｙ 等人［１］率先将压电材料应用于悬臂梁主

动振动控制，通过在整个梁上粘贴一整片压电薄膜

来进行悬臂梁的振动控制．陶宝祺［２］从理论上研究

分析压电作动器应用于柔性结构振动主动控制，并
进行了相关的实验验证．孙东昌［３］ 将压电薄膜分

割，提出了分布单元方法，突破了一整片薄膜对于

高阶模态无法控制的局限．李岳峰等人［４］ 在梁表面

粘贴多组压电传感器 ／执行器，实现了多输入多输

出的结构振动主动控制．马治国等人［５］建立了压电

悬臂梁在受到拉伸弯曲作用下系统的机电耦合动

力学方程．Ｃｒａｗｌｅｙ 等人［６］ 提出了一种仿人控制算

法，用于压电悬臂梁的结构建模并进行了振动控

制．Ｗａｎｇ［７］ 建立了经典的层合板理论并分析了压

电执行器对于层合板的作用效果．Ｔａｎｉ 和 Ｑｉｎ［８－１０］

建立了板壳结构的压电耦合动力学方程，实现了对

板壳结构的振动主动控制．由于不合理的执行器电

压加载方式会导致结构的瞬态和残余振动，影响控

制精度和系统的稳定性，王晓明等人［１１］ 和张书扬

等人［１２］分别在智能结构动态形状的主动控制方面

进行抑振，提高了动态形状控制的效果．
对压电元件的布局优化一直以来是智能结构

振动控制研究中的一个十分重要的课题．１９８７ 年，
Ｃｒａｗｌｅｙ 和 Ｌｕｉｓ［１３］ 运用压电执行器对压电悬臂梁

振动主动控制时，分析得到压电作动器布置于应变

模态最大处控制效果最好．Ｋｗａｋ 等人［１４］ 研究了利

用压电材料作为传感器和执行器同时对多模态进

行主动控制，适当减少压电传感器 ／执行器效果可

以更好．王会利等人［１５］ 从减少压电材料在振动控

制中尽量降低对研究对象的影响的角度，进行了薄

板的多模态的主动控制试验，结果表明优化配置压

电材料的数量和尺寸可以改善压电智能结构的控

制效果．
本文对压电梁、板结构振动主动控制进行了研

究，利用压电陶瓷的正逆压电效应，在智能结构的

上下表面对称粘贴压电陶瓷片分别用作传感器和

执行器，分别建立了压电梁、板结构的耦合动力学

方程，运用独立模态空间控制法仿真实现了对压电

智能结构前两阶模态的主动控制，并分析比较了压

电陶瓷不同的粘附位置对于控制效果的影响，得到
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压电陶瓷的最优布局．
在此基础上，构建基于 Ａｒｄｕｉｎｏ Ｕｎｏ 控制板的

压电悬臂梁的主动控制系统验证了压电悬臂梁在

自由振动以及模态共振下压电执行器对于悬臂梁

响应控制的可行性和有效性．

１　 压电智能结构动力学建模

本文研究的压电智能结构包括一维压电梁结

构和二维压电板结构．选用的 ｄ３１型压电陶瓷如图 １
所示，它的极化方向与应力方向相互正交［１６］ ．

图 １　 ｄ３１型压电材料压电效应示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｄ３１ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ

１．１　 压电悬臂梁动力学建模

压电悬臂梁模型如图 ２ 所示，压电陶瓷对称粘

贴于悬臂梁上下表面，分别作为传感器和执行器，
并认为压电片和梁之间结合良好，没有相对位移．
悬臂梁采用欧拉梁模型，即假设梁的各截面的中心

主惯性轴在同一平面内，外载荷也在该平面内，并
且在低频振动时忽略剪切变形以及截面绕中性轴

转动惯量的影响．梁的横向振动位移可表示为 ｙ（ｘ，
ｔ） ．梁的长宽厚分别为 ｌｂ，ｗｂ，ｈｂ，杨氏模量为 Ｅｂ，密
度为 ρｂ ．压电陶瓷片（ＰＺＴ）长为 ｌｐ，粘贴在梁上的左

端点 ｘ１，右端点 ｘ２，宽为 ｗｐ，厚为 ｈｐ，常电位移下弹

性模量为 ＥＤ
ｐ ，纵向压电常数为 ｄ３１ ．下角表 ｂ，ｐ 分别

代表梁基质和压电片．

图 ２　 压电悬臂梁示意图

Ｆｉｇ．２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｂｅａｍ

考虑到压电陶瓷的横观各向同性，应用第四类

压电方程并简化可得［１７］：
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其中，Ｔ１ 为 ｘ 方向主应力；Ｓ１ 为 ｘ 方向主应变；Ｅ３

为 ｚ 方向电场；Ｄ３ 为 ｚ 方向电位移；ｃＤ１１即 ＥＤ
ｐ 为在常

电位移下压电陶瓷的弹性模量；ｈ３１为压电刚度常

数；βＳ
３３为常应变下介电常数．
根据哈密顿原理

δＨ ＝ δ∫ｔ ２
ｔ１
（Ｔ － Ｕ ＋ Ｗ）ｄｔ ＝ ０ （２）

可以得到关于压电耦合的悬臂梁动力学方程组：
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其中，Ｈ（·）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，其导数为 δ 函数．Ａｂ，
Ａｐ 分别为梁基质层和压电层的截面积． Ｉｂ，Ｉｐ 分别

是梁基质层和压电层横截面对中性轴的惯性矩．
电学方程如方程（４）所示，第一项是梁振动在

压电片上产生的电压，第二项由于压电片本身固有

电容，第三项是外部输入的控制电压．
对悬臂梁的横向振动位移在模态空间展开，并

振型截断在前 ｎ 阶主振型，则有：

ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｙｉ（ｘ）ｑｉ（ ｔ） ＝ Ｙ[ ] Ｔ ｑ[ ] （５）

其中，Ｙｉ 是第 ｉ 阶位移主振型．
方程（３）就可以写成如下形式：

Ｍｑ̈（ ｔ）＋Ｃｑ̇（ ｔ）＋Ｋｑ（ ｔ）＝ Ｆｅｘｆ＋Ｆｐｉｚｅｏ （６）
其中，

Ｍ ＝ ρ ｂＡｂ∫ｌ ｂ
０
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５３２
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０
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（１１）
１．１．１　 压电执行器

根据方程（１１），压电片作动器对于悬臂梁的

力输入可化为：
Ｆｐｉｚｅｏ ＝Ｋｕｕ Ｙｉ′（ｘ１）－Ｙｉ′（ｘ２）[ ] （１２）

其中，

Ｋｕ ＝
１
２
ｂｄ３１ＥＤ

ｐ（ｈｐ＋ｈｂ） （１３）

外力只考虑压电作用时，则 ｆ（ ｘ， ｔ） ＝ ０，方程

（６）在模态空间可解耦，各分量为：
ｑ̈ｉ（ ｔ）＋２ζｉωｉ ｑ̇（ ｔ）＋ωｉ

２ｑ（ ｔ）＝ Ｂ ｉｕ （１４）
其中，

Ｂ ｉ ＝Ｋｕ Ｙｉ′（ｘ１）－Ｙｉ′（ｘ２）[ ] （１５）
１．１．２　 压电传感器

压电片传感器提取悬臂梁状态信号：
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δ（ｘ１） － δ（ｘ２）[ ]

（１６）
把方程（５）带入方程（１６）可得传感器输出电

压：

ｕｏｕｔ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉｑｉ（ ｔ） （１７）

其中，
Ｃ ｉ ＝ＫＣ Ｙ′ｉ（ｘ１）－Ｙ′ｉ（ｘ２）[ ] （１８）

ＫＣ ＝
ｄ３１ｈｐｈｂ

２（εＴ
３３·ｓＥ１１－ｄ３１

２） ｌｐ
（１９）

１．２　 压电矩形板动力学建模

由于生活实际中常见的板结构约束条件多为

固支，且在板的自由振动衰减中主要以低阶模态为

主，因此本文以四边固支板为例，对压电矩形板的

前两阶振动模态进行主动控制．
如图 ３ 所示的四边固支矩形薄板，长度为 ａ，

宽为 ｂ，厚为 ｈｂ ．压电片对称粘贴于矩形板上下表

面，分别作为传感器和执行器，并认为压电片和板

之间结合良好，无相对位移．压电传感器与压电执

行器均为方形且尺寸相同，边长为 ｌｐ，厚度为 ｈｐ ．下
角表 ｂ，ｐ 分别代表板基质和压电片．

图 ３　 四边固支压电板示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｆｏｕｒ－ｓｉｄｅｄ ｓｕｐｐｏｒｔ ｐｌａｔｅ

应用第四类压电方程并针对薄板简化可

得［１５］：
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（２０）

其中，Ｔ１，Ｔ２，Ｔ６ 为应力分量；Ｓ１，Ｓ２，Ｓ６ 为应变分量；

Ｅ３ 为 ｚ 方向电场；Ｄ３ 为 ｚ 方向电位移；ｃＤ１１，ｃＤ１２，ｃＤ６６为
在常电位移下压电陶瓷的弹性常数；ｈ３１为压电刚

度常数；βＳ
３３为常应变下介电常数．

由于压电陶瓷为横观各向同性材料，并且在承

受两维应变波动的薄板上忽略厚度方向上的正应

力与横向切应力，当压电陶瓷不受约束时，给定极

化方向上电压 Ｖ，则有在 ｘ 方向应变 εｐ
ｘ 和 ｙ 方向应

变 εｐ
ｙ 相等且值为：

εｐ
ｘ ＝εｐ

ｙ ＝εｐ ＝
ｄ３１

ｈｐ
Ｖ （２１）

当压电执行器在 ｘ 和 ｙ 方向产生形变时，对应

６３２
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地可求得应力，沿厚度方向积分可得压电执行器内

部沿 ｘ 和 ｙ 方向的弯矩 ｍｘ 和 ｍｙ，进一步地，依据

关于中性面的力矩平衡可确定弯矩 ｍｘ 和 ｍｙ 的值．
计算可得弯矩为：

ｍｘ ＝ｍｙ

＝Ｃ０εｐ Ｈ（ｘ－ｘ１）－Ｈ（ｘ－ｘ２）[ ] ·
　 Ｈ（ｙ－ｙ１）－Ｈ（ｙ－ｙ２）[ ] （２２）

其中，

Ｃ０ ＝ －Ｅｂ

１＋μｐ

１－μｂ

Ｐ
１＋μｂ－（１＋μｐ）Ｐ

１
６
ｈ２
ｂ （２３）

Ｐ＝ －
Ｅｐ

Ｅｂ

１－μ２
ｂ

１－μ２
ｐ

Ｋ （２４）

Ｋ＝
６ｈｂｈｐ（ｈｂ＋ｈｐ）

（ｈｂ
３＋８ｈｐ

３）＋６ｈｂｈｐ
２ （２５）

因此，对于仅依赖于压电执行器提供外力矩的薄板

振动系统：

Ｄｂ Ñ
４ｗ＋ρｂｈｂ

∂２ｗ
∂ｔ２

＝
∂２ｍｘ

∂ｘ２ ＋
∂２ｍｙ

∂ｙ２ （２６）

压电执行器作用在薄板表面上的外载荷可以

由下式计算：
∂２ｍｘ

∂ｘ２ ＝Ｃ０εｐ δ′（ｘ－ｘ１）－δ′（ｘ－ｘ２）[ ] ·

Ｈ（ｙ－ｙ１）－Ｈ（ｙ－ｙ２）[ ]

∂２ｍｙ

∂ｙ２ ＝Ｃ０εｐ Ｈ（ｘ－ｘ１）－Ｈ（ｘ－ｘ２）[ ] ·

δ′（ｙ－ｙ１）－δ′（ｙ－ｙ２）[ ] （２７）
采用独立模态空间控制法，将板的挠度按主振

型展开为如下双重级数形式：

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∑
∞

ｉ
∑
∞

ｊ
Ｗｉ，ｊ（ｘ，ｙ）ｑｉ，ｊ（ ｔ） （２８）

由于薄板主振型的正交性，可将式（２８）在模态空

间中解耦：
ｑ̈ｒ，ｓ（ ｔ）＋ωｒ，ｓ

２ｑｒ，ｓ（ ｔ）＝ Ｂｍｕ （２９）
１．２．１　 压电执行器

式（２９）中，Ｂｍｕ ＝ Ｆｐｉｅｚｏ 是广义力，可由下式计

算：

Ｆｐｉｅｚｏ ＝ ∯
Ａｂ

∂２ｍｘ

∂ｘ２
＋

∂２ｍｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｗｒ，ｓ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ （３０）

ｕ 为压电执行器的控制输入电压．
由方程（３０）可得：

Ｂｍ ＝ Ｋａ
é

ë

ê
ê∫

ｙ２

ｙ１

∂Ｗｉ，ｊ（ｘ１，ｙ）
∂ｘ

－
∂Ｗｉ，ｊ（ｘ２，ｙ）

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｙ ＋

∫ｘ２
ｘ１

∂Ｗｉ，ｊ（ｘ，ｙ１）
∂ｙ

－
∂Ｗｉ，ｊ（ｘ，ｙ２）

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

ù

û

ú
ú

（３１）
其中，

Ｋａ＝
Ｃ０ｄ３１

ρｈｂｈｐ
（３２）

１．２．２　 压电传感器

由于压电传感器层相对板厚度更薄，假定其应

变在压电层内为常数且都等于板外表面的应变．因
此，应变可简化计算：

εｐ
ｘ ＝ －ｒｐ ∂

２ｗ
∂ｘ２ ， εｐ

ｙ ＝ －ｒｐ ∂
２ｗ
∂ｙ２ （３３）

其中，ｒｐ 为压电片到薄板中性轴的距离，即 ｒｐ ＝ｈｂ ／ ２．
在压电传感器中，上下电极面内平均感生电压

为：

Ｖ３ ＝
ｈｐ

Ａｐ
∫
Ａｐ
ｈ３１（ε ｐ

ｘ ＋ ε ｐ
ｙ）ｄｘｄｙ （３４）

其中，Ａｐ 为压电片面积．
将式（２７）和式（３３）代入方程（３４）积分可得传

感器输出电压：

Ｖ３ ＝ ∑
∞

ｉ
∑
∞

ｊ
Ｃｍｑｉ，ｊ（ ｔ） （３５）

其中，

Ｃｍ ＝ Ｋｓ
é

ë

ê
ê∫

ｙ２

ｙ１

∂Ｗｉ，ｊ（ｘ１，ｙ）
∂ｘ

－
∂Ｗｉ，ｊ（ｘ２，ｙ）

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｙ ＋

∫ｘ２
ｘ１

∂Ｗｉ，ｊ（ｘ，ｙ１）
∂ｙ

－
∂Ｗｉ，ｊ（ｘ，ｙ２）

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

ù

û

ú
ú

（３６）

Ｋｓ ＝
ｄ３１ｈｂｈｐ

２（εＴ
３３·ｓＥ１１ ＋ εＴ

３３·ｓＥ１２ － ２ｄ３１
２）（ｘ２ － ｘ１）（ｙ２ － ｙ１）

（３７）
１．３　 状态空间

将一维压电梁、二维压电板的耦合动力学方程

转化到状态空间，在模态空间中引入状态空间变

量：
Ｘ（ ｔ）＝ ［ｑ１（ ｔ），ｑ２（ ｔ），…，ｑｎ（ ｔ），ｑ̇１（ ｔ），

ｑ̇２（ ｔ），…，ｑ̇ｎ（ ｔ）］ Ｔ （３８）
可将压电梁、板系统转化到状态空间．在状态空间

形式上，压电梁、板系统具有同一性，
Ｘ̇（ ｔ）＝ ＡＸ（ ｔ）＋Ｂｕ（ ｔ）
Ｙ（ ｔ）＝ ＣＸ（ ｔ） （３９）

７３２
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其中，状态矩阵 Ａ 为：

Ａ＝
０ｎ×ｎ Ｉｎ×ｎ
－Λｎ×ｎ －２ζｉωｉ ｎ×ｎ

{ } （４０）

对单压电执行器 ／传感器作用于压电梁、板结

构的振动主动控制系统而言，即单输入单输出系

统．控制矩阵 Ｂ、输出矩阵 Ｃ 分别为：

Ｂ＝
０ｎ×１

（Ｂ ｉ） ｎ×１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（４１）

Ｃ＝ [（Ｃ ｉ） １×ｎ ０１×ｎ ] （４２）

对于压电悬臂梁，Ｂ ｉＣ ｉ 分别由方程 （ １５） 和

（１８）计算可得．对于压电矩形板，ＢｍＣｍ 分别由方程

（３１）和（３６）计算可得．

２　 压电陶瓷布局分析

由上节推导可知，对于压电悬臂梁和压电矩形

板，在模态空间中存在：
Ｂ ｉ∝Ｃ ｉ， Ｂｍ∝Ｃｍ （４３）

即在第 ｍ 阶模态振动下，在板的某一位置使得 Ｃｍ

值越大，压电传感器的输出电压也就越大，相应地

Ｂｍ 值也就越大，因而可以提供较小的输入电压 ｕ，
就可达到同等水平的控制作用．由此可见，对于压

电梁、板模态振动主动控制压电片在梁、板结构上

的布局优化问题，即转化为寻求压电传感器输出电

压最大的压电片布局．压电智能结构电压：

Ｖ３ ＝ ∫ｈｐ
０
Ｅ３ｄｚ （４４）

结合压电本构关系，对梁有

Ｖ３ ＝ｈｐ（ｈ３１εｐ
ｘ－βＳ

３３Ｄ３） （４５）
对板有

Ｖ３ ＝ｈｐ（ｈ３１εｐ
ｘ＋ｈ３１εｐ

ｙ－βＳ
３３Ｄ３） （４６）

可见，在无外源场强下，对于梁，同一材质压电传感

器输出电压

Ｖ３∝εｐ
ｘ （４７）

同理，对于板

Ｖ３∝（εｐ
ｘ＋εｐ

ｙ） （４８）
由于压电陶瓷片厚度相较于基梁、板厚度较

小，因此假定其应变在压电层内为常数，且都等于

板外表面的应变，即压电梁、板模态振动主动控制

压电片在梁、板结构上的布局优化问题，即转化为

寻求悬臂梁应变 εｘ 最大，矩形薄板 ｘ，ｙ 方向应变

和（εｘ＋εｙ）最大的压电片布局．

２．１　 悬臂梁应变模态

ｒｐ 为压电片到悬臂梁中性轴的距离，近似为

ｒｐ ＝ｈｂ ／ ２．悬臂梁应变为：

ε（ｘ）＝
ｈｂ

２
∂２ｙ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２ （４９）

图 ４ 所示为悬臂梁前两阶应变模态图，其中红

色圆圈代表压电悬臂梁的应变模态极大值坐标，一
阶应变模态极值点 ｘ＝ ０，二阶 ｘ＝ ０，ｘ＝ ０．５３ｌ．

图 ４　 悬臂梁前二阶应变模态图

Ｆｉｇ．４　 Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｂｅａｍ′ｓ ｆｉｒｓｔ ｔｗｏ ｏｒｄｅｒｓ ｓｔｒａｉｎ ｍｏｄｅｓ ｄｉａｇｒａｍ

２．２　 四边固支薄板应变模态：
与压电悬臂梁作类似简化 ｒｐ ＝ ｈｂ ／ ２，则矩形板

应变为：

（εｘ＋εｙ）＝
ｈｂ

２
∂２ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｘ２ ＋∂
２ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）

∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ （５０）

图 ５ 所示为四边固支板前两阶应变模态的等

高线图，从图中可知一阶应变最大在矩形板中心．
二阶应变模态在长度中轴线上会出现节线，节线处

应变为零，节线两侧应变符号反向，因此，应避免将

压电片布局在应变节线处．

图 ５　 四边固支板前两阶应变模态

（ｘ 方向应变与 ｙ 方向应变之和）等高线图

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔｔｗｏ ｏｒｄｅｒｓ ｍｏｄａｌ ｓｔｒａｉｎ ｃｏｎｔｏｕｒ ｍａｐ

ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｕｒ⁃ｓｉｄｅｄ ｓｕｐｐｏｒｔ ｐｌａｔｅ

３　 压电智能结构主动控制仿真

３．１　 压电悬臂梁仿真

本节以具体的压电悬臂梁为例，用 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 工

８３２
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具箱采用 ＬＱＲ 控制策略针对系统的前两阶模态进

行独立模态空间控制．梁与压电传感器及压电执行

器尺寸如表 １ 所示．
表 １　 压电悬臂梁的材料属性

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｂｅａｍ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ａｃｔｕａｔｏｒ
（ＰＺＴ－５Ａ）

Ｓｅｎｓｏｒ
（ＰＺＴ－５Ａ）

Ｂｅａｍ
（Ｓｔｅｅｌ）

Ｙｏｕｎｇ′ｓ ｍｏｄｕｌｕｓ（ＧＰａ） ６３ ６３ ２００
Ｐｏｉｓｓｏｎ′ｓ ｒａｔｉｏ ０．３ ０．３ ０．３３

Ｅｌｅｃｔｒｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ （ｍ ／ Ｖ） １７１ｅ－１２ １７１ｅ－１２ ０
Ｌｅｎｇｔｈ（ｍｍ） １７．５ １７．５ ２６０
Ｗｉｄｔｈ（ｍｍ） １７．５ １７．５ １３

Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ（ｍｍ） ０．３ ０．３ ０．５
Ｄｅｎｓｉｔｙ（ｋｇ ／ ｍ３） ７６５０ ７６５０ ７８５０

考虑悬臂梁第一、第二阶应变模态．分别在梁上

的 ５ 处不同位置对称粘贴压电传感器 ／执行器如图 ６
所示，压电片的左端点位置分别为 ｘ１ ＝ ［０，０．１５，
０．１８，０．２２，０．６５］·ｌｂ，压电片的长为 ｌｐ ＝ ０．０６７ｌｂ，即红

色短线所示，观察压电执行器在不同位点的控制效

果．梁端部位移模态响应图及输入的控制电压图如

图 ７ 和图 ８ 所示．

图 ６　 一、二阶振型自由振动下压电片各位点相对位置图

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｌｉｃｅｓ ａｔ ｔｈｅ

ｆｉｒｓｔ ｔｗｏ ｏｒｄｅｒｓ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

图 ７　 一、二阶振型自由振动下各位点减振效果图

Ｆｉｇ．７　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔ ａｔ ｅａｃｈ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ

ｆｉｒｓｔ ｔｗｏ ｏｒｄｅｒｓ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

结合图 ６（左）、７（左）、８（左）可以看到，一阶

图 ８　 一、二阶振型自由振动下各位点执行器控制电压图

Ｆｉｇ．８　 Ａｃｔｕａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖｏｌｔａｇｅ ａｔ ｅａｃｈ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ

ｆｉｒｓｔ ｔｗｏ ｏｒｄｅｒｓ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

模态下随着压电片远离固定端，应变越来越小，
ＬＱＲ 方法的控制效果越弱．在悬臂梁根部压电执行

器主动控制所需电压量级与在端部（应变接近零

处）所需电压量级差别不大，但压电执行器作用在

根部移振幅衰减速度更快，衰减幅度更大．结合图 ７
（右）和图 ８（右）在二阶模态下一、二、三号位的端

部位移图及输入电压图可知，随着应变的减小，控
制效果越差；比较二、四号位的端部位移图及输入

电压图可知，在应变的节点左右两侧，相位相差

１８０ 度．四、五号位的对比，也辅助证明了应变越大

的位点粘贴压电片控制效果越好．在位点接近二阶

应变模态节点处（ｘ１ ＝ ０．２２ｌｂ）几乎无控制作用．可
见压电片布局应避开应变节点．

控制的目标是通过尽可能小的力，达到快速收

敛的效果．无疑，在前两阶模态上，将压电片粘贴在

应变最大的位点将能得到最优的控制效果．
３．２　 压电矩形板仿真

类似地，以四边固支矩形压电板为例，在给定

初始模态位移下，采用 ＬＱＲ 控制控制板的前两阶

模态，来验证主动控制抑振的有效性，并分析不同

压电布局对于控制效果的影响．仿真参数如表 ２ 所

示．
表 ２　 压电智能板材料属性

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｌａｔｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

Ｍａｔｅｒｉａｌ Ｙｏｕｎｇ′ｓ
ｍｏｄｕｌｕｓ （Ｐａ）

Ｄｅｎｓｉｔｙ
（ｋｇ ／ ｍ３）

Ｐｏｉｓｓｏｎ′ｓ
ｒａｔｉｏ

Ｓｉｚｅ
（ｍｍ）

Ａｌｕｍｉｎｕｍ
ＰＺＴ－５Ａ

７ｅ１０
６．３ｅ１０

２７００
７７５０

０．３
０．３

３６０∗３００∗３
５０∗５０∗０．３

压电矩形板一阶固有频率为 ２４６．４ Ｈｚ，二阶固

有频率为 ４５０．１ Ｈｚ．针对薄板前两阶模态分别设计

如图 ９ 所示的压电片布局方案．方案 １～６ 压电执行

器中点坐标分别为（ ａ ／ ２，ｂ ／ ２） （３ａ ／ ２０，ｂ ／ ２） （ ａ ／ ２，
３ｂ ／ ２０）（ａ ／ ２，ｂ ／ ２）（ａ ／ ３，ｂ ／ ２）（ａ ／ ３，ｂ ／ ５）．在一阶模

９３２
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态下，选取板中点（ ａ ／ ２，ｂ ／ ２）处的响应作为观测

点；二阶模态下，选取板（ ａ ／ ３，ｂ ／ ２）处的响应作为

观测点．

图 ９　 三种压电执行器布局方案示意图

Ｆｉｇ．９　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｌａｙｏｕｔｓ ｆｏｒ ａｃｔｕａｔｏｒｓ

图 １０　 三种布局方案位移响应对比图

Ｆｉｇ．１０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ ｌａｙｏｕｔｓ

图 １１　 三种布局方案控制电压对比图

Ｆｉｇ．１１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｃｔｕａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｖｏｌｔａｇｅ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ ｌａｙｏｕｔｓ

由图 ５ 可知，在一阶模态下，板中心为一阶应

变模态最大处，为最佳粘贴布局，对比图 １０（左）和
图 １１（左）中橙线，结果表明方案 １，即一阶应变模

态最大处的响应衰减最迅速，并且控制输入的电压

相对最小．可见，将压电执行器粘贴在应变最大处

控制效果最好．
同理，图 １０（右）和图 １１（右）结果表明，方案 ５

（图中绿线），即二阶应变模态最大处的响应衰减

最迅速，并且控制输入的电压相对最小．可见，将压

电执行器粘贴在应变最大处控制效果最好．值得注

意的是，板的中心为二阶应变模态零点处，方案 ４
的布局覆盖了板横向和纵向的应变节线，沿节线两

侧的应变相位相差 １８０ 度，响应曲线与未控制完全

重合，也就是说在此处对于二阶模态的控制几乎无

效．

４　 压电悬臂梁主动控制实验分析

压电悬臂梁主动控制实验装置如图 １２ 所示．
在对梁自由振动主动控制时，将一对压电传感器和

压电执行器对称粘贴在悬臂梁靠近根部的两侧；在
对梁一、二阶模态共振进行主动控制时，将两对压

电传感器和压电执行器分别对称分布在悬臂梁根

部的两侧和梁中部二阶应变模态最大处的两侧．

图 １２　 压电悬臂梁控制实验装置图

（１－压电悬臂梁；２－Ａｒｄｕｉｎｏ Ｕｎｏ 控制板；３－Ｌ２９８Ｎ 驱动器；

４－ＰＣ；５－信号采集仪；６－信号发生器；７－非接触式激振器；

８－电涡流位移传感器）

Ｆｉｇ．１２　 Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｂｅａｍ ｃｏｎｔｒｏｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄｅｖｉｃｅ

当压电悬臂梁发生振动时，压电传感器根据梁

应变特征输出电压信号，通过 Ａｒｄｕｉｎｏ Ｕｎｏ 板的模

拟信号输入引脚将信号读入到 ＰＣ 端 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 中，
经过数字滤波过滤掉高阶噪声以及低阶的电压漂

移，然后经过 ＰＤ 控制策略，得到输出的控制电压

信号，控制电压信号从 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 传输入 Ａｒｄｕｉｎｏ
Ｕｎｏ 板，再经由 Ａｒｄｕｉｎｏ 的 ＰＷＭ 输出引脚输出特

定频率脉冲调制信号，经过 Ｌ２９８Ｎ 的双 Ｈ 桥输出

模拟信号，用以驱动压电执行器抑制悬臂梁的振

动．从而构成完整的主动控制闭环回路．其中 Ｌ２９８Ｎ
的驱动能量由两节 ９Ｖ 积层电池串联供能．实验压

电悬臂梁的参数同表 １．表 ３ 列出了压电悬臂梁的

前两阶固频的理论值与实测值．
表 ３　 前两阶固频

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｗｏ ｏｒｄｅｒｓ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖａｌｕｅ
Ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ

Ｓｅｃｏｎｄ ｏｒｄｅｒ
６．０ Ｈｚ
３７．８ Ｈｚ

５．８ Ｈｚ
３３．９ Ｈｚ

４．１　 由衰减振动控制

实验的设计如图 １３ 所示，压电传感器和执行

器粘贴在距离梁根部 ４ｃｍ 处．给定初位移 １５ｍｍ，测
试控制前后梁自由衰减振动曲线并比较．

０４２
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图 １３　 压电悬臂梁自由衰减振动控制示意图

Ｆｉｇ．１３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｆｒｅｅ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ

图 １４（ａ）表示在初始位移为 １５ｍｍ 下，压电悬

臂梁系统压电传感器在控制前后的自由振动衰减

曲线，控制前（虚线）阻尼比为 ０．００２６，控制后（实
线）阻尼比为 ０．０１３．图 １４（ｂ）表示由 ＰＤ 控制所需

要输入的控制电压曲线，以及经过限位操作后的等

效 Ｂａｎｇ－Ｂａｎｇ 控制输入电压曲线．

图 １４　 自由衰减振动控制

（初始位移 １５ｍｍ）

Ｆｉｇ．１４　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ

（ｉｎｉｔｉａｌ ｔｉｐ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｉｓ １５ｍｍ）

可见，利用 Ａｒｄｕｉｎｏ 控制板进行主动控制，得
到比较明显的振动抑制效果，阻尼比相较于未施加

控制时提高了 ５ 倍．控制响应速度较快，在 ４ｓ 内将

梁端部位移衰减到 １ｍｍ 以下．受实验测试条件的

限制，本次实验的有效信号在 ０．４Ｖ 以上，即梁的端

部位移大于等于 ０．５ｍｍ．
４．２　 一、二阶模态共振下的振动控制

实验的设计如图 １５ 所示，两对压电陶瓷分别

粘贴在距离梁根部 １ｃｍ 和 １１．５ｃｍ 处．采用非接触

式激振器持续激励压电悬臂梁系统，使系统分别处

于一、二阶模态共振状态．通过控制开关 Ｉ 和开关 ＩＩ
施加控制．

图 １６ 所示为压电悬臂梁在一、二阶模态共振

下的振动控制效果，在第 ６ｓ 处施加控制．从（１ａ）和
（２ａ）、（１ｂ）和（２ｂ）的对比中可以验证在理论计算

中得到的结论，压电执行器控制输入在梁振动应变

较大处控制效果较好．

图 １５　 压电悬臂梁一、二阶模态共振下的振动控制示意图

Ｆｉｇ．１５　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｆｉｒｓｔ ａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ

图 １６　 一、二阶模态共振下的振动控制效果图

Ｆｉｇ．１６　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｅａｍ ｂｅｆｏｒｅ ａｎｄ ａｆｔｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｗｈｅｎ

ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｒｅａｃｈｅｓ ｆｉｒｓｔ ａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ

综合来看，该控制系统在前两阶模态控制上效

果显著．５Ｖ 的压电执行器输入上限对于系统的控

制能量有限，选择最优的控制位置、增加压电执行

器的数量可以有效降低模态共振的峰值．

５　 结论

本文应用哈密顿原理，推导了压电悬臂梁的耦

合动力学方程组，并运用模态分析理论将其转化到

状态空间，通过 ＬＱＲ（线性二次型调节器）控制方

法对压电悬臂梁模型前两阶模态振动进行主动控

１４２
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制（闭环反馈控制）仿真，取得了比较好的控制效

果，将独立模态空间控制法从一维梁结构扩展到二

维板结构．建立了压电矩形板的动力学方程，并分

析比较了压电陶瓷不同的布局对于控制效果的影

响，结果表明在应变较大的位置粘贴压电执行器效

果更好．
通过设计基于 Ａｒｄｕｉｎｏ Ｕｎｏ 板的振动主动控制

实验，用 ＰＤ（比例⁃微分控制器）与 Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 相结

合的控制方法研究对压电悬臂梁的主动控制效果．
实验结果表明：

（１）Ａｒｄｕｉｎｏ Ｕｎｏ 板结合经典的 ＰＩＤ 控制方法

以及 Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 控制方法对压电悬臂梁的主动控

制方便而有效．在自由振动中使用这种控制手段将

阻尼比提高了 ５ 倍，达到较明显的抑振效果．在模

态共振下进行主动控制，亦可观察到较明显的幅值

衰减．
（２）压电执行器作用于悬臂梁的各阶应变最

大处的抑振效果较好．为进一步利用压电陶瓷做分

布式结构动力学主动控制提供了理论和实验依据．
（３）在输入功率有上限的情况下（弱电压），增

加压电执行器的数量可以有效降低模态共振的峰

值．
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