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摘要　 研究一类具有对称性质的四维幂零向量场的超规范形问题，并将其应用于具有实际工程背景的高维

非线性动力学模型的简化．发展与完善由 Ｓａｎｄｅｒｓ、Ｂａｉｄｅｒ 和 ＫＯＷ提出的规范形进一步简化的理论，利用线

性次数函数、多重李括号与分块矩阵的新记号表示相结合的方法，分别获得四维幂零向量场 ３ 次、５ 次截断

的超规范形的一般形式，并将超规范形理论应用于研究环型桁架卫星天线模型的化简问题．本文通过引入并

完善大尺寸分块矩阵的新记号表示方法，获得一种处理大尺寸分块矩阵运算的新方法，简化繁琐的大尺寸

矩阵的运算，为后续的研究带来便利条件．
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引言

随着现代数学理论和计算机技术的发展，非线

性动力学理论研究取得了极大进展，并广泛应用到

工程科学、生命科学、社会科学等领域中．近年来关

于高维非线性动力系统的周期解及分岔理论不断

发展，由于高维系统的复杂性与多样性，在理论研

究和数值计算方面都会面临困难，因此对高维向量

场进行化简往往是进行定性研究和数值分析的必

要前提．规范形理论为向量场或非线性动力系统在

奇点附近的化简提供了系统的方法， 为揭示高维

非线性动力系统的周期解及分岔机理提供有力工

具，为洞察重大工程实际问题的非线性动力学行为

提供有效手段．
规范形理论的基本思想是经过一系列的近恒

同变换将其简化为尽可能简单的形式，并且保持系

统的局部动力学性态不变．近年来的研究表明，传
统的规范形［１］（Ｐｏｉｎｃａｒｅ⁃Ｂｉｒｋｈｏｆ 规范形、Ｔａｋｅｎｓ 规
范形）不一定是最简或唯一的，这使得规范形的应

用受到限制，因此需要对其进行进一步化简．１９８４
年 Ｕｓｈｉｋｉ［２］首次提出最简规范形的概念，而超规范

形（最简规范形、唯一规范形）的提出更是丰富和

发展了规范形的进一步化简理论．
Ｋｏｋｕｂｕ等［３］发展与完善 Ｂａｉｄｅｒ 和 Ｓａｎｄｅｒｓ［４］

的最简规范形理论，研究 Ｂｏｇｄａｎｏｖ⁃Ｔａｋｅｎｓ（以下简

称 Ｂ⁃Ｔ规范形）向量场在 μ＝ ２，ν＝ １ 情形的规范形

进一步化简问题．文中给出了线性次数函数和 Ｎ阶

规范形的严格定义以及判断规范形唯一性的充分

条件，利用多重李括号和线性次数函数相结合的方

法，得到规范形的一般形式，并且验证了该规范形

在非代数数条件下的唯一性．由 Ｋｏｋｕｂｕ，Ｏｋａ 和

Ｗａｎｇ提出的最简规范形理论比较系统且完善，称
其为 ＫＯＷ理论．之后，Ｐｅｎｇ 等［５］提出了判断规范

形的唯一性的新的充分条件．Ｗａｎｇ，Ｌｉ 等［６，７］基于

ＫＯＷ理论，在非代数数的条件下解决了 Ｂａｉｄｅｒ 和
Ｓａｎｄｅｒｓ提出的 Ｂ⁃Ｔ唯一规范形在 μ ＝ ２ν 情形的公

开问题，并给出其一般形式；首次获得 １２ 次非线性

动力系统最简规范形在多种可能情形下的一般形

式及其对应于原系统的全部系数．
在利用规范形理论解决实际工程问题时，科学

家们比较关注的是规范形系数与原始非线性系统

系数之间的对应关系，尤其是随着维数的增加，超
规范形研究在理论及计算方面都会面临很多困难，
需要探索新理论、新方法和新技术．２００４ 年，Ｚｈａｎｇ
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等［８］对共轭算子法进行了改进，发展了一种计算四

维非线性系统规范形及系数的有效方法，推导出计

算最简规范形的通用公式，借助于 Ｍａｐｌｅ 程序语

言，获得了系统的规范形、规范形系数和相应的坐

标形式变换，并将该理论成功地推广到工程应用

中．Ｃｈｅｎ等［９，１０］提出了改进的直接法，研究高维非

线性系统最简规范形及系数对应关系． ２０１４ 年以

来，Ｌｉ等［１１－１３］首次提出处理大尺寸分块矩阵的新

记号表示方法，并利用线性次数函数、多重李括号

和首次积分相结合的方法研究了三维幂零向量场

的超规范形问题；基于多重李括号的思想，提出一

种适用于符号计算的递归算法，研究三维幂零向量

场规范形的系数计算问题．
本文研究具有对称性质的四维幂零向量场的

超规范形问题，并将其应用于具有实际工程背景的

高维非线性动力学模型的简化．发展与完善由

Ｓａｎｄｅｒｓ、Ｂａｉｄｅｒ和 ＫＯＷ 提出的规范形进一步简化

的理论，利用线性次数函数与多重李括号相结合的

方法，通过引入并完善大尺寸分块矩阵的新记号表

示方法，分别获得四维幂零向量场 ３ 次、５ 次截断

的超规范形的一般形式．然后从环型桁架卫星天线

呼吸振动形式下的动力学控制方程出发，利用多尺

度方法得到直角坐标形式的 ５次平均方程，并利用

超规范形理论对其进行化简，获得环型桁架卫星天

线模型超规范形的一般形式及系数对应关系，使得

简化模型最大限度地符合实际问题，为进一步对模

型的复杂非线性动力学行为进行定性研究及数值

分析奠定基础，为基于非线性动力学理论的减振设

计提供指导．

１　 四维幂零向量场基空间表示

考虑具有如下形式的四维幂零向量场：
Ｖ（ｘ）＝ ｘ２∂ｘ１＋ｆ１（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）∂ｘ１＋

（α１ｘ１ｘ２＋α２ｘ３１）∂ｘ２＋ｆ２（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）∂ｘ２＋
ｘ４∂ｘ３＋ｆ３（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）∂ｘ３＋

（β１ｘ２１ｘ３＋β２ｘ３３）∂ｘ４＋ｆ４（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）∂ｘ４
（１）

其中，ｘ∈Ｒ４，Ｖ（ｘ）∈Ｒ４，ｆｉ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）∈Ｒ（ｉ＝１，２，３，４）
表示线性次数函数 δ 定义下的高次项，且满足如下

对称性

ｆｉ（ｘ１，ｘ２，－ｘ３，－ｘ４）＝ ｆｉ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）（ ｉ＝ １，２）

ｆｉ（ｘ１，ｘ２，－ｘ３，－ｘ４）＝ －ｆｉ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）（ｉ＝３，４）
令 Ｈ 表示所有四维多项式向量场组成的线性

空间．定义李括号运算为

［·，·］： Ｈ×Ｈ→Ｈ， ［Ｕ，Ｖ］ ＝ＤＶ·Ｕ－ＤＵ·Ｖ
则｛Ｈ，［·，·］｝构成一个李代数．

对于向量场（１），定义如下的线性次数函数

δ：Ｄ４→Ｚ：
δ（ｘｍ１ ｘｎ２ｘｐ３ｘｑ４∂ｘｉ）＝ （ｍ＋ｐ）＋２（ｎ＋ｑ）－１，ｉ＝１，３
δ（ｘｍ１ ｘｎ２ｘｐ３ｘｑ４∂ｘｉ）＝ （ｍ＋ｐ）＋２（ｎ＋ｑ）－２，ｉ＝２，４
Ｈｋ 表示线性次数函数 δ 定义下的所有四维 ｋ

次多项式向量场组成的线性空间． 对于任意的

ｕ∈Ｈｉ，ｖ∈Ｈ ｊ，显然有［ｕ，ｖ］∈Ｈｉ＋ｊ，因此，｛Ｈ，［·，·］｝
在线性次数函数 δ 定义下依然构成一个李代数．

容易验证

δ（ｘ２∂ｘ１）＝ δ（ｘ１ｘ２∂ｘ２）＝ δ（ｘ
３
１∂ｘ２）＝ １

δ（ｘ４∂ｘ３）＝ δ（ｘ
２
１ｘ３∂ｘ４）＝ δ（ｘ

３
３∂ｘ４）＝ １

因此，向量场（１）可以表示为如下形式

Ｖ（０）＝ Ｖ（０）１ ＋Ｖ（０）２ ＋…＋Ｖ（０）ｋ ＋… （２）
其中，Ｖ（０）ｋ ∈Ｈｋ，ｋ＝ １，２，…．而最低次项为

Ｖ（０）１ ＝ ｘ２∂ｘ１＋（α１ｘ１ｘ２＋α２ｘ
３
１）∂ｘ２＋ｘ４∂ｘ３＋

（β１ｘ２１ｘ３＋β２ｘ３３）∂ｘ４
考虑到式（１）的对称性，引理 １ 给出了对称线

性空间 Ｈｋ 的基空间表示．记

Ｈ^ｍ ＝ ｓｐａｎ｛ｘｍ＋１
１ ∂ｘ１，ｘ

ｍ－２
１ ｘ３ｘ４∂ｘ１，ｘ

ｍ＋２
１ ∂ｘ２

ｘｍ－１
１ ｘ３ｘ４∂ｘ２，ｘ

ｍ
１ ｘ３∂ｘ３，ｘ

ｍ－１
１ ｘ４∂ｘ３

ｘｍ＋１
１ ｘ３∂ｘ４，ｘ

ｍ
１ ｘ４∂ｘ４｝，ｍ≥２

Ｈ^０ ＝ ｓｐａｎ｛ｘ１∂ｘ１，ｘ
２
１∂ｘ２，ｘ３∂ｘ３，ｘ１ｘ３∂ｘ４，ｘ４∂ｘ４｝

Ｈ^１ ＝ ｓｐａｎ｛ｘ２１∂ｘ１，ｘ
３
１∂ｘ２，ｘ３ｘ４∂ｘ２，ｘ１ｘ３∂ｘ３

ｘ４∂ｘ３，ｘ
２
１ｘ３∂ｘ４，ｘ１ｘ４∂ｘ４｝

Ｈ^－２ ＝ ｓｐａｎ｛∂ｘ２｝

Ｈ^－１ ＝ ｓｐａｎ｛∂ｘ１，ｘ１∂ｘ２，ｘ３∂ｘ４｝

引理 １　 令 ｐ∈Ｎ，ｐ ＝ ［ｐ
＋１
２
］，ｐ ＝ ［ｐ

＋２
２
］，则 Ｈｋ

的基空间可以表示为

Ｈ２ｐ＋１ ＝
ｐ 

ｌ＝０


ｐ＋１－２ｌ

ｊ＝０


ｐ＋１－ｊ－２ｌ

ｉ＝０
ｘｉ
２ｘ２ｊ３ ｘ２ｌ４ Ｈ^２ｐ＋１－２（ ｉ＋ｊ＋２ｌ）

Ｈ２ｐ＋２ ＝
ｐ

ｌ＝０


ｐ＋２－２ｌ

ｊ＝０


ｐ＋２－ｊ－２ｌ

ｉ＝０
ｘｉ
２ｘ２ｊ３ ｘ２ｌ４ Ｈ^２ｐ＋２－２（ ｉ＋ｊ＋２ｌ）

２　 四维幂零向量场的超规范形

２．１　 Ｎ阶规范形

考虑如下近恒同变换

０６１
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ｙ＝ΦＹｋ（ｘ） （３）
其中，Ｙｋ∈Ｈｋ，ｘ∈Ｒ４，ΦＹｋ为由向量场 ｘ̇ ＝ Ｙｋ（ｘ）生成

的流 Φｔ
Ｙｋ所确定的时间 １映射．则向量场（２）化为

Ｖ（１）＝ （Φ ＹｋＶ
（０）＝ ｅｘｐ（ａｄＹｋ）Ｖ（０）

＝ Ｖ（０） ＋［Ｖ（０），Ｙｋ］＋…＋

　 １
ｎ！
［Ｖ（０），Ｙｋ］ （ｎ） ＋… （４）

其中，［Ｖ（０），Ｙｋ］是 Ｖ（０）与 Ｙｋ 的李括号运算，而 Ｖ（０）

与 Ｙｋ 的多重李括号运算定义为

［Ｖ（０），Ｙｋ］（ｎ）＝ ［［Ｖ（０），Ｙｋ］（ｎ
－１），Ｙｋ］，ｎ＝２，３，…

对于任意 ｋ∈Ｎ＋，定义如下线性算子

Ｌ（１）ｋ ：Ｈｋ→Ｈｋ＋１；Ｙｋ ［Ｖ（０）１ ，Ｙｋ］ （５）
其中，Ｖ（０）１ 是向量场（２）在线性次数函数 δ 定义下

的 １次项．注意到 Ｌ（１）ｋ 依赖于 Ｖ１，因此，可记为

Ｌ（１）ｋ ＝Ｌ（１）ｋ ［Ｖ１］
这样，Ｈｋ＋１可以分解为 Ｈｋ＋１ ＝ ＩｍＬ（１）ｋ Ｃ（１）ｋ＋１，其中，
Ｃ（１）ｋ＋１是值域 ＩｍＬ（１）ｋ 在 Ｈｋ＋１中的补空间．显然，经过一

系列的线性变换 Ｌ（１）ｋ ，ｋ ＝ ２，３，…，并选取适当的

Ｙｋ，Ｖ（０）ｋ＋１中属于 ＩｍＬ（１）ｋ 的项可以消去，因此，向量场

（２）可化简为

Ｖ（１）＝ Ｖ（１）１ ＋Ｖ（１）２ ＋…＋Ｖ（１）ｋ ＋… （６）
其中，Ｖ（１）１ ＝Ｖ（０）１ ，Ｖ（１）ｋ ∈Ｃ（１）ｋ ，ｋ ＝ ２，３，…．称式（６）为
原始向量场（１）的一阶规范形．

若一阶规范形（６）不是最简的或唯一的，我们

需要定义一系列的线性算子 Ｌ（ｍ）ｋ 对其进行进一步

化简，进而得到超规范形．假设对于 ｍ≥１和任意的

ｋ∈Ｎ＋，已经定义了 Ｌ（ｍ）ｋ ＝ Ｌ（ｍ）ｋ ［Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｍ］，则
Ｌ（ｍ＋１）ｋ 定义为

Ｌ（ｍ＋１）ｋ ： ＫｅｒＬ（ｍ）ｋ ×Ｈｋ＋ｍ→Ｈｋ＋ｍ＋１

（（Ｙ１，…Ｙｋ＋ｍ－１），Ｙｋ＋ｍ） ［Ｖ１，Ｙｋ＋ｍ］＋…［Ｖｋ＋ｍ，Ｙ１］
同理，经过一系列的线性变换 Ｌ（ｍ）ｋ ，ｋ ＝ ２，３，

…，ｍ＝ ２，３，…，Ｎ－１， 向量场可化简为

Ｖ（Ｎ）＝ Ｖ（Ｎ）１ ＋Ｖ（Ｎ）２ ＋…＋Ｖ（Ｎ）ｋ ＋… （７）
若 Ｖ（Ｎ）ｋ ∈Ｃ（Ｎ）ｋ ，ｋ ＝ ２，３，…，则称式（７）为向量

场（１）的 Ｎ 阶规范形．
引理 ２给出了判断 Ｎ 阶规范形为超规范形的

充分条件．
引理 ２［５］ 　 如果对任意的 Ｔ１∈ＫｅｒＬ（１）１ ，存在

α∈Ｒ，使得对于任意的 ｋ≥１，有［Ｖｋ，Ｔ１］ ＝α［Ｖｋ，Ｖ１］，
且对于任意的 ｋ∈Ｎ＋，ｋ≠１，有

ＫｅｒＬ（Ｎ）ｋ ＝｛０｝×ＫｅｒＬ（Ｎ
－１）

ｋ＋１

则 Ｎ 阶规范形（７）是唯一的．
规范形计算的关键是寻找线性算子的值域对

应的补空间，我们从 ｋ＝ ２ｐ＋１和 ｋ ＝ ２ｐ＋２ 两种情况

出发，分别计算线性算子的核空间 ＫｅｒＬ（１）ｋ 及补空

间 Ｃ（１）ｋ＋１，ｋ ＝ １，…，７，进而得到向量场（１） ５ 次截断

的一阶规范形，进而验证其为超规范形．
对于线性空间 Ｈｋ 中的项 ｘｍｉ

１ ｘｎｉ
２ ｘｐｉ
３ ｘｑｉ
４ ∂ｘ ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，

…，４，我们给出如下的排列顺序：
１）对任意的 ｍｉ，ｎｉ，ｐｉ，ｑｉ∈Ｎ＋，ｉ＝ １，…，４，

ｘｍ１
１ ｘｎ１

２ ｘｐ１
３ ｘｑ１
４ ∂ｘ１≺ｘｍ２

１ ｘｎ２
２ ｘｐ２
３ ｘｑ２
４ ∂ｘ２≺ｘｍ３

１ ｘｎ３
２ ｘｐ３
３ ｘｑ３
４ ∂ｘ３

≺ｘｍ４
１ ｘｎ４

２ ｘｐ４
３ ｘｑ４
４ ∂ｘ４

２）对于 ｕ＝ ｘｉ，ｉ ＝ １，…，４，如果 ｑｉ 是偶数，ｑ ｊ 是

奇数，则
ｘｍｉ
１ ｘｎｉ

２ ｘｐｉ
３ ｘｑｉ
４ ∂ｕ≺ｘｍｊ

１ ｘｎｊ
２ ｘｐ ｊ
３ ｘｑ ｊ
４ ∂ｕ

３）对于 ｕ＝ ｘｉ，ｉ ＝ １，…，４，如果 ｑｉ，ｑ ｊ 的奇偶性

相同，且 ｑｉ＜ｑ ｊ 或 ｑｉ ＝ ｑ ｊ，ｐｉ＜ｐ ｊ 或 ｑｉ ＝ ｑ ｊ，ｐｉ ＝ ｐ ｊ，ｎｉ＜ｎ ｊ

则

ｘｍｉ
１ ｘｎｉ

２ ｘｐｉ
３ ｘｑｉ
４ ∂ｕ≺ｘｍｊ

１ ｘｎｊ
２ ｘｐ ｊ
３ ｘｑ ｊ
４ ∂ｕ

记线性算子 Ｌ（１）ｋ 在这组基下的矩阵表达式为

Ｌ．为了简化矩阵形式的表达，引入表示大尺寸矩阵

的新记号［１１，１２］：∂ｍ，ｎｉ，ｊ （Ｍ）表示 ｍ×ｎ 的分块矩阵，而
第（ ｉ，ｊ）个元素为矩阵 Ｍ，其余矩阵均为零矩阵．则
矩阵

Ｌ ＝∑
４

ｉ，ｊ ＝ １
∂４，４ｉ，ｊ （Ｌ４（ ｊ －１） ＋ｉ）

是 ４×４ 的分块矩阵，其中，Ｌ５，Ｌ１５为负单位矩阵，
Ｌ３，Ｌ７，Ｌ８，Ｌ９，Ｌ１０，Ｌ１３，Ｌ１４均为零矩阵．

为了得到线性算子的补空间和核空间，我们首

先需要对矩阵 Ｌ 进行化简便于分析．
若有 β１ ＝α２１，向量场（１）中对变量 ｘｉ（ｉ ＝１，２，３，４）

做适当的坐标变换，ｘ１ｘ２∂ｘ２和 ｘ２１ｘ３∂ｘ４的系数均可以

化为 １，相应地 ｘ３１∂ｘ２和 ｘ３３∂ｘ４的系数分别化为
α２
α２１

和

β２，为了简化计算，在 ２．２ 和 ２．３ 部分的讨论中，我
们不妨假设 α１ ＝ １．
２．２　 ｋ＝２ｐ＋１ 的情形

首先，利用分块矩阵 Ｌ５ 对 Ｌ６ 进行初等行变换，

使其化为零矩阵，利用分块矩阵 Ｌ１５对 Ｌ１６进行初等

行变换，使其化为零矩阵，则 Ｌ２→Ｌ２，Ｌ１２→Ｌ１２；

然后，利用分块矩阵 Ｌ２ 对 Ｌ４ 进行初等行变

换，使其化为零矩阵，则矩阵 Ｌ→Ｌ，其中，

１６１
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Ｌ＝∂４，４１，１（Ｌ１）＋∂４，４１，２（Ｌ５）＋∂４，４２，１（Ｌ２）＋∂４，４３，３（Ｌ１１）＋

∂４，４３，４（Ｌ１５）＋∂４，４４，３（Ｌ１２）

接下来，将分块矩阵 Ｌ２ 和 Ｌ１２适当地删除某些

行和列，使得变换后的矩阵 Ｌ 为满秩的方阵．
当 ｐ＝０时，分别删去矩阵 Ｌ２ 的第 １－２，４－６，８行

和第 ２列，删去矩阵 Ｌ１２的第 １，３－４，６ 行，则 Ｌ２→

Ｌ ２，Ｌ１２→Ｌ １２，经计算得到

ｄｅｔ（Ｌ ２）＝ ４，ｄｅｔ（Ｌ １２）＝ －４β３
当 ｐ＝１，２，３时，分块矩阵 Ｌ２ 和 Ｌ１２均为列满秩

的，将 Ｌ２ 和 Ｌ１２分别删除某些行，则 Ｌ２→Ｌ ２，Ｌ１２→

Ｌ １２，经计算得到：对于 ｐ ＝ ｉ， ｉ ＝ １，２，３，矩阵 Ｌ ２ 和

Ｌ １２的行列式分别记为 ψｉ 和 φｉ，其中，ψｉ，φｉ（ ｉ ＝ １，
２，３）是关于参数 α２ 的整系数多项式函数．

经过上述的删行处理后，变换后的方阵为：

Ｌ ＝∂４，４１，１（Ｌ１）＋∂４，４１，２（Ｌ５）＋∂４，４２，１（Ｌ ２）＋∂４，４３，３（Ｌ１１）＋

∂４，４３，４（Ｌ１５）＋∂４，４４，３（Ｌ １２）
借助 Ｍａｐｌｅ符号计算软件，得到：若 α２∉Ｓ１，其

中，

Ｓ１ ＝｛
１
９
， ２
１５
， １
３
，１，３，１１± ７３

１２
，１１± ６５

４
，

２９３± ７４７６１
１２６

，９±２ ３
９
，１６± １４１

６
｝

则 ψｉφｉ≠０，ｉ＝ ０，１，２，３，进而有 ｄｅｔ（Ｌ ）≠０．
因此，我们可得到引理 ３．
引理 ３　 令 ｐ∈Ｎ，若 α２∉Ｓ１，则

１）对 ｐ＝ ０，线性算子 Ｌ（１）１ 补空间为

Ｃ（１）２ ＝ ｓｐａｎ｛ｘ４１∂ｘ２，ｘ
２
１ｘ２∂ｘ２，ｘ

２
１ｘ２３∂ｘ２，ｘ２ｘ

２
３∂ｘ２，

ｘ４３∂ｘ２，ｘ１ｘ３ｘ４∂ｘ２，ｘ
３
１ｘ３∂ｘ４，ｘ１ｘ２ｘ３∂ｘ４，

ｘ１ｘ２３∂ｘ４，ｘ
２
１ｘ４∂ｘ４，ｘ２ｘ４∂ｘ４，ｘ

２
３ｘ４∂ｘ４｝

２）对于 ｐ＝ １，２，３，线性算子 Ｌ（１）２ｐ＋１补空间为

Ｃ（１）２ｐ＋２ ＝ ｓｐａｎ｛ｘ２ｐ
＋４－２ｉ
１ ｘ２ｉ３ ∂ｘ２，ｉ＝ ０，…，ｐ＋２，

ｘ２ｐ－２ｊ＋τ１ ｘ１－τ２ ｘ２ｊ＋２－τ３ ｘτ
４∂ｘ２，ｊ＝ ０，…，ｐ，

ｘ２ｐ－２ｌ－３１ ｘ１－τ２ ｘ２ｌ＋３－２τ３ ｘ１＋２τ４ ∂ｘ２，ｌ＝０，…，ｐ－２，

ｘ２ｐ＋３－２ｉ′－τ１ ｘ２ｉ′＋１－τ３ ｘτ
４∂ｘ４，ｉ′＝ ０，…，ｐ＋１，

ｘ２ｐ－２－２ｊ′－４σ１ ｘ１－τ２ ｘ２ｊ′＋２－２τ３ ｘ１＋２τ＋２σ４ ∂ｘ４，
ｊ′＝ ０，…，ｐ－１－２σ，τ＝ ０，１，σ＝ ０，１｝

２．３　 ｋ＝２ｐ＋２ 的情形

与 ｋ＝ ２ｐ＋１ 的情形类似，同样地，对矩阵 Ｌ 进

行化简及删行，当 ｐ＝ ０，１，２ 时，分块矩阵 Ｌ２ 和 Ｌ１２
均为列满秩的，将 Ｌ２ 和 Ｌ１２分别删除某些行，则

Ｌ２→Ｌ ２，Ｌ１２→Ｌ １２

经计算得到：对于 ｐ ＝ ０，矩阵 Ｌ ２ 和 Ｌ １２的行列式分

别记为 θ０ 和 β２ρ０ ．对于 ｐ ＝ ｉ，ｉ ＝ １，２，矩阵 Ｌ ２ 和 Ｌ １２
的行列式分别记为 θｉ 和 β２ｉ２ ρｉ，其中，θｉ，ρｉ（ ｉ ＝ ０，１，２）
是关于参数 α２ 的整系数多项式函数．

同样地，经过上述的删行处理后，变换后的方

阵为

Ｌ ＝∂４，４１，１（Ｌ１）＋∂４，４１，２（Ｌ５）＋∂４，４２，１（Ｌ ２）＋

∂４，４３，３（Ｌ１１）＋∂４，４３，４（Ｌ１５）＋∂４，４４，３（Ｌ

 

１２）
借助 Ｍａｐｌｅ符号计算软件，得到：若 β２≠０，且

α２∉Ｓ２，其中，

Ｓ２ ＝｛－２，－
１４
１５
，－ ３
６２
，± １
９
，２２９± ６０００１

６３０
，

２５１± ４３４６５
７２

，３１９９
－ａ

３５１０
－１９１３７３１
３１５０ａ

ａ＝（３９４４０５１３９６＋５８５）
１
３ ｝

则 θｉρｉ≠０，ｉ＝ ０，１，２，所以有 ｄｅｔ（Ｌ ）≠０．
因此，我们可得到引理 ４．
引理 ４　 令 ｐ∈Ｎ，若 α２∉Ｓ２ 且 β２≠０，则对于

ｐ＝ ０，１，２，线性算子 Ｌ（１）２ｐ＋２的补空间为

Ｃ（１）２ｐ＋３ ＝ ｓｐａｎ｛ｘ２ｐ
＋５－２ｉ－３τ
１ ｘ２ｉ＋τ３ ｘτ

４∂ｘ２，

ｘ２ｐ－２ｊ－２τ－４σ１ ｘ１－τ２ ｘ２ｊ＋１３ ｘ１＋２τ＋２σ４ ∂ｘ２，

ｘ２ｐ＋４－２ｉ－τ１ ｘ２ｉ＋１－τ３ ｘτ
４∂ｘ４，

ｘ２ｐ＋１－２ｊ－２τ－４σ１ ｘ１－τ２ ｘ２ｊ３ ｘ１
＋２τ＋２σ
４ ∂ｘ４，

ｉ＝ ０，…，ｐ＋２－τ，
ｊ＝ ０，…，ｐ－１－２σ，
τ＝ ０，１，σ＝ ０，１｝

２．４　 ３ 次、５ 次截断超规范形

定理 １　 若 β１ ＝ α２１，α１α２β２≠０ 且
α２
α２１
∉Ｓ１∪Ｓ２，

则向量场（１）的 ５ 次截断的一阶规范形是超规范

形．
证明：当 ｋ＝ １时，经计算得到

ＫｅｒＬ（１）１ ＝ ｓｐａｎ｛ｘ２∂ｘ１＋（α１ｘ１ｘ２＋α２ｘ
３
１）∂ｘ２＋
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ｘ４∂ｘ３＋（β１ｘ
２
１ｘ３＋β２ｘ３３）∂ｘ４｝

因此，对任意的 Ｔ１∈ＫｅｒＬ（１）１ ，存在 α∈Ｒ，使得对于

所有的 ｋ≥１，有［Ｖｋ，Ｔ１］ ＝α［Ｖｋ，Ｖ１］成立．
当 ｋ＝２，…，７时，由前面的分析并借助于 Ｍａｐｌｅ

符号计算软件得到，若 β１ ＝ α２１， α１α２β２ ≠ ０ 且

α２
α２１
∉Ｓ１∪Ｓ２，矩阵 Ｌ 是列满秩的，因此，

ＫｅｒＬ（１）ｋ ＝｛０｝ ．
由引理 ２可知，向量场（１）的 ５ 次截断的一阶

规范形是唯一的，即为超规范形．

定理 ２　 若 β１ ＝ α２１，α１α２β２≠０ 且
α２
α２１
∉Ｓ１∪Ｓ２，

向量场（１）的 ３次截断超规范形为

ｘ̇１ ＝ ｘ２
ｘ̇２ ＝ α１ｘ１ｘ２ ＋ α２ｘ３１ ＋∑

ｉ ＝ ０，２
ｂ（３）ｉ，１，２－ｉ，０ｘｉ

１ｘ２
－ｉ
３ ｘ２ ＋

∑
ｉ ＝ ０，２

ｂ（３）ｉ，１－ｉ，１，１ｘｉ
１ｘ１

－ｉ
２ ｘ３ｘ４

ｘ̇３ ＝ ｘ４
ｘ̇４ ＝ β １ｘ２１ｘ３ ＋ β ２ｘ３３ ＋ ｄ（２）０，１，０，１ｘ２ｘ４ ＋ ｄ（３）０，０，０，３ｘ３４ ＋

∑
ｉ ＝ ０，２

ｄ（３）ｉ，０，２－ｉ，１ｘｉ１ｘ２
－ｉ
３ ｘ４ ＋∑

ｉ ＝ ０，１
ｄ（３）１，１，ｉ，１－ｉｘ１ｘ２ｘｉ３ｘ１

－ｉ
４

超规范形的各项系数由原始向量场（１）唯一确定．

定理 ３　 若 β１ ＝ α２１，α１α２β２≠０ 且
α２
α２１
∉Ｓ１∪Ｓ２，

向量场（１）的 ５次截断超规范形为

ｘ̇１ ＝ ｘ２
ｘ̇２ ＝ α１ｘ１ｘ２ ＋ α２ｘ３１ ＋∑

ｉ ＝ ０，２
ｂ（３）ｉ，１，２－ｉ，０ｘｉ

１ｘ２
－ｉ
３ ｘ２ ＋

∑
ｉ ＝ ０，２

ｂ（３）ｉ，１－ｉ，１，１ｘｉ
１ｘ１

－ｉ
２ ｘ３ｘ４ ＋ Ｘ４ ＋ Ｘ５

ｘ̇３ ＝ ｘ４
ｘ̇４ ＝ β１ｘ２１ｘ３ ＋ β２ｘ３３ ＋ ｄ（２）０，１，０，１ｘ２ｘ４ ＋ ｄ（３）０，０，０，３ｘ３４ ＋

∑
ｉ ＝ ０，２

ｄ（３）ｉ，０，２－ｉ，１ｘｉ１ｘ２
－ｉ
３ ｘ４ ＋∑

ｉ ＝ ０，１
ｄ（３）１，１，ｉ，１－ｉｘ１ｘ２ｘｉ３ｘ１

－ｉ
４ ＋

Ｙ４ ＋ Ｙ５
其中，

Ｘ４ ＝ ∑
ｉ ＋ｊ ＝ ４

ｉ ＝ ０，２，４
ｂ（４）ｉ，０，ｊ，０ｘｉ

１ｘ ｊ
３ ＋

∑
ｉ ＋ｊ ＝ ３

ｉ ＝ ０，２
ｂ（４）ｉ，０，ｊ，１ｘｉ

１ｘ ｊ
３ｘ４ ＋ ｂ（４）０，０，１，３ｘ３ｘ３４

Ｘ５ ＝ ∑
ｉ ＋ｊ ＝ ５

ｉ ＝ １，３，５
ｂ（５）ｉ，０，ｊ，０ｘｉ

１ｘ ｊ
３ ＋∑

ｉ ＋ｊ ＝ ４

ｉ ＝ １，３
ｂ（５）ｉ，０，ｊ，１ｘｉ

１ｘ ｊ
３ｘ４ ＋

∑
ｉ ＋ｊ ＝ ４

ｉ ＝ ０，２
ｂ（５）ｉ，１，ｊ，０ｘｉ

１ｘ２ｘ ｊ
３ ＋∑

ｉ ＋ｊ ＝ ３

ｉ ＝ ０，２
ｂ（５）ｉ，１，ｊ，１ｘｉ

１ｘ２ｘ ｊ
３ｘ４ ＋

∑
ｉ ＋ｊ ＝ １

ｉ ＝ ０，１
ｂ（５）ｉ，ｊ，１，３ｘｉ

１ｘ ｊ
２ｘ３ｘ３４

Ｙ４ ＝∑
ｉ ＋ｊ ＝ ４

ｉ ＝ １，３
（ｄ（４）ｉ，０，ｊ，０ｘｉ

１ｘ ｊ
３ ＋ ｄ（４）ｉ，０，０，ｊｘｉ

１ｘ ｊ
４） ＋

∑
ｉ ＋ｊ ＝ １

ｉ ＝ ０，１
ｄ（４）ｉ，ｊ，２，１ｘｉ

１ｘ ｊ
２ｘ２３ｘ４

Ｙ５ ＝ ∑
ｉ ＋ｊ ＝ ５

ｉ ＝ ０，２，４；τ ＝ ０，１
ｄ（５）ｉ，０，ｊ －τ，τｘｉ

１ｘ ｊ －τ
３ ｘτ

４ ＋

∑
ｉ ＋ｊ ＝ ２

ｉ ＝ ０，２
ｄ（５）ｉ，０，ｊ，３ｘｉ

１ｘ ｊ
３ｘ３４ ＋

∑
ｉ ＋ｊ ＝ ３

ｉ ＝ １，３
ｄ（５）ｉ，１，ｊ，１ｘｉ

１ｘ２ｘ ｊ
３ｘ４ ＋

∑
ｉ ＋ｊ ＝ １

ｉ ＝ ０，１
ｄ（５）ｉ，ｉ，０，２ｊ ＋３ｘｉ

１ｘｉ
２ｘ２ｊ

＋３
４

超规范形的各项系数由原始向量场（１）唯一确定．

３　 环型桁架可展开结构模型的化简

环型桁架可展开结构具有应用空间大、结构形

式简明的特点．在一定范围内随着口径增大，质量

并没有成比例增加，而且结构形式也不会发生改

变，是目前大型卫星天线较为理想的结构形式，因
此环型桁架卫星天线被广泛用于航空领域．为了便

于分析环型桁架可展天线结构在太空条件下的非

线性动力学性态，我们需要将其化简为更简单的形

式．本节主要是利用超规范形理论对环型桁架可展

结构的平均方程进行化简．
侯飞等［１４］将环型桁架可展天线等效成圆柱壳

结构，基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立呼吸振动形式下环型

桁架可展开结构的动力学控制方程，并利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法对运动偏微分方程进行离散，得到二自由度的

非线性运动学方程为

ｗ̈１＋μ１ｗ̇１＋ω２１ｗ１＋εγ１１ ｆＴｃｏｓ（Ωｔ）ｗ１＋

　 εγ１２ｗ２＋εγ１３ｗ３１＋εγ１４ｗ２１ｗ２＋εγ１５ｗ１ｗ２２＋

　 εγ１６ｗ３２ ＝εγ１７＋εγ１８ ｆＴｃｏｓ（Ωｔ）

ｗ̈２＋μ２ｗ̇２＋ω２２ｗ２＋εγ２１ ｆＴｃｏｓ（Ωｔ）ｗ２＋

　 εγ２２ｗ１＋εγ２３ｗ３２＋εγ２４ｗ２２ｗ１＋εγ２５ｗ２ｗ２１＋

　 εγ２６ｗ３１ ＝εγ２７＋εγ２８ ｆＴｃｏｓ（Ωｔ） （８）
其中，ω１，ω２ 为相应线性系统的第一阶和第二阶固

有频率，ε 为小扰动．
考虑 １ ∶１内共振，即
ω２１ ＝Ω２＋εσ１， ω２２ ＝Ω２＋εσ２

其中，σ１，σ２ 为系统的调谐参数．为了方便处理，令
Ω＝１．
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运用多尺度方法对方程（８）进行摄动分析，并
引入如下线性变换

ｘ１→ｘ２，　 ｘ２→ｘ１，　 ｘ３→ｘ４，　 ｘ４→ｘ３
获得直角坐标形式的 ５次平均方程为：

ｘ̇１ ＝（－ａ１－５ａ２）ｘ２＋３ａ３ｘ２１＋ａ３ｘ２２＋３ａ４ｘ２３＋

ａ４ｘ２４＋ａ５（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１＋ａ６（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ１＋

２ａ６（ｘ２ｘ４＋ｘ１ｘ３）ｘ３－ａ７（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ２－

ａ８ｘ２４ｘ２－ａ９ｘ２３ｘ２－ａ１０ｘ３ｘ４ｘ１－

ａ１１（ｘ２１＋ｘ２２） ２ｘ２－ａ１２ｘ２３ｘ２４ｘ２－

ａ１３（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ１ｘ３ｘ４－ａ１４（ｘ４３＋ｘ４４）ｘ２＋

ａ１５（ｘ４４－ｘ４３）ｘ２－ａ１６ｘ３２ｘ２４－ａ１７ｘ３２ｘ２３－

ａ１８ｘ２２ｘ３ｘ４ｘ１－ａ１９ｘ３１ｘ３ｘ４－ａ２０ｘ２１ｘ２３ｘ２－

ａ２１ｘ２１ｘ２４ｘ２
ｘ̇２ ＝（ａ１－ａ２）ｘ１＋２ａ３ｘ１ｘ２＋２ａ４ｘ３ｘ４＋

ａ５（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ２＋ａ６（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ２＋

２ａ６（ｘ２ｘ４＋ｘ１ｘ３）ｘ４＋ａ８ｘ２３ｘ１＋

ａ７（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１＋ａ９ｘ２４ｘ１＋ａ１０ｘ３ｘ４ｘ２＋

ａ１６ｘ３１ｘ２３＋ａ１１（ｘ２１＋ｘ２２） ２ｘ１＋ａ１２ｘ２３ｘ２４ｘ１＋

ａ１３（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ２ｘ３ｘ４＋ａ１４（ｘ４３＋ｘ４４）ｘ１－

ａ１５（ｘ４４－ｘ４３）ｘ１＋ａ１７ｘ３１ｘ２４＋ａ１８ｘ２１ｘ３ｘ４ｘ２＋

ａ１９ｘ３２ｘ３ｘ４＋ａ２０ｘ２２ｘ２４ｘ１＋ａ２１ｘ２２ｘ２３ｘ１
ｘ̇３ ＝（－ｂ１－５ｂ２）ｘ４＋ｂ３ｘ２ｘ４＋３ｂ３ｘ１ｘ３＋

ｂ４（ｘ２２＋ｘ２１）ｘ３＋２ｂ４（ｘ３ｘ１＋ｘ４ｘ２）ｘ１＋

ｂ５（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ３－ｂ６ｘ１ｘ２ｘ３－ｂ７（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ４－

ｂ８ｘ２２ｘ４－ｂ９ｘ２１ｘ４－ｂ１０（ｘ４２＋ｘ４１）ｘ４－

ｂ１１（ｘ４２－ｘ４１）ｘ４－ｂ１２（ｘ２３＋ｘ２４） ２ｘ４－

ｂ１４ｘ２２ｘ３４－ｂ１３（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１ｘ２ｘ３－ｂ１５ｘ２１ｘ３４－

ｂ１６ｘ２３ｘ２２ｘ４－ｂ１７ｘ２３ｘ２１ｘ４－ｂ１８ｘ１ｘ２ｘ３ｘ２４－

ｂ１９ｘ２１ｘ２２ｘ４－ｂ２０ｘ１ｘ２ｘ３３
ｘ̇４ ＝（ｂ１－ｂ２）ｘ３＋ｂ３（ｘ２ｘ３＋ｘ１ｘ４）＋

ｂ４（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ４＋２ｂ４（ｘ１ｘ３＋ｘ２ｘ４）ｘ２＋

ｂ５（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ４＋ｂ６ｘ１ｘ２ｘ４＋ｂ７（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ３＋

ｂ８ｘ２１ｘ３＋ｂ９ｘ２２ｘ３＋ｂ１０（ｘ４２＋ｘ４１）ｘ３＋

ｂ１１（ｘ４１－ｘ４２）ｘ３＋ｂ１２（ｘ２３＋ｘ２４） ２ｘ３＋

ｂ１４ｘ２１ｘ３３＋ｂ１３（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１ｘ２ｘ４＋ｂ１５ｘ２２ｘ３３＋

ｂ１６ｘ２４ｘ２１ｘ３＋ｂ１７ｘ２４ｘ２２ｘ３＋ｂ１８ｘ１ｘ２ｘ４ｘ２３＋

ｂ１９ｘ２１ｘ２２ｘ３＋ｂ２０ｘ１ｘ２ｘ３４
（９）

其中，

ａ１ ＝
１
８
（μ２１＋σ２１），　 ａ２ ＝

１
２４

γ２１１ ｆ２Ｔ

ａ３ ＝
３
１６

γ１３ ｆＴγ１８，　 ａ４ ＝
１
１６

γ１５ ｆＴγ１８

ａ５ ＝
３
４
μ１γ１３，　 ａ６ ＝

１
４
γ１５μ２

ａ７ ＝
３
４
γ１３σ１，　 ａ８ ＝

１
２
γ１５σ１＋

１
４
γ１５σ２

ａ９ ＝
１
２
γ１５σ１－

１
４
γ１５σ２，　 ａ１０ ＝

１
２
γ１５σ２

ａ１１ ＝
１５
１６

γ２１３，　 ａ１２ ＝
５
８
γ２１５，　 ａ１３ ＝

５
４
γ１５γ２３

ａ１４ ＝
５
１６

γ２１５，　 ａ１５ ＝
５
８
γ１５γ２３

ａ１６ ＝
５
４
γ１３γ１５＋

５
８
γ２５γ１５

ａ１７ ＝
７
４
γ１３γ１５－

３
８
γ２５γ１５

ａ１８ ＝ －
９
４
γ１３γ１５＋２γ２５γ１５

ａ１９ ＝
５
４
γ１３γ１５

ａ２０ ＝
５
８
γ２５γ１５

ａ２１ ＝ ３γ１３γ１５－
３
８
γ２５γ１５

ｂ１ ＝
１
８
μ２２＋
１
８
σ２２

ｂ２ ＝
１
２４

γ２２１ ｆ２Ｔ

ｂ３ ＝
１
８
γ２５ ｆＴγ１８

ｂ４ ＝
１
４
γ２５μ１

ｂ５ ＝
３
４
μ２γ２３

ｂ６ ＝
１
２
σ１γ２５

ｂ７ ＝
３
４
σ２γ２３

ｂ８ ＝
１
２
σ２γ２５＋

１
４
σ１γ２５

ｂ９ ＝
１
２
σ２γ２５－

１
４
σ１γ２５

ｂ１０ ＝
５
１６

γ２２５
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ｂ１１ ＝
５
８
γ２５γ１３

ｂ１２ ＝
１５
１６

γ２２３

ｂ１３ ＝
５
４
γ２５γ１３

ｂ１４ ＝
５
８
γ２５γ１５＋

５
４
γ２５γ２３

ｂ１５ ＝ －
３
８
γ２５γ１５＋

７
４
γ２５γ２３

ｂ１６ ＝ －
３
８
γ２５γ１５＋３γ２５γ２３

ｂ１７ ＝
５
８
γ２５γ１５

ｂ１８ ＝ ２γ２５γ１５

ｂ１９ ＝
５
８
γ２２５

ｂ２０ ＝
５
４
γ２５γ２３

显然，原点是微分方程（９）的奇点，在奇点处

的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

０ －ａ１－５ａ２ ０ ０

ａ１－ａ２ ０ ０ ０

０ ０ ０ －ｂ１－５ｂ２
０ ０ ｂ１－ｂ２ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

对应的特征方程为

（λ２＋ａ２１＋４ａ１ａ２－５ａ２２）（λ２＋ｂ２１＋４ｂ１ｂ２－５ｂ２２）＝ ０ （１０）
显然，当 ａ１ ＝ａ２，ｂ１ ＝ ｂ２ 时，特征方程（１０）有 ２ 对双

零特征根

λ１，２ ＝ ０，　 λ３，４ ＝ ０

令 ａ１ ＝ａ２ ＝ ｂ１ ＝ ｂ２ ＝
１
６
，并作如下线性变换

ｘ１→－ｘ１，　 ｘ３→－ｘ３
则系统（９）化为

ｘ̇１ ＝ ｘ２－３ａ３ｘ２１－ａ３ｘ２２－３ａ４ｘ２３－ａ４ｘ２４＋

ａ５（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１＋ａ６（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ１＋

２ａ６（ｘ２ｘ４＋ｘ１ｘ３）ｘ３＋ａ８ｘ２４ｘ２＋

ａ７（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ２＋ａ９ｘ２３ｘ２＋ａ１０ｘ３ｘ４ｘ１＋

ａ１２ｘ２３ｘ２４ｘ２＋ａ１１（ｘ２１＋ｘ２２） ２ｘ２＋

ａ１３（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ１ｘ３ｘ４＋ａ１６ｘ３２ｘ２４＋

ａ１４（ｘ４３＋ｘ４４）ｘ２－ａ１５（ｘ４４－ｘ４３）ｘ２＋

ａ１７ｘ３２ｘ２３＋ａ１８ｘ２２ｘ３ｘ４ｘ１＋ａ１９ｘ３１ｘ３ｘ４＋

ａ２０ｘ２１ｘ２３ｘ２＋ａ２１ｘ２１ｘ２４ｘ２
ｘ̇２ ＝ －２ａ３ｘ１ｘ２－２ａ４ｘ３ｘ４＋ａ５（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ２－

ａ８ｘ２３ｘ１＋ａ６（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ２＋

２ａ６（ｘ２ｘ４＋ｘ１ｘ３）ｘ４－ａ９ｘ２４ｘ１－

ａ７（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１－ａ１０ｘ３ｘ４ｘ２－

ａ１１（ｘ２１＋ｘ２２） ２ｘ１－ａ１２ｘ２３ｘ２４ｘ１－

ａ１３（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ２ｘ３ｘ４－ａ１６ｘ３１ｘ２３－

ａ１４（ｘ４３＋ｘ４４）ｘ１＋ａ１５（ｘ４４－ｘ４３）ｘ１－ａ１７ｘ３１ｘ２４－

ａ１８ｘ２１ｘ３ｘ４ｘ２－ａ１９ｘ３２ｘ３ｘ４－ａ２０ｘ２２ｘ２４ｘ１－

ａ２１ｘ２２ｘ２３ｘ１
ｘ̇３ ＝ ｘ４－ｂ３ｘ２ｘ４－３ｂ３ｘ１ｘ３＋ｂ４（ｘ２２＋ｘ２１）ｘ３＋

２ｂ４（ｘ３ｘ１＋ｘ４ｘ２）ｘ１＋ｂ５（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ３＋

ｂ６ｘ１ｘ２ｘ３＋ｂ７（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ４＋ｂ８ｘ２２ｘ４＋

ｂ９ｘ２１ｘ４＋ｂ１０（ｘ４２＋ｘ４１）ｘ４＋ｂ１１（ｘ４２－ｘ４１）ｘ４＋

ｂ１２（ｘ２３＋ｘ２４） ２ｘ４＋ｂ１４ｘ２２ｘ３４＋

ｂ１３（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１ｘ２ｘ３＋ｂ１５ｘ２１ｘ３４＋ｂ１６ｘ２３ｘ２２ｘ４＋

ｂ１７ｘ２３ｘ２１ｘ４＋ｂ１８ｘ１ｘ２ｘ３ｘ２４＋ｂ１９ｘ２１ｘ２２ｘ４＋

ｂ２０ｘ１ｘ２ｘ３３
ｘ̇４ ＝ －ｂ３（ｘ２ｘ３＋ｘ１ｘ４）＋ｂ４（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ４－

ｂ６ｘ１ｘ２ｘ４＋２ｂ４（ｘ１ｘ３＋ｘ２ｘ４）ｘ２＋

ｂ５（ｘ２３＋ｘ２４）ｘ４－ｂ７（ｘ２４＋ｘ２３）ｘ３－

ｂ８ｘ２１ｘ３－ｂ９ｘ２２ｘ３－ｂ１０（ｘ４２＋ｘ４１）ｘ３－

ｂ１１（ｘ４１－ｘ４２）ｘ３－ｂ１２（ｘ２３＋ｘ２４） ２ｘ３－

ｂ１４ｘ２１ｘ３３－ｂ１３（ｘ２１＋ｘ２２）ｘ１ｘ２ｘ４－ｂ１５ｘ２２ｘ３３－

ｂ１６ｘ２４ｘ２１ｘ３－ｂ１７ｘ２４ｘ２２ｘ３－ｂ１８ｘ１ｘ２ｘ４ｘ２３－

ｂ１９ｘ２１ｘ２２ｘ３－ｂ２０ｘ１ｘ２ｘ３４
（１１）

方程（１１）的线性部分矩阵为

０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

由定理 ５ 得到，若 ４ａ２３ ＋ｂ８ ＝ ０，ａ３·ａ７·ｂ７≠０，且

－
ａ７
４ａ２３
∉Ｓ１∪Ｓ２，则系统（１１）的 ５次截断的超规范形

为

ｘ̇１ ＝ ｘ２
ｘ̇２ ＝ －２ａ３ｘ１ｘ２－ａ７ｘ３１＋ｂ（３）２，１，０，０ｘ２１ｘ２＋

ｂ（３）０，１，２，０ｘ２ｘ２３＋ｂ（３）１，０，１，１ｘ１ｘ３ｘ４＋ｂ（５）５，０，０，０ｘ５１＋

ｂ（５）３，０，２，０ｘ３１ｘ２３＋ｂ（５）１，０，３，１ｘ１ｘ３３ｘ４＋

５６１



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９年第 １７卷

ｂ（５）２，１，１，１ｘ２１ｘ２ｘ３ｘ４＋ｂ（５）０，１，３，１ｘ２ｘ３３ｘ４
ｘ̇３ ＝ ｘ４
ｘ̇４ ＝ －ｂ８ｘ２１ｘ３－ｂ７ｘ３３＋ｄ（３）１，１，１，０ｘ１ｘ２ｘ３＋

ｄ（３）２，０，０，１ｘ２１ｘ４＋ｄ（３）０，０，２，１ｘ２３ｘ４＋ｄ（３）１，１，０，１ｘ１ｘ２ｘ４＋

ｄ（５）４，０，１，０ｘ４１ｘ３＋ｄ（５）２，０，３，０ｘ２１ｘ３３＋ｄ（５）０，０，５，０ｘ５３＋

ｄ（５）３，１，０，１ｘ３１ｘ２ｘ４＋ｄ（５）１，１，２，１ｘ１ｘ２ｘ２３ｘ４
（１２）

其中，系数有：
ｂ（３）２，１，０，０ ＝ ４ａ５，　 ｂ（３）０，１，２，０ ＝ ４ａ６，　 ｂ（３）１，０，１，１ ＝ ８ａ６
ｂ（５）５，０，０，０ ＝ －ａ１１，　 ｂ（５）３，０，２，０ ＝ －ａ１６
ｂ（５）１，０，３，１ ＝ －ａ１４－ａ１５

ｂ（５）２，１，１，１ ＝ －ａ１８－２ａ２０＋３ａ１９－
６ａ３
５ｂ３
（－３ｂ１５－ｂ１６＋ｂ１８） ＋

８
５
（３ｂ１５＋ｂ１６－ｂ１８）

ｂ（５）０，１，３，１ ＝ －
２ａ４
１５ｂ３
（ －３ｂ１５ －ｂ１６ ＋ｂ１８） －

２
３
ａ１２ ＋２ａ１３ －４

（ａ１４－ａ１５）
ｄ（３）１，１，１，０ ＝ ８ｂ４，　 ｄ（３）２，０，０，１ ＝ ４ｂ４
ｄ（３）０，０，２，１ ＝ ５ｂ５，　 ｄ（３）１，１，０，１ ＝ －４ａ９＋２ａ１０
ｄ（５）４，０，１，０ ＝ －ｂ１０－ｂ１１，　 ｄ（５）２，０，３，０ ＝ －ｂ１４
ｄ（５）０，０，５，０ ＝ －ｂ１２

ｄ（５）３，１，０，１ ＝
２
３
ｂ１９－ｂ１３＋４ｂ１０－４ｂ１１

ｄ（５）１，１，２，１ ＝ －
３
２
ｂ２０＋ｂ１７＋

３
１０

ｂ１８＋
３
５
ｂ１５－

４
５
ｂ１６

由原始系统（１１）中的系数唯一确定．

４　 结论

本文基于对 Ｂｏｇｄａｎｏｖ⁃Ｔａｋｅｎｓ最简规范形研究

的成功经验，将其推广至四维情形．利用线性次数

函数与多重李括号相结合的方法，通过引入并完善

大尺寸分块矩阵的新记号表示方法，分别获得四维

幂零向量场 ３次、５次截断的超规范形．并将理论结

果应用于环型桁架卫星天线模型的简化问题．
随着维数的增加，会面临嵌套的大尺寸分块矩

阵的计算与处理，本文通过对大尺寸分块矩阵的新

记号表示的引入，获得一种处理大尺寸分块矩阵运

算的新方法，简化繁琐的大尺寸矩阵的运算，为后

续的研究带来便利条件．
在实际应用方面，将超规范形理论应用于研究

环型桁架卫星天线模型的化简问题，获得超规范形

的一般形式及系数对应关系，使得简化模型最大限

度地符合实际问题，为进一步揭示复杂非线性动力

系统的周期解及分岔机理奠定基础，为基于非线性

动力学理论的减振设计提供指导．
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