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一类分段线性神经元系统的动力学行为分析∗

商梦媛　 李群宏† 　 徐现丽
（广西大学 数学与信息科学学院，南宁　 ５３０００４）

摘要　 针对一类平面上三分段连续线性神经元模型，研究了边界平衡点的持续性分岔（ｐｅｒｓｉｓｔｅｎｃｅ）、非光滑

折分岔（ｎｏｎ⁃ｓｍｏｏｔｈ ｆｏｌｄ）的存在条件及一类跨边界周期解． 最后，通过施加缓慢变化的周期外激励研究其对

边界分岔和系统周期放电的影响．
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引言

近年来，分段光滑线性动力学模型出现在许多

领域，例如机器人控制、化学工业、神经系统［１］ 等．
分段线性系统由于本身易于分析的特点常被用来

模拟复杂的问题．目前已经有许多学者对分两段的

线性系统进行研究并取得成果［２－１１］ ． Ｓｉｍｐｓｏｎ 等

人［２］ 证明了一类平面光滑分段线性系统的类

Ａｎｄｒｏｎｏｖ⁃Ｈｏｐｆ分岔条件；Ｍｅｄｒａｄｏ 等人［３］ 基于平面

上动力系统的罗尔定理的推广证明了平面分段线

性系统极限环的唯一性；Ｂｉｅｍｏｎｄ 等人［４］ 提出了找

出平衡点分岔附近的所有极限集的方法． 在两分段

的线性系统的基础上，又有一些学者研究了三分段

的线性系统的动力学特征［１２－１５］ ． 戴栋等人［１２］ 研究

了一类具有两个边界的分段光滑系统中边界碰撞

分岔现象及混沌；Ｌｌｉｂｒｅ 等人［１３］将证明光滑向量场

的极限环存在唯一性的一些技巧推广到连续分段

线性微分系统． Ｅｕｚéｂｉｏ 等人［１４］ 研究了退化平面分

段线性微分系统的跳跃分岔；Ｃｏｏｍｂｅｓ 通过分段线

性平面神经元模型研究了带有缝隙连接的神经网

络的稳定性等问题．
基于分段线性系统已有的方法和结论，为了提

高非线性 Ｉｚｈｉｋｅｖｉｃｈ 模型的计算效率，Ｓｏｌｅｉｍａｎｉ［１６，１７］

提出了三种分段线性逼近，并通过电路模拟实现，
同时对三种分段系统进行分岔分析和时域误差评

定．Ｊｉ 等人［５］针对 Ｓｏｌｅｉｍａｎｉ 提出的两分段线性神经

元模型，探讨了周期刺激对神经元动力学行为的影

响，并根据分岔分析研究簇放电动力学行为的演

变．以上研究中，并没有考虑三分段的 Ｓｏｌｅｉｍａｎｉ 模
型的具体分岔条件和周期外激励对系统周期放电

的影响． 所以本文针对 Ｓｏｌｅｉｍａｎｉ 提出的三分段线

性神经元模型，首先对平衡点进行分析，就平衡点

在两个切换面上的分岔类型进行讨论，分析边界平

衡点的持续性分岔、非光滑折分岔的存在条件，并
通过数值实验给出一类跨边界周期解的存在性及

周期轨道半径的变化规律． 最后讨论周期外激励振

幅及频率对系统周期放电的周期、振幅和放电状态

持续时间的影响．

１　 数学模型

考虑文献［１６］中提出的如下模型：
ｄｖ
ｄｔ

＝ ｋ１（ ｖ＋ｋ２ ＋ ｖ－ｋ２ ）－ｋ３－ｕ＋Ｉ

ｄｕ
ｄｔ

＝ａ（ｂｖ－ｕ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１）

其中，Ｉ 为外激励，ｖ 代表神经元的膜电位，ｕ 代表恢

复变量，它代表钾离子电流的激活和钠离子电流的

失活，对 ｖ 提供负反馈．ａ 和 ｂ 是常数，描述神经元类

型，ｋ１，ｋ２，ｋ３ 也是恒定值．由文献［４］可知，ａ，ｂ，ｋ１，
ｋ２，ｋ３ 均为正数．显然，向量场存在两个非光滑分界面

∑１ ＝｛（ｖ，ｕ） ｖ ＝ －ｋ２ ｝和∑２ ＝ ｛（ｖ，ｕ） ｖ＝ｋ２｝，将
相空间分为三个区域 Ｄ１ ＝ ｛（ ｖ， ｕ ） ｖ＜－ｋ２ ｝，
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Ｄ２ ＝｛（ｖ，ｕ） －ｋ２＜ｖ＜ｋ２｝，Ｄ３ ＝｛（ｖ，ｕ） ｖ＞ｋ２｝ ．

２　 平衡点分析

首先，讨论各区域平衡点存在条件及分岔．
若 Ｉ＜ｋ３ － ｋ２（２ｋ１ ＋ ｂ），则在 Ｄ１ 内存在平衡点

Ｅ１ ＝（
Ｉ－ｋ３

２ｋ１＋ｂ
，
ｂ（ Ｉ－ｋ３）
２ｋ１＋ｂ

） ． 根据分段光滑理论知：Ｅ１

的类型及稳定性由相应的特征方程决定，
λ２＋（２ｋ１＋ａ）λ＋２ｋ１ａ＋ａｂ＝ ０

解得 λ（１）
１，２ ＝

－（２ｋ１＋ａ）± （２ｋ１－ａ） ２－４ａｂ
２

， 从而当

ｋ１＞０，ａ＞０，两个特征值均有负实部，所以，Ｅ１ 是渐

近稳定的．
若 ｋ３－ｋ２（２ｋ１＋ｂ）＜Ｉ＜ｋ３－ｋ２（２ｋ１－ｂ），则在 Ｄ２ 内

存在平衡点 Ｅ２ ＝（
２ｋ１ｋ２＋Ｉ－ｋ３

ｂ
，２ｋ１ｋ２＋Ｉ－ｋ３） ．此时 Ｅ２

的类型及稳定性由相应的特征方程决定，
λ２＋ａλ＋ａｂ＝ ０

求解得 λ（２）
１，２ ＝ －ａ± ａ２－４ａｂ

２
，即当 ａ＞０ 时，两个特征

值均有负实部，所以 Ｅ２ 是渐近稳定的．
若（１）２ｋ１＜ｂ， Ｉ＞ｋ３ －ｋ２（２ｋ１ －ｂ）， （２） ２ｋ１ ＞ｂ，

Ｉ＜ｋ３－ｋ２（２ｋ１－ｂ）其中之一成立，则在 Ｄ３ 内存在平

衡点 Ｅ３ ＝（
ｋ３－Ｉ
２ｋ１－ｂ

，
ｂ（ｋ３－Ｉ）
２ｋ１－ｂ

） ．

若 ｋ３ ＝Ｉ 且 ２ｋ１ ＝ｂ，则平衡点在｛（ｖ，ｕ） ｕ＝ｂｖ，ｖ＞ｋ２｝
上有无穷多个，Ｅ３ 的类型及稳定性由相应的特征

方程决定，
λ２＋（－２ｋ１＋ａ）λ－２ｋ１ａ＋ａｂ＝ ０

解得 λ（３）
１，２ ＝

（２ｋ１－ａ）± （２ｋ１＋ａ） ２－４ａｂ
２

．

在区域 Ｄ３ 内，可能发生丰富的动力学行为．当

２ｋ１ ＝ａ，２ｋ１＜ｂ 时，λ（３）
１，２ ＝ ±θｉ，θ ＝ ａ（ｂ－２ｋ１） ．此时平

衡点 Ｅ３ 可能发生Ｈｏｐｆ 分岔．当２ｋ１ ＝ｂ，２ｋ１＞ａ，λ（３）
１ ＞０，

λ（３）
２ ＝ ０，当 ２ｋ１ ＝ ｂ，２ｋ１＜ａ 时 λ（３）

１ ＝ ０，λ（３）
２ ＜０，此时平

衡点 Ｅ３ 可能发生折分岔．
由以上分析可知，由于各平衡点对应的雅克比矩

阵的特征值不包含 Ｉ，所以系统平衡点的类型和稳定

性不受 Ｉ 的影响，其变化主要依赖于参数 ａ、ｂ 和 ｋ１．

３　 非光滑分岔

３．１　 边界平衡点分岔

令 Ｈ１（ ｖ，ｕ）＝ ｖ＋ｋ２，Ｈ２（ ｖ，ｕ）＝ ｖ－ｋ２，以 Ｉ 为参

数，考虑当平衡点穿越两个边界 ∑１ 和 ∑２， 当

∑１ ＝｛（ｖ，ｕ） Ｈ１（ｖ，ｕ）＝ ０｝和∑２ ＝｛（ｖ，ｕ） Ｈ２（ｖ，ｕ）＝ ０｝
时，是否会发生边界平衡点分岔并判断相应的分岔

类型．

记 ｘ＝
ｖ
ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，讨论∑１ 上的边界分岔．

根据文献［１８］，存在光滑映射 Ｊｉ（ｘ，Ｉ），使
Ｆｉ＋１（ｘ，Ｉ）＝ Ｆｉ（ｘ，Ｉ）＋Ｊｉ（ｘ，Ｉ）Ｈｉ（ｘ，Ｉ）

解得 Ｊｉ（ｘ，Ｉ）＝ （２ｋ１，０） Ｔ ．

对于 ｘ＝ｘ∗
１ ＝（ｖ∗１ ，ｕ∗

１ ） Ｔ ＝（－ｋ２，－ｂｋ２） Ｔ，Ｉ＝ Ｉ∗１ ＝

－ｋ２（２ｋ１＋ｂ）＋ｋ３，或 ｘ ＝ ｘ∗
２ ＝ （ｖ∗２ ，ｕ∗

２ ） Ｔ ＝ （ｋ２，ｂｋ２） Ｔ，

Ｉ＝ Ｉ∗１ ＝ ｋ２（２ｋ１＋ｂ）＋ｋ３ 满足边界分岔条件：

（１）Ｆ ｊ（ｘ∗
ｉ ，Ｉ∗ｉ ）＝ ０；

（２）Ｈｉ（ｘ∗
ｉ ，Ｉ∗ｉ ）＝ ０；

（３）Ｆ ｊ，ｘ（ｘ∗
ｉ ，Ｉ∗ｉ ）可逆；

（４）Ｈｉ，Ｉ（ｘ∗
ｉ ，Ｉ∗ｉ ）－Ｈｉ，ｘ（ｘ∗

ｉ ，Ｉ∗ｉ ）［Ｆ－１
ｊ，ｘＦ ｊ，Ｉ］（ｘ∗

ｉ ，

Ｉ∗ｉ ）≠０，ｉ＝ １，２，ｊ＝ ｉ，ｉ＋１．
所以，在∑ｉ 上会发生边界分岔．定义如下符

号：

Ｎ１ ＝Ｆ１，ｘ（ｘ∗
１ ，Ｉ∗１ ）＝

－２ｋ１ －１

ａｂ －ａ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Ｎ２ ＝Ｆ２，ｘ（ｘ∗
２ ，Ｉ∗２ ）＝

０ －１
ａｂ －ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ＝Ｆｉ，Ｉ（ｘ∗
ｉ ，Ｉ∗ｉ ）＝

１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ＣＴ ＝Ｈｉ，ｘ（ｘ∗
ｉ ，Ｉ∗ｉ ）＝ （１，０）

Ｄ＝Ｈｉ，Ｉ（ｘ∗
ｉ ，Ｉ∗ｉ ）＝ ０

Ｅ＝Ｊｉ ＝
２ｋ１

０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

由于（１）ｄｅｔ（Ｎｉ）≠０

（２）Ｄ－ＣＴＮ－１
ｉ Ｍ≠０

（３）１－ＣＴＮ－１
１ Ｅ＝ ｂ

ｂ＋２ｋ１
＞０， １－ＣＴＮ－１

２ Ｅ＝
ｂ－２ｋ１

ｂ
所以， 根据文献［１８］，在∑１ 上发生边界平衡点的

持续性分岔；当 ｂ－２ｋ１＞０，∑２ 上发生边界平衡点的

持续性分岔；当 ｂ－２ｋ１＜０，∑２ 上发生边界平衡点的

非光滑折分岔．
如图 １，在其他参数确定的情况下，随着 Ｉ 的增

大，平衡点数目将发生变化．由图可知，系统不可能

同时存在三个平衡点．

２２１
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图 １　 系统平衡点分布

Ｆｉｇ．１　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔｓ

当 ｂ＜２ｋ１ 时，系统存在两个平衡点或没有平衡

点，具体情况如下：（１）当 Ｉ＜ｋ３－ｋ２（２ｋ１＋ｂ）时，存在

两个平衡点 Ｅ１ 和 Ｅ３，并且 Ｅ１ 为渐近稳定的结点

或焦点，Ｅ３ 为鞍点；（２）随着 Ｉ 的增加，当 ｋ３－ｋ２（２ｋ１＋ｂ）＜
Ｉ＜ｋ３－ｋ２（２ｋ１－ｂ）时，出现两个平衡点 Ｅ２ 和 Ｅ３，并且

Ｅ２ 为渐近稳定的结点或焦点，Ｅ３ 为鞍点；（３） Ｉ 继
续增加，当 Ｉ＞ｋ３－ｋ２（２ｋ１－ｂ）时，系统没有平衡点．

当 ｂ＞２ｋ１ 时，系统有且只有一个平衡点．具体情况

如下：（１）当 Ｉ＜ｋ３－ｋ２（２ｋ１＋ｂ）时，存在一个渐近稳定的

平衡点 Ｅ１；（２）当 ｋ３－ｋ２（２ｋ１＋ｂ）＜Ｉ＜ｋ３－ｋ２（２ｋ１－ｂ）时，
Ｅ１ 消失，出现 Ｅ２，Ｅ２ 渐近稳定； Ｉ 继续增加，当

Ｉ＞ｋ３－ｋ２（２ｋ１－ｂ）时，Ｅ２ 消失，出现 Ｅ３ ．
由上面的分析可知，Ｉ 是影响系统拓扑结构的

重要参数．
３．２　 跨边界周期解的存在性

首先，取固定参数 ａ ＝ １．２５，ｂ ＝ ２，ｋ２ ＝ ０．６，ｋ３ ＝ １，

取 ｋ１ ＝ ０．８．对不同 Ｉ 进行数值仿真，围绕平衡点的

周期轨道如图 ２ 所示．

图 ２　 系统周期轨道

Ｆｉｇ．２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｒｂｉｔｓ

当 Ｉ≤１．２４ 时，系统没有周期轨道；当 Ｉ＞１．２４
时，系统存在周期轨；在 Ｉ＝ １．５１６ 时，周期轨道与边

界∑１ 相切，Ｉ 继续增大，周期轨道穿越边界并且没

有破裂．随着 Ｉ 的增加，周期轨道半径增加；再结合

图 ３ 可知，在 Ｉ≤１．２４ 时，ｖ 的最大值与最小值重

合，因此，系统的平衡状态为一个平衡点；在 Ｉ＞１．２４
时，ｖ 的最大值与最小值不重合，因此，系统的平衡

状态为周期轨道，并且轨道半径随着 Ｉ 的增加呈线

性增长，在 Ｉ＞１．５１６ 时，增长速度减慢但仍呈线性

增长．

图 ３　 不同 Ｉ 值对应平衡状态下 ｖ 的最大值（蓝色）和最小值（黑色）

Ｆｉｇ．３　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ （ｂｌｕｅ ｐｏｉｎｔ） ａｎｄ ｍｉｎｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ （ｂｌａｃｋ ｄｏｔ）

ｏｆ ｖ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ｉ ｉｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

其次，取固定参数 ａ ＝ １．２５，ｂ ＝ ２，ｋ２ ＝ ０．６，ｋ３ ＝ １，
ｋ１ ＝ ０．９．对不同 Ｉ 进行数值仿真，围绕平衡点的周期

轨道如图 ４ 所示．

图 ４　 系统周期轨道

Ｆｉｇ．４　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｒｂｉｔｓ

当 Ｉ＝ ０．９９ 时，系统无周期轨；当 Ｉ ＝ １ 时，系统

存在周期轨；当 Ｉ ＝ １．１２ 时，系统存在周期轨，且随

３２１
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着 Ｉ 的增加，周期轨道半径增加；根据图 ５ 可知，在
Ｉ＜１ 时，ｖ 的最大值与最小值重合，因此系统的平衡

状态为一个平衡点；在 Ｉ＞１ 时，ｖ 的最大值与最小值

不重合，因此系统的平衡状态为周期轨道，轨道半

径随着 Ｉ 的增加呈线性增长．

图 ５　 不同 Ｉ 值对应平衡状态下 ｖ 的最大值（蓝点）和最小值（黑点）

Ｆｉｇ．５　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ （ｂｌｕｅ ｐｏｉｎｔ） ａｎｄ ｍｉｎｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ （ｂｌａｃｋ ｄｏｔ）

ｏｆ ｖ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ Ｉ ｉｎ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｓｔａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

４　 周期外激励对系统周期放电的影响

与非周期性刺激相比，周期性刺激对大脑皮层信

息处理具有较大影响．因此，令外激励 Ｉ０ ＝ Ｉｃｏｓ（ωｔ），其
中，Ｉ 为激励振幅，ω 为激励频率，此时系统可写为

ｄｖ
ｄｔ

＝ ｋ１（ ｖ＋ｋ２ ＋ ｖ－ｋ２ ）－ｋ３－ｕ＋Ｉｃｏｓ（ωｔ）

ｄｕ
ｄｔ

＝ａ（ｂｖ－ｕ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）
当 ω＝ ０ 时，Ｉ＝ Ｉ０，系统（１）和系统（２）相同． 由

上述分析，取参数 ａ ＝ １．２５，ｂ ＝ ２，ｋ２ ＝ ０．６，ｋ３ ＝ １，
ｋ１ ＝ ０．８，Ｉ＝ Ｉ０ ＝ １．１，ω ＝ ０ 系统（１）无周期运动． 此

时，令 ω≠０，即令外激励是周期的，得到图 ６ 的结

果．

图 ６　 ω＝ ０．０２ 时周期外激励作用于非周期运动时系统（２）相图

和时间历程图

Ｆｉｇ．６　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （２） ｆｏｒ ｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｓｔｉｍｕｌｉ ａｃｔｉｎｇ ｏｎ ａ ｎｏｎ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ω＝ ０．０２

对系统原本的非周期运动加入周期外激励之

后，系统出现简单的周期行为，且周期频率等于 ω．
考虑周期外激励对系统周期放电的影响． 仍取

参数 ａ ＝ １． ２５， ｂ ＝ ２， ｋ２ ＝ ０． ６， ｋ３ ＝ １， ｋ１ ＝ ０． ８． 取

ω＝ ０．０４，得到图 ７ 的结果．

图 ７　 系统（２）的周期放电相图和时间历程图

Ｆｉｇ．７　 Ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｂｕｒｓｔｉｎｇ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （２）

图 ８　 不同 ω 下以 Ｉ０ 为参数的系统簇放电分岔图

Ｆｉｇ．８　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｗｉｔｈ Ｉ０ ａｓ ａ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ω

由图 ８ 可知，随着 Ｉ 的增加，系统保持更长时

４２１
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间的放电状态，且振幅增大，单位周期内放电次数

增加．系统的放电周期与 ω 相一致．分别取 ω ＝ ０．０２
和 ω＝ ０．０４，以 Ｉ 为分岔参数做出分岔图（图 ８） ．

放电行为的临界值为 Ｉ ＝ １．２４，正是∑２ 附近出

现周期轨道的分岔点．所以系统（２）的簇放电现象

基于系统（１）的周期行为．当 Ｉ＞１．２４ 时，系统（１）产
生周期轨道，在周期外激励影响下，系统发生簇放

电，并且随着 Ｉ 的增加一个周期内放电次数增加，ω
越小，放电次数增加越快，振幅越大．

５　 结论

首先，研究了模拟电路实现的三分段线性神经

元模型，讨论了平衡点在两个切换面上的分岔条

件．其次，发现在边界∑２ 上可以发生边界平衡点的

持续性分岔、非光滑折分岔和一种跨边界的稳定周

期解，分析了参数 Ｉ 对系统周期振幅的影响，发现

在周期轨道跨越边界前后，随着 Ｉ 的增加，周期振

幅分别呈线性增加．最后，数值仿真说明对于三分

段的线性动力系统， 周期外激励振幅及频率对系

统周期放电的周期、振幅和放电状态持续时间具有

明显影响．
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