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摘要　 本文研究一个二维离散抛物映射的动力学行为．首先，引用文献［１］中关于映射不动点的存在性和稳

定性的结果：映射有三个不动点，及当参数 ｂ 变化时，每个不动点稳定性的充分条件；接着，把 ｂ 作为分支参数，

利用中心流形定理和分支理论，分别导出 Ｆｏｌｄ 分支、Ｆｌｉｐ 分支、Ｈｏｐｆ 分支存在的充分条件；最后通过数值模拟，

验证 Ｆｏｌｄ 分支、Ｆｌｉｐ 分支、Ｈｏｐｆ 分支存在条件的理论结果，同时，也发现映射存在复杂的对称性破缺分支．

关键词　 二维离散抛物映射，　 Ｆｏｌｄ 分支，　 Ｆｌｉｐ 分支，　 Ｈｏｐｆ 分支，　 对称性破缺分支
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引言

近几十年来，许多学者都致力于连续和离散两

类动力系统的研究，针对它们的动力学行为，例如：
持久性、连续性、稳定性、周期解的存在性、分支和

混沌等都已经取得了很好的成果［１－１１］，其中，分支

问题，尤其是离散的动力系统分支问题，是动力系

统理论研究的一个重要内容，不仅具有重大的科学

意义，而且在物理学、化学、天体力学、非线性振动

学、生物学和金融经济等许多领域都有广泛的应

用．
本文主要是对二维离散抛物离散映射的分支

现象进行研究．文献［１］表明了该映射是由两个一

维离散映射做非线性耦合而成，并对它的不动点及

其稳定性做了详尽的分析，同时得出该离散映射具

有动力学特性调节和动态幅度调节的两个功能不

同的控制参数，并对 Ｈｏｐｆ 分支、分支模式共存、锁
频和周期振荡快慢效应等非线性物理现象进行了

数值仿真模拟，但是缺少了对它的分支现象的理论

分析．而本文则主要是对映射的 Ｆｏｌｄ 分支、Ｆｌｉｐ 分

支和 Ｈｏｐｆ 分支进行理论分析，同时通过数值模拟

验证 Ｆｏｌｄ 分支、Ｆｌｉｐ 分支和 Ｈｏｐｆ 分支存在的理论

结果，同时发现了它的对称性破缺分支现象．所以，
本文的研究是有意义的．事实上，实际中许多反映

物理学现象的动力映射，二维映射比一维映射具有

更加复杂的动力学现象．本文中耦合的二维映射展

现出了比原有一维映射更丰富的动力学性质．
具体来说，本文研究的二维离散抛物映射如

下：
ｘｎ＋１ ＝ ｂｘｎ（１－ｙｎ）

ｙｎ＋１ ＝ａｘ２
ｎ

{
式中，下标 ｎ 表示与系统离散时间相对应的迭代步

骤，两个控制参数 ａ ，ｂ 是正实数．
本文主要由以下几部分组成．首先，对二维离

散抛物映射的不动点的存在性及稳定性进行了简

单的描述；然后，利用中心流形定理和分支理论，分
别导出了 Ｆｏｌｄ 分支、Ｆｌｉｐ 分支和 Ｈｏｐｆ 分支存在的

充分条件；最后，通过数值模拟，验证了 Ｆｏｌｄ 分支、
Ｆｌｉｐ 分支和 Ｈｏｐｆ 分支存在条件的理论结果并且观

察到了映射存在复杂的对称性破缺分支现象．

１　 映射模型及不动点

１．１　 数学模型

典型的 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 映射和平方映射均是一维离散

抛物映射，由它们作耦合，可得到一个简单的二维

离散抛物映射，其方程表达如下

ｘｎ＋１ ＝ ｂｘｎ（１－ｙｎ）

ｙｎ＋１ ＝ａｘ２
ｎ

{ （１）

式中，下标 ｎ 表示与系统离散时间相对应的迭代步
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骤，两个控制参数 ａ ，ｂ 是正实数．
１．２　 不动点的存在性和稳定性

在文献［１］中，对二维离散抛物映射的不动点

及其稳定性做了详尽的推理和演算，本论文归纳如

下：
设映射（１）的不动点 Ｐ ＝ （ ｘ０，ｙ０）满足如下方

程

ｂｘ０（１－ｙ０）－ｘ０ ＝ ０

ａｘ２
０－ｙ０ ＝ ０{ （２）

① 当 ｂ＝ １， ａ≠０ 时，（２）式只有零解，即映射

（１）只有一个不动点 Ｐ１ ＝（０，０）；
② 当 ｂ≠１， ａ＝ ０ 时，（２）式只有零解，即映射

（１）有一个不动点 Ｐ２ ＝（０，０）；
③ 当 ｂ≠１ 且 ｂ≠０，ａ≠０ 时，（２）式有两个解，

即映射（１）有两个不动点，分别为

Ｐ３ ＝
ｂ－１
ａｂ

，１－ １
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 与 Ｐ４ ＝ － ｂ－１

ａｂ
，１－ １

ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

映射（１）在不动点 Ｐ＝（ｘ０，ｙ０）处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵

为

Ｉｐ ＝
ｂ（１－ｙ０） －ｂｘ

２ａｘ０ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（３）

其特征方程为

λ２－ｂ（１－ｙ０）＋２ａｂｘ２
０ ＝ ０ （４）

对于不动点 Ｐ１ 和 Ｐ２，有特征值 λ１ ＝０ 和 λ２ ＝ｂ．
① 当 ０＜ｂ＜１ 时，两个特征值满足 λ１，２ ＜１，这

时不动点 Ｐ１ ＝（０，０）是稳定的；
② 当 ｂ＞１ 时， λ１ ＜１ 且 λ２ ＞１，这时原点不

动点 Ｐ２ ＝（０，０）是不稳定的．
对于非零不动点 Ｐ３ 和 Ｐ４，其特征方程有相同

的形式，（４）式可化为

λ２－λ＋２ａｂｘ２
０ ＝ ０ （５）

式（５）有两个特征根：

λ１ ＝ ０．５＋０．５ １－８（ｂ－１）

λ２ ＝ ０．５－０．５ １－８（ｂ－１）
上式可分为两种情况进行分析：
① 当 ０ ＜ ｂ ＜ １．５ 时，上式的两个特征值满足

λ１，２ ＜１．这时两个非零不动点 Ｐ３ 和 Ｐ４ 是稳定的；
② 当 ｂ＞１．５ 时，上式的两个特征值为一对共

轭复数，且满足 λ１ ＝ λ２ ＝ ２（ｂ－１） ＞１，这时两

个非零不动点 Ｐ３ 和 Ｐ４ 是不稳定的．

２　 分支

本节以 ｂ 为参数，分别给出 Ｆｏｌｄ 分支［４］、Ｆｌｉｐ
分支［４］和 Ｈｏｐｆ 分支［４］ 存在的充分条件，且此二维

离散抛物映射存在复杂的对称性破缺分支．
映射（１）在不动点 Ｐ（ ｘ０，ｙ０）处的线性化映射

的特征方程为：
ｈ（λ）＝ λ２－ｂ０（１－ｙ０）λ＋２ａｂ０ｘ２

０ ＝ ０ （６）
２．１　 Ｆｏｌｄ 分支

如果

２ａｘ２
０－ｙ０≠１ 且 ｂ０ ＝

１
１－２ａｘ２

０－ｙ０

（７）

那么，映射在不动点 Ｐ（ｘ０，ｙ０）处的特征值为：λ１ ＝ １，
λ２ ＝ ｂ０（１－ｙ０）－１．

对于 Ｆｏｌｄ 分支产生的条件，要求 λ２ ≠１，从
而导致 λ２ ＝ ｂ０（１－ｙ０）－１ ≠１，即

ｙ０≠
ｂ０－２
ｂ０

且 ｙ０≠１ （８）

设 ｕ＝ｘ－ｘ０，ｖ＝ｙ－ｙ０，ｂ＝ｂ－ｂ０ ．把不动点 Ｐ（ｘ０，ｙ０）

平移到原点，同时把参数 ｂ 当作一个新的独立变

量，映射（１）变为

ｕ

ｂ
ｖ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

→

（ｂ０－ｂ０ｙ０）ｕ＋（ｘ０－ｘ０ｙ０）ｂ－ｂ０ｘ０ｖ＋

ｂｕ（１－ｙ０）－ｘ０ｂｖ－ｂ０ｕｖ

ｂ
２ａｘ０ｕ＋ａｕ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

（９）

如果 ２ａｘ０≠０ 且 ｘ０－ｘ０ｙ０≠０，那么可构建一个

可逆矩阵

Ｔ＝

１ ０ １

０
１－２ａｘ０

ｘ０－ｘ０ｙ０
０

２ａｘ０ －２ａｘ０ １

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

其中，２ａｂ０ｘ２
０ ＝ ｂ０－ｂ０ｙ０－１，ｂ０ｘ０ ＝ １

且作变换

ｕ

ｂ
ｖ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝Ｔ

Ｘ
μ
Ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

那么映射（９）变为

Ｘ
μ
Ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
→

１ １ ０
０ １ ０
０ ０ ｂ０（１－ｙ０）－１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ｘ
μ
Ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋

Ｆ（Ｘ，μ，Ｙ）
０

Ｇ（Ｘ，μ，Ｙ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（１０）

８９
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其中：
Ｆ（Ｘ，μ，Ｙ）＝ （１－ｙ０）ｂｕ－ｘ０ｂｖ－ｂ０ｕｖ
Ｇ（Ｘ，μ，Ｙ）＝ ａｕ２

ｕ＝Ｘ＋
ｂ０－ｂ０ｙ０－１

２ａｘ０
Ｙ

ｂ＝
１－２ａｘ０

ｘ０－ｘ０ｙ０
μ

ｖ＝ ２ａｘ０Ｘ－２ａｘ０μ＋Ｙ
接下来利用中心流形定理［４］ 来确定不动点

（０，０）在 μ＝ ０ 处的动力学性质．
对于充分小的 Ｘ 和 Ｙ，（１０）存在一个中心流

形：
Ｗｃ（０）＝ ｛（Ｘ，μ，Ｙ）∈Ｒ３ Ｙ＝ｈ（Ｘ，μ），

ｈ（０，０）＝ ０，Ｄｈ（０，０）＝ ０｝ ．
设中心流形的形式为

ｈ（Ｘ，μ）＝ ｍ１Ｘ２＋ｍ２Ｘμ＋ｍ３μ２＋ｏ（３）
其中，ｏ（３）表示所有次数高于 ２ 的余项和，那

么，中心流形要满足

Ｎ（ｈ（Ｘ，μ））＝ ｈ（Ｘ＋μ＋Ｆ（Ｘ，μ，Ｙ），μ）－
　 ［ｂ０（１－ｙ０）－１］Ｙ－Ｇ（Ｘ，μ，Ｙ）
＝ ０

从而严格限制在中心流形的映射为

Ｆ∗： Ｘ→Ｘ＋μ－２ａＸ２＋
４ａ２ｘ３

０－２ａｘ２
０－ｙ０＋１

ｘ０－ｘ０ｙ０
Ｘμ＋

（１－２ａｘ０）２ａｘ０

１－ｙ０
μ２＋ο（（ Ｘ ＋ μ ） ３）

由于：
Ｆ∗（０，０）＝ ０

∂Ｆ∗

∂Ｘ
（０，０）＝ １－４ａＸ＋

４ａ２ｘ３
０－２ａｘ２

０－ｙ０＋１
ｘ０－ｘ０ｙ０

μ＝１

∂Ｆ∗

∂μ
（０，０）＝ １＋

４ａ２ｘ３
０－２ａｘ２

０－ｙ０＋１
ｘ０－ｘ０ｙ０

Ｘ＋

　
４ａｘ０（１－２ａｘ０）

１－ｙ０
μ＝ １

∂２Ｆ∗

∂Ｘ２ （０，０）＝ －４ａ≠０

所以，不动点（Ｘ，μ）＝ （０，０）是映射（１０）的 Ｆｏｌｄ 分

支点．
综合以上分析，可得：
结论 １： 如果条件 ２ａｘ２

０ －ｙ０ ≠１，ａ≠０，（７）和

（８）都满足，那么，映射（１） 在不动点 Ｐ （ ｘ （ ｂ０ ），
ｙ（ｂ０））处产生 Ｆｏｌｄ 分支．当 ｂ＞ｂ０（ ｂ＜ｂ０）两个新的

不动点产生；当 ｂ＝ ｂ０，在 Ｐ（ｘ（ｂ０），ｙ（ｂ０））重合．
２．２　 Ｆｌｉｐ 分支

如果

２ａｘ２
０－ｙ０≠１ 且 ｂ０ ＝

１
ｙ０－２ａｘ２

０－１
（１１）

那么，映射在不动点 Ｐ（ｘ０，ｙ０）处的特征值为 λ１ ＝－１，
λ２ ＝ ｂ０（１－ｙ０）＋１．

对于 Ｆｌｉｐ 分支产生的条件，要求 λ２ ≠１，从
而导致 λ２ ＝ ｂ０（１－ｙ０）＋１ ≠１，即

ｙ０≠
ｂ０＋２
ｂ０

且 ｙ０≠１ （１２）

设 ｕ＝ｘ－ｘ０，ｖ＝ｙ－ｙ０，ｂ ＝ｂ－ｂ０．把不动点 Ｐ（ｘ０，ｙ０）

平移到原点，同时把参数 ｂ 当作一个新的独立变

量，映射（１）变为

ｕ

ｂ
ｖ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

→

（ｂ０－ｂ０ｙ０）ｕ＋（ｘ０－ｘ０ｙ０）ｂ－ｂ０ｘ０ｖ＋

ｂｕ（１－ｙ０）－ｘ０ｂｖ－ｂ０ｕｖ

ｂ
２ａｘ０ｕ＋ａｕ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

（１３）

如果 ｘ０－ｘ０ｙ０≠０，那么，可构建一个可逆矩阵

Ｔ＝

１ １ ｂ０ｘ０

０ －
２ｂ０

ｘ０
０

－２ａｘ０ ２ａｘ０ －１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

其中，－２ａｂ０ｘ２
０ ＝ ｂ０－ｂ０ｙ０＋１，ｂ０ｘ０ ＝ １．

且作变换

ｕ

ｂ
ｖ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝Ｔ

Ｘ
μ
Ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

那么，映射（９）变为

Ｘ
μ
Ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
→

－１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ ｂ０（１－ｙ０）＋１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ｘ
μ
Ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋

Ｆ（Ｘ，μ，Ｙ）
０

Ｇ（Ｘ，μ，Ｙ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（１４）
其中，

Ｆ（Ｘ，μ，Ｙ）＝ （１－ｙ０）ｂｕ－ｘ０ｂｖ－ｂ０ｕｖ
Ｇ（Ｘ，μ，Ｙ）＝ ａｕ２

ｕ＝Ｘ＋μ＋ｂ０ｘ０Ｙ

ｂ＝ －
２ｂ０

ｘ０
μ

ｖ＝ －２ａｘ０Ｘ＋２ａｘ０μ－Ｙ

９９



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

接下来利用中心流形定理［４］ 来确定不动点

（０，０）在 μ＝ ０ 处的动力学性质．
对于充分小的 Ｘ 和 Ｙ，（１０）存在一个中心流形

｛Ｗｃ（０）＝ ｛（Ｘ，μ，Ｙ）∈Ｒ３ Ｙ＝ｈ（Ｘ，μ），ｈ（０，０）＝ ０，
Ｄｈ（０，０）＝ ０｝ ．

设中心流形的形式为

｛ｈ（Ｘ，μ）＝ ｍ１Ｘ２＋ｍ２Ｘμ＋ｍ３ μ２＋ο（３） （１５）
其中，ｏ（３）表示所有次数高于 ２ 的余项和，那么，中
心流形要满足

Ｎ（ｈ（Ｘ，μ））＝ ｈ（－Ｘ＋Ｆ（Ｘ，μ，Ｙ），μ）－
　 ［ｂ０（１－ｙ０）＋１］Ｙ－Ｇ（Ｘ，μ，Ｙ）
＝ ０ （１６）

把（１５）代入（１６），那么（１６）式中相同的项的系数

和为 ０，由此得到：

ｍ１ ＝ － ａ
ｂ０（１－ｙ０）

ｍ２ ＝
２ａ

ｂ０（１－ｙ０）

ｍ３ ＝ － ａ
ｂ０（１－ｙ０）

从而严格限制在中心流形的映射为：

Ｆ∗： Ｘ→－Ｘ－ ａ
ｂ０（１－ｙ０）

Ｘ２＋ ２ａ
ｂ０（１－ｙ０）

Ｘμ－

ａ
ｂ０（１－ｙ０）

μ２＋Ｉ１Ｘ３＋Ｉ２Ｘ２μ＋Ｉ３Ｘμ２＋

Ｉ４ μ３＋ο（（ Ｘ ＋ μ ）４） （１７）
其中，

Ｉ１ ＝－［４ａｂ０ｘ０ｍ１＋
２ａ２ｘ０

ｂ０（１－ｙ０）２］

Ｉ２ ＝
４ｂ０（１－ｙ０）ｍ１

ｘ０
－

６ａ２ｘ０

ｂ０（１－ｙ０）２＋

２ａｂ０ｘ０（４ｍ１＋ｍ２）

Ｉ３ ＝
２ｂ０（１－ｙ０）（２ｍ１－ｍ２）

ｘ０
－

６ａ２ｘ０

ｂ０（１－ｙ０）２－

４ａｂ０ｘ０（ｍ１＋ｍ２）

Ｉ４ ＝２ａｂ０ｘ０ｍ２－
２ｂ０（１－ｙ０）ｍ２

ｘ０
－

２ａ２ｘ０

ｂ０（１－ｙ０）２

那么，要想（１６）映射产生 Ｆｌｉｐ 分支，要求满足：

β１ ＝
∂Ｆ∗

∂μ
∂２Ｆ∗

∂Ｘ２ ＋２ ∂２Ｆ∗

∂Ｘ∂μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

（０，０）

≠０

β２ ＝
１
２

∂２Ｆ∗

∂Ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
３

∂３Ｆ∗

∂Ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

（０，０）

≠０

由于

∂Ｆ∗

∂μ
（０，０）＝ ０

∂２Ｆ∗

∂Ｘ∂μ
（０，０）＝ ２ａ

ｂ０（１－ｙ０）

∂２Ｆ∗

∂Ｘ２ （０，０）＝ － ２ａ
ｂ０（１－ｙ０）

∂３Ｆ∗

∂Ｘ３ （０，０）＝ －６［４ａｂ０ｘ０ｍ１＋
２ａ２ｘ０

ｂ０ （１－ｙ０）２］

显然，

β１ ＝
∂Ｆ∗

∂μ
∂２Ｆ∗

∂Ｘ２ ＋２ ∂２Ｆ∗

∂Ｘ∂μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

（０，０）

＝ ４ａ
ｂ０（１－ｙ０）

≠０

β２ ＝
１
２

∂２Ｆ∗

∂Ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
３

∂３Ｆ∗

∂Ｘ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

（０，０）

＝ １
２
［－ ２ａ

ｂ０（１－ｙ０）
］２－２［４ａｂ０ｘ０ｍ１＋

２ａ２ｘ０
ｂ０（１－ｙ０）２］

≠０
所以，不动点（Ｘ，μ）＝ （０，０）是映射（１４）的 Ｆｌｉｐ 分

支点．
综合以上分析，可得：
结论 ２： 如果条件 ２ａｘ２

０－ｙ０≠１，（１１）（１２）都满

足，那么映射（１）在不动点 Ｐ（ｘ（ｂ０），ｙ（ｂ０））处产

生 Ｆｌｉｐ 分支．而且，若 β２ ＞０（β２ ＜０），那么从不动点

分支出来的周期－２ 点是稳定的（不稳定的） ．
２．３　 Ｈｏｐｆ 分支

通过 Ｈｏｐｆ［４］ 分支定理，导出映射（１）的 Ｈｏｐｆ
分支的存在条件，特征方程（４）的特征值为：

λ１，２ ＝
ｂ０（１－ｙ０）± ｂ２

０（１－ｙ０） ２－８ａｂ０ｘ２
０

２
（１８）

当 ｂ２
０ （１－ｙ０） ２ ＜ ８ａｂ０ｘ２

０ 时，λ１，２ 是一对共轭复

根．
如果 ａ≠０，ｘ０≠０，设

ｂ０ ＝
１

２ａｘ２
０

（１９）

那么，就有 ２ａｂ０ｘ２
ｏ ＝ １．

作变换 ｕ ＝ ｘ－ｘ０，ｖ ＝ ｙ－ｙ０，把不动点 Ｚ（ｘ０，ｙ０）
移到原点．映射（１）变成

ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

（ｂ０－ｂ０ｙ０）ｕ－ｂ０ｘ０ｖ－ｂ０ｕｖ

２ａｘ０ｕ＋ａｕ２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ （２０）

当 ｂ＝ ｂ０，在不动点 Ｐ（０，０）处，映射（２０）的线性化

映射的特征值的模等于 １ 的一对共轭复数为：

００１
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λ，λ ＝
ｂ０（１－ｙ０）

２
±
ｉ ｂ２

０（１－ｙ０） ２－８ａｂ０ｘ２
０

２
＝α±ｉγ

在式（１８）和（１９）条件下，有

λ ＝
ｂ２
０ （１－ｙ０） ２

４
＋
８ａｂ０ｘ２

０－ｂ２
０ （１－ｙ０） ２

４

＝ ２ａｂ０ｘ２
０

ｋ ＝ｄ λ（ｂ）
ｄｂ

ｂ＝ｂ０

＝ １
２
（２ａｂ０ｘ２

０）
－ １

２ ·２ａｘ２
０

＝ａｘ２
０≠０

另外，如果－ｂ０（１－ｙ０）≠０，１，可得

ｙ０≠１，ｙ０≠
ｂ０＋１
ｂ０

（２１）

则有 λｎ（ｂ０）≠１，ｎ＝ １，２，３，４．

设 Ｔ＝
α γ

－ γ２

ｂ０ｘ０

αγ
ｂ０ｘ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，

其中，ｂ０ － ｂ０ｙ０ ＝ α，α２ ＋γ２ ＝ １， ｂ０ｘ０ ≠０，且做变换

ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｔ

Ｘ
Ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则映射（２０）变为

Ｘ
Ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

α －γ
γ α

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｘ
Ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｆ（Ｘ，Ｙ）
Ｇ（Ｘ，Ｙ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２２）

这里，

Ｆ（Ｘ，Ｙ）＝ －ｂ０（αＸ＋γＹ）
－γ２

ｂ０ｘ０
Ｘ＋ αγ

ｂ０ｘ０
Ｙæ

è
ç

ö

ø
÷

Ｇ（Ｘ，Ｙ）＝ ａ（αＸ＋γＹ） ２

注意到（２２）是中心流形上的表达式，则文献

［４］所定义的系数 ｌ 可表示为

ｌ＝ －Ｒｅ （１－λ）λ２

１－λ
ξ１１ξ２０

é

ë
êê

ù

û
úú －

１
２

ξ１１
２－

ξ０２
２＋Ｒｅ（λξ２１）

其中，

ξ２０ ＝
１
８
［ＦＸＸ－ＦＹＹ＋２ＧＸＹ＋

ｉ（ＧＸＸ－ＧＸＹ－２ＦＸＹ）］

ξ１１ ＝
１
４
［ＦＸＸ＋ＦＹＹ＋ｉ（ＧＸＸ＋ＧＸＹ）］

ξ０２ ＝
１
８
［ＦＸＸ－ＦＹＹ＋２ＧＸＹ＋

ｉ（ＧＸＸ－ＧＸＹ－２ＦＸＹ）］

ξ２１ ＝
１
１６

［ＦＸＸＸ＋ＦＸＹＹ＋ＧＸＸＹ＋ＧＹＹＹ＋

ｉ（ＧＸＸＸ＋ＧＸＹＹ－ＦＸＸＹ－ＦＹＹＹ）］

因此，经过一些复杂的计算得到

ｌ＝ － １
３２

［Ｍ（Ｆ２
ＸＸ－Ｆ２

ＹＹ＋２ＦＸＸＧＸＹ＋ＦＹＹＧＸＹ－

Ｇ２
ＸＸ＋Ｇ２

ＸＹ＋２ＦＸＹＧＸＸ＋２ＦＸＹＧＸＹ）＋
Ｎ（ＦＸＸＧＸＸ－ＦＹＹＧＸＹ＋ＧＸＸＧＸＹ－ＦＸＸＦＸＹ－

ＦＸＹＦＹＹ＋Ｇ２
ＸＹ）］－

１
８
（Ｆ２

ＸＸ＋２ＦＸＸＦＹＹ＋

Ｆ２
ＹＹ＋Ｇ２

ＸＸ＋２ＧＸＸＧＸＹ＋２Ｇ２
ＸＹ）＋

１
８
（Ｆ２

ＸＸ＋Ｆ２
ＹＹ＋４Ｇ２

ＸＹ－２ＦＸＸＦＹＹ＋４ＦＸＸＧＸＹ－

４ＦＹＹＧＸＹ＋Ｇ２
ＸＸ＋Ｇ２

ＸＹ＋４Ｆ２
ＸＹ－２ＧＸＸＧＸＹ－

４ＧＸＸＦＸＹ＋４ＧＸＹＦＸＹ） （２３）
这里，

α＝
ｂ０（１－ｙ０）

２

γ＝
ｂ２
０ （１－ｙ０） ２－８ａｂ０ｘ２

０

２

Ｍ＝（１－２α）（α２－γ２）－４αγ２

２
＋

αγ２（１－２α）＋（α２－γ２）γ２

１－α

Ｎ＝

（１－２α）（α２－γ２）γ－２αγ（１－２α）（１－α）－

２（α２－γ２）（１－α）γ－４αγ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２（１－α）

ＦＸＸ ＝
２αγ２

ｘ０

ＦＸＹ ＝
α２γ
ｘ０

－ γ３

ｘ０

ＦＹＹ ＝ － ２αγ２

ｘ０

ＧＸＸ ＝ ２ａα２

ＧＸＹ ＝ ２ａαγ
根据上面分析，可得：

结论 ３： 如果 ａ≠０，ｘ０≠０，ｂ２
０（１－ｙ０） ２＜８ａｂ０ｘ２

０，
式（１９）和（２１）成立，且式（２３）的 ｌ≠０，映射（１）在
不动点 Ｐ（ｘ（ｂ０），ｙ（ｂ０））经历 Ｈｏｐｆ 分支．并且，若

ｌ＜０（ｌ＞０）且 ｋ＝ｄ λ（ｂ）
ｄｂ ｂ＝ｂ０

＝ａｘ２
０＞０，当 ｂ＞ｂ０（ｂ＜ｂ０）

一个吸引的（排斥的）不变换从不动点分支出来．

３　 数值模拟

本节对二维离散抛物映射的分支进行数值模

拟［５］，考虑不动点的分支并且把参数 ｂ 当作是分支

１０１
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的参数．
图 １ 是 ｂ∈（１，１．０４５）且 ａ ＝ １ 分支图，初始值

为（ｘ，ｙ）＝ （０，０．１） ．当参数 ｂ０ ＝ １ 时，在点（０，０）处
产生了 Ｆｏｌｄ 分支，并标记为“ＳＮ” ．图 １ 验证了结论

１ 的正确性．

图 １　 ｂ∈（１，１．０４５）且 ａ＝ １ 的分支图

Ｆｉｇ．１　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ ｂ∈（１，１．０４５） ａｎｄ ａ＝ １

图 ２ 是 ｂ∈（１．６８６８，１．６８７８）且 ａ ＝ １ 分支图，
初始值为（ｘ，ｙ）＝ （０，０．１） ．当参数 ｂ０ ＝ １．６８７２５ 时，
在点 （ ０． ４０８， ０． ６３９） 产生了 Ｆｌｉｐ 分支， 并标记

“ＤＰ”，又 β１ ＝ －３．１２９９， β２ ＝ －３．３８９＜０，所以从不动

点分支出来的周期－２ 点是不稳定的．图 ２ 验证了

结论 ２ 的正确性．

图 ２　 ｂ∈（１．６８６８，１．６８７８）且 ａ＝ １ 的分支图

Ｆｉｇ．２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ ｂ∈（１．６８６８，１．６８７８） ａｎｄ ａ＝ １

图 ３ 是 ｂ∈（０．５，２）且 ａ ＝ １ 的分支图，初始值

为（ ｘ， ｙ） ＝ （０，０． ０１） ．当参数 ｂ０ ＝ １． ５１ 时，在点

（０．５７５４４，０．３３１１２）产生了 Ｈｏｐｆ 分支．
图 ４ 是 ｂ∈（０．５，２）且 ａ ＝ １ 的分支图，初始值

为（ ｘ，ｙ） ＝ （０，－ ０．０１） ．当参数 ｂ０ ＝ １．５１ 时，在点

（－０．５７５４４，０．３３１１２）处也产生了 Ｈｏｐｆ 分支．
以上 Ｈｏｐｆ 都一并标记 “ ＨＢ”． 经过计算，有

ｋ＝ ０．３３１１２＞０和 ｌ＝ ９．８５８４＞０，则当 ｂ＜１．５１，它是从

不动点处分出来的一个扩张的不变环闭曲线，且根

据对称性破缺分支条件［１１］可知，二维离散映射在点

（０．５７５４４，０．３３１１２）和点（－０．５７５４４，０．３３１１２）处发生

了对称性破缺分支．

图 ３　 初值为（ｘ，ｙ）＝ （０，０．１）的分支图

Ｆｉｇ．３　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （ｘ，ｙ）＝ （０，０．０１）

图 ４　 初值为（ｘ，ｙ）＝ （０，－０．１）的分支图

Ｆｉｇ．４　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ （ｘ，ｙ）＝ （０，－０．０１）

４　 结论

由两个一维抛物线离散映射耦合而成一个新

的二维离散抛物映射，具有十分丰富的动力学行

为．本论文主要分析的是此类二维离散抛物映射的

Ｆｏｌｄ 分支、Ｆｌｉｐ 分支和 Ｈｏｐｆ 分支，并得到了产生这

些分支的充分条件，且此二维离散抛物映射存在复

杂的对称性破缺分支．然而，关于这个二维离散抛

物映射还具有其它动力学性质，例如：倍周期分支

到混沌等，我们后续将继续深入研究．
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