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摘要　 机翼的颤振是一种典型的自激振动，它是由气动力、弹性力和惯性力的相互作用引起的一种气动弹

性现象．本文研究了具有结构非线性刚度恢复力的机翼颤振的 Ｈｏｐｆ 分岔问题．首先，利用连续时间的 Ｈｏｐｆ 分

岔显式临界准则分析了机翼颤振 Ｈｏｐｆ 分岔的存在性，推导了第一李雅普诺夫系数的通项公式，为判定机翼

Ｈｏｐｆ 分岔的稳定性提供了依据．其次，分析了机翼颤振退化的余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的存在性条件，得到了满足条

件的双参数分岔区域．然后，推导了第二李雅普诺夫系数的通项公式并结合中心流形降阶原理和同构变换进

一步分析了余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的稳定性以及其局部开折问题．最后，通过推导第三李雅普诺夫系数分析了余

维三 Ｈｏｐｆ 分岔中心的稳定性．

关键词　 退化 Ｈｏｐｆ 分岔，　 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数，　 极限环，　 机翼

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃０４２

引言

机翼的颤振是由气动力、弹性力和惯性力的相

互作用引起的一种自激振动现象．作为一种典型的

自激系统，机翼通过从气流中吸收能量，持续发生

稳定或不稳定的振动，相应的产生良性颤振或不良

颤振，其中的不良颤振可能会引起灾难性的后果．
因此，对机翼的气动弹性行为的分析及预判显得十

分重要．当飞行速度低于音速时，大部分研究主要

考虑由结构的非线性弹性力引起的机翼颤振行为．
早在 １９ 世纪 ５０ 年代 Ｗｏｏｌｓｔｏｎ［１］ 和 Ｓｈｅｎ［２］ 等人就

研究了这种具有结构非线性机翼的颤振行为．
Ｌｅｅ［３，４］和 Ｌｉｕ［５］ 等人从理论和数值两方面进一步

对具有结构非线性机翼的颤振行为做了深入的研

究．Ｏ′Ｎｅｉｌ 等人［６］从实验角度调查了极限环振荡的

颤振边界问题并得到了与数值模拟一致的满意结

果．
随着分岔理论的不断深入，对结构非线性机翼

运动的研究有了新的视角．从本质上来说，机翼颤

振所产生的极限环主要来源于 Ｈｏｐｆ 分岔．许多学

者对机翼颤振的 Ｈｏｐｆ 分岔问题做出了不少有价值

的研究成果．Ｚｈａｏ 等人［７，８］ 建立了二元机翼颤振的

动力学方程，为进一步的分岔研究提供了良好的开

端．Ｚｈａｎｇ［９］等人研究了机翼系统的局部分岔行为，
提出了降低颤振幅值和避免不稳定极限环运动的

措施．Ａｎｔｏｎ 等人［１０］ 建议了一种基于随机范式的新

方法研究了参数不确定性对机翼系统 Ｈｏｐｆ 分岔的

影响．Ｗｕ 等人［１１］通过数值计算方法讨论了机翼系

统极限环颤振的复杂分岔行为． Ｗｕ 等人［１２］ 通过

Ｇｅｇｅｎｂａｕｅｒ 多项式逼近法研究了不可压缩流中参

数不确定性对二元机翼颤振特性的影响． Ｐｒｉｃｅ［１３］

和 Ｓｉｎｇｈ［１４］ 采用描述函数法分别调查了系统在时

域和频域上的颤振特性．Ｄｉｎｇ 等人［１５］ 研究了结构

系数对机翼颤振 Ｈｏｐｆ 分岔拓扑结构的影响，他们

发现在适当的参数下系统能发生亚临界的 Ｈｏｐｆ 分
岔和超临界的 Ｈｏｐｆ 分岔．Ｃｈｅｎ 等人［１６］ 通过改进等

效的线性化方法研究了带有非线性阻尼机翼系统

的颤振行为．Ｃｕｉ 等人［１７］提出了一种基于精细积分

法的数值算法研究了带有间隙机翼系统的非线性

气动弹性响应问题．Ｙａｎｇ 等人［１８］ 研究了不同马赫

数下带有间隙的气动弹性机翼的极限环振荡行为．
以上研究都没有涉及到二元机翼颤振的退化 Ｈｏｐｆ
分岔问题．

本文研究了二元机翼颤振的余维一、余维二、
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余维三 Ｈｏｐｆ 分岔以及相应的局部动力学行为．首
先，基于二元机翼颤振的动力学方程研究了系统的

Ｈｏｐｆ 分岔的存在性，并通过推导第一 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系

数分析了分岔解的稳定性．然后，通过推导第二

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数的表达式并使用中心流形⁃方式方法

研究了二元机翼的余维二退化 Ｈｏｐｆ 分岔．最后，通
过推导第三 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 系数并结合数值计算方法研

究了余维三 Ｈｏｐｆ 分岔的稳定性．

１　 数学模型和动力学方程

本文考虑具有结构非线性刚度恢复力的两自

由度机翼系统，其动力学方程为［７，１９］

ｈ̈＋０．２５α̈＋０．５ｈ̇＋０．２ｈ＋０．１Ｖα＝ ０

０．２５ｈ̈＋０．５α̈＋０．１α̇＋ｋα（α）α－０．０４Ｖα＝ ０{ （１）

其中，ｈ 表示机翼尖端上下沉浮高度，α 表示机翼俯

仰角，Ｖ 表示广义气流速度，ｋα 表示扭转结构弹性

力，ｋα 具有如下表达式

ｋα（α）＝ ｋ０＋ｋ１α＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋ｋ４α４＋ｏ（α４） （２）

令 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４） Ｔ ＝ （ｈ，ｈ̇，α，α̇） Ｔ，可得运动方

程的标准形式为

Ｘ̇＝ ｆ（Ｘ，ζ）＝ ＡＸ＋ψ（Ｘ） （３）
其中，ζ 代表一个或多个系统参数，线性化矩阵 Ａ
和非线性项 ψ（Ｘ）分别如下：

Ａ＝

０ １ ０ ０
－０．２３ －０．５７ －０．１４Ｖ＋０．５８ｋ０ ０．０５７

０ ０ ０ １
０．１１ ０．２７ ０．１５Ｖ－２．３ｋ０ －０．２３

æ

è

ç
ç
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ç
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ø

÷
÷
÷
÷
÷

ψ（Ｘ）＝

０
０．５７（ｋ１ｘ２
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３＋ｋ３ｘ４

３＋ｋ４ｘ５
３）

０
－２．２９（ｋ１ｘ２

３＋ｋ２ｘ３
３＋ｋ３ｘ４

３＋ｋ４ｘ５
３）
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è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（４）

２　 二元机翼的 Ｈｏｐｆ 分岔

２．１　 Ｈｏｐｆ 分岔的存在性

由于系统（３）是一个四维的系统，相应的雅克

比矩阵的特征值虽然具有解析表达式，但形式很复

杂，若使用传统的 Ｈｏｐｆ 分岔临界准则通过检验特

征值是否满足分岔的临界条件来分析 Ｈｏｐｆ 分岔的

存在性不太方便．这里，采用不直接依赖于特征值

计算的 Ｈｏｐｆ 分岔的显式临界准则来分析 Ｈｏｐｆ 分
岔的存在性．

系统（３）有一个平衡点 Ｘ∗ ＝ （０，０，０，０），在平

衡点 Ｘ∗处的线性化矩阵 Ａ 对应的特征多项式为

ｐ（λ，ζ）＝ λ４＋ｐ１（ζ）λ３＋ｐ２（ζ）λ２＋
ｐ３（ζ）λ＋ｐ４（ζ） （５）

其中，ζ 代表系统参数 Ｖ 和 ｋ０中的任意一个．特征

多项式系数 ｐｉ（ζ） （ ｉ＝ １，…，４） 如下：
ｐ１（ζ）＝ ０．８
ｐ２（ζ）＝ －０．１５Ｖ＋２．２９ｋ０＋０．３４
ｐ３（ζ）＝ －０．０４Ｖ＋１．１４ｋ０＋０．０４
ｐ４（ζ）＝ －０．０２Ｖ＋０．４６ｋ０ （６）
引理 １［２０］ 　 系统（３）在 ζ ＝ ζ０ 会发生 Ｈｏｐｆ 分

岔，当且仅当满足下列条件：
ｈ１（ζ０）＝ ０．００３Ｖ２－０．１１５Ｖｋ０－０．００２Ｖ＋

０．７８４ｋ２
０＋０．０１０＝ ０

ｈ２（ζ０）＝ －０．０７３Ｖ＋０．６８６ｋ０＋０．２２９＞０
ｈ３（ζ０）＝ －０．０１８Ｖ＋０．４５７ｋ０＞０
ｈ４（ζ０）＝ －０．１１５Ｖ＋１．５６７ｋ０≠０
ｈ５（ζ０）＝ ０．００７Ｖ－０．１１５ｋ０－０．００２≠０ （７）
在引理 １ 中，条件 ｈ１（ζ０）＝ ０ 保证了线性化矩

阵 Ａ 恰好有一对共轭的复根位于虚轴上；条件

ｈｉ（ζ０）＞０（ ｉ ＝ ２，３）保证了除这对共轭的纯虚根以

外的特征值全部位于虚轴的左半平面；条件 ｈｉ（ζ０）
≠０（ ｉ＝ ４，５）确保了这对共轭的复根随参数的变化

穿越虚轴的速度不等于零．由此可见，引理 １ 中的

条件（７）保证了线性化矩阵 Ａ 具有一对纯虚根且

这对纯虚根在参数扰动下穿越虚轴的速度不为零，
其它另外两个根具有负实部．

基于条件（７），可得到如图 １ 所示的 Ｈｏｐｆ 分岔

图．

图 １　 系统（３）的 Ｈｏｐｆ 分岔图

Ｆｉｇ．１　 Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （３）

在图 １ 中，绿色区域代表平衡点 ｐ０ 的稳定区

９７
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域，该区域由不等式条件 ｈｉ（ ζ０） ＞０（ ｉ ＝ ２，３）以及

ｈ１（ζ０）＞０得到；白色区域表示潜在的分岔参数域，该
区域由不等式条件 ｈｉ（ζ０）＞０（ ｉ ＝ ２，３）以及ｈ１（ζ０）＜０
得到；而在灰色区域，ｈｉ（ζ０）（ ｉ＝ ２，３）中至少有一个

不等式条件失效；红色曲线 ｌ１ 由等式 ｈ１（ζ０）＝ ０ 得

到，它表示 Ｈｏｐｆ 分岔临界曲线；尽管灰色区域中的

红色曲线能保证矩阵 Ａ 具有一对共轭的纯虚数特

征值，但不能保证其他特征值全部具有负实部；黑
色虚线 ｌ４ 和 ｌ５ 由等式 ｈｉ（ ζ０）＝ ０（ ｉ ＝ ４，５）得到，它
表示这对复共轭特征值穿越虚轴的速度为零，即横

截条件失败．因此，分岔参数的选择应该避开 ｌ４ 与

ｌ１ 的交点 Ｐ１ 以及 ｌ５ 和 ｌ１ 的交点 Ｐ２ ．
２．２　 Ｈｏｐｆ 分岔的方向和分岔极限环的稳定性

在 ２．１ 节中保证系统（３）能产生 Ｈｏｐｆ 分岔的

基础上，分岔后出现的分岔极限环的稳定性取决于

系统（３）的非线性项．本文使用投影法［２１］ 通过推导

第一李雅普诺夫系数来分析分岔解的稳定性．对于

系统（３），通过坐标变换将分岔点 ζ０ 和平衡点 Ｘ∗

平移到零点，平移后的变量仍然使用 Ｘ，参数变为

ε＝ ζ－ζ０，于是，系统（３）变换成

Ｘ̇＝ｆ（Ｘ，ε） （８）
将变换后的系统（８）在 Ｘ＝ ０ 处级数展开，有

Ｘ̇＝ｆ（Ｘ，ε）＝ ＡＸ＋ １
２
Ｂ（Ｘ，Ｘ）＋

１
６
Ｃ（Ｘ，Ｘ，Ｘ）＋ １

２４
Ｄ（Ｘ，Ｘ，Ｘ，Ｘ）＋

１
１２０

Ｅ（Ｘ，Ｘ，Ｘ，Ｘ，Ｘ）＋Ｏ（‖Ｘ‖６） （９）

式（９）中 Ａ 为系统（８）在平衡点和分岔点处的

雅克比矩阵，即 Ａ＝ＤＸ ｆ～（０，０），Ａ 有一对复共轭特

征值 λ１，２（ε）满足 λ１，２（０）＝ ±ｉω０ 和 ｄＲｅ（λ１，２（ε）） ／
ｄε ε＝０≠０，其余特征值 λ３，４（ε）满足 Ｒｅ（λ３，４（０））
＜０．

设 ｑ 是 Ａ 对应特征值 λ１（０）＝ ｉω０ 的复特征向

量，ｐ 是伴随矩阵 ＡＴ 对应特征值 λ２（０）＝ －ｉω０ 的复

特征向量，有下面的关系式

Ａｑ＝ ｉω０ｑ， ＡＴｐ＝ －ｉω０ｐ （１０）

其中，ｐ 和 ｑ 满足标准化形式 ＜ ｐ，ｑ ＞ ＝∑
４

ｉ ＝ １
ｐｉｑｉ ＝ １．

　 　 式（９）中的高阶项具有如下的一般形式：

Ｂ ｉ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
４

ｊ，ｋ ＝ １

∂２Ｆ ｉ（ζ）
∂ζ ｊ∂ζ ｋ ζ ＝ ０

ｘ ｊｙｋ

Ｃ ｉ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ∑
４

ｊ，ｋ，ｌ ＝ １

∂３Ｆ ｉ（ζ）
∂ζ ｊ∂ζ ｋ∂ζ ｌ ζ ＝ ０

ｘ ｊｙｋｚｌ

Ｄｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｕ） ＝ ∑
４

ｊ，ｋ，ｌ，ｒ ＝ １

∂４Ｆ ｉ（ζ）
∂ζ ｊ∂ζ ｋ∂ζ ｌ∂ζ ｒ ζ ＝ ０

ｘ ｊｙｋｚｌｕｒ

Ｅｉ（ｘ，ｙ，ｚ，ｕ，ｖ） ＝ ∑
４

ｊ，ｋ，ｌ，ｒ，ｐ ＝ １

∂５Ｆｉ（ζ）
∂ζ ｊ∂ζｋ∂ζ ｌ∂ζ ｒ∂ζｐ ζ ＝ ０

ｘｊｙｋｚｌｕｒｖｐ

（１１）
下面来推导第一李雅普诺夫系数，其表达式定

义为［２１］

Ｌ１ ＝
１
２
ＲｅＧ２１ （１２）

其中，Ｇ２１ ＝ ＜ｐ，Ｈ２１＞，
Ｈ２１ ＝Ｃ（ｑ，ｑ，ｑ）＋Ｂ（ｑ，ｈ２０）＋２Ｂ（ｑ，ｈ１１），
ｈ２０ ＝（２ｉω０Ｉ－Ａ） －１Ｂ（ｑ，ｑ），
ｈ１１ ＝ －Ａ－１Ｂ（ｑ，ｑ） ．
由表达式（１２）可知第一李雅普诺夫系数的推

导仅需要（９）式中的高阶项 Ｂ（Ｘ，Ｘ）和 Ｃ（Ｘ，Ｘ，
Ｘ），后面的高阶项 Ｄ（Ｘ，Ｘ，Ｘ，Ｘ）和 Ｅ（Ｘ，Ｘ，Ｘ，Ｘ，
Ｘ）在研究退化的余维二和余维三 Ｈｏｐｆ 分岔会用

到．
通过推导求得符合条件（１０）的特征向量 ｑ 和

ｐ 的表达式如下：

　 ｑ＝ １
ｓ

ｉω０

ｓ
０．５７ｉω０＋０．２３－ω２

０

（－０．１４Ｖ＋０．５８ｋ０＋０．０５７ｉω０） ｓ
æ

è
çç

ｉω０（０．５７ｉω０＋０．２３－ω２
０）

（－０．１４Ｖ＋０．５８ｋ０＋０．０５７ｉω０） ｓ
ö

ø
÷

Ｔ

　 ｐ＝
０．０１ｉ（０．１ｉ＋１１ω０）

０．２７ｉω０－０．１１
１

æ

è
ç

０．３４ｉω０－０．０４７＋０．８ω２
０－ｉω３

０

０．２７ｉω０－０．１１
０．５７ｉω０－０．２３＋ω２

０

０．２７ｉω０－０．１１
ö

ø
÷

Ｔ

（１３）

其中，

ω０ ＝ ０．０２９Ｖ＋０．０６６＋０．７９ ０．００１Ｖ２＋０．０１１Ｖ－０．０３５

ｋ０ ＝ ０．０６５Ｖ＋０．００７＋０．６ ０．００１Ｖ２＋０．０１１Ｖ－０．０３５
ｓ＝［２ｉω５

０＋２．５ω４
０－１．８ｉω３

０＋（０．０３８Ｖ－０．１６ｋ０－

０．６９）ω２
０＋（０．１５ｉ－０．０３ｉＶ＋０．１３ｉｋ０）ω０－

０．０００１４Ｖ＋０．０００５８ｋ０＋０．０１１］ ／ ［（－０．１４Ｖ＋
０．５８ｋ０＋０．０５７ｉω０）（０．２７ｉω０＋０．１１）］
由表达式（４）中的非线性项 ψ（Ｘ）和表达式

（１１），推导得到
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Ｂ＝

０
１．１４ｋ１ξ３η３

０
－４．５７ｋ１ξ３η３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， Ｃ＝

０
３．４３ｋ２ξ３η３ρ３

０
－１３．７１ｋ２ξ３η３ρ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（１４）
（１４）式中的 ｋ１ 和 ｋ２ 是参数，ξ３，η３ 和 ρ３ 是变量．

利用表达式（１３）和（１４），可求得 ｈ１１和 ｈ２０如

下：

ｈ１１ ＝

－
０．２ｋ１ｓ３ｓ４（２．４Ｖ－ｋ０）

ｓ６ｓ５ｓ２

０
０．９８ｋ１ｓ３ｓ４
ｓ６ｓ５ｓ２

０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

，

ｈ２０ ＝

０．２（２２ω２
０－２．４Ｖ＋ｋ０）ｋ１ｓ１

ｓ２
ｉ（－８．８ω２

０＋０．９７Ｖ－０．２ｋ０）ω０ｋ１ｓ１
ｓ２

（４．５ｉω０＋０．９８－１８ω２
０）ｋ１ｓ１

ｓ２
（９．８ω０－１．９ｉ＋３７ｉω２

０）ω０ｋ１ｓ１
ｓ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

（１５）

其中，
ｓ１ ＝ ０．０５３＋ω４

０－１．１ｉω３
０－０．７８ω２

０＋０．２６ｉω０，
ｓ２ ＝ ０．０４ｓ２（－１６ω４

０＋６．４ｉω３
０－０．６ω２

０Ｖ＋

９．２ω２
０ｋ０＋１．４ω２

０＋０．０９６ｉω０Ｖ－
２．２ｉω０ｋ０－０．０９８ｉω０＋０．０１９Ｖ－０．４７ｋ０）
（－０．７Ｖ＋２．９ｋ０＋０．２８５ｉω０） ２，

ｓ３ ＝ ０．５７ｉω０＋０．２３－ω２
０，

ｓ４ ＝
－０．５７ｉω０＋０．２３－ω２

０

－０．１４Ｖ＋０．５８ｋ０－０．０５７ｉω０
，

ｓ５ ＝ －０．１４Ｖ＋０．５８ｋ０－０．０５７ｉω０，
ｓ６ ＝ ０．０１９Ｖ－０．４７ｋ０

于是，由（１３），（１４）和（１５），求得：

Ｈ２１ ＝

０
３．４ｋ２ｓ２３ｓ４

ｓ２５ｓ３
＋
１．１ｋ２

１ｓ４ｓ７ｓ１
ｓｓ２

＋
２．２ｋ２

１ｓ２３ｓ４
ｓ２５ｓ３ｓ６

０

－
１４ｋ２ｓ２３ｓ４
ｓ２５ｓ３

－
４．６ｋ２

１ｓ４ｓ７ｓ１
ｓｓ２

－
９ｋ２

１ｓ２３ｓ４
ｓ２５ｓ３ｓ６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

（１６）

其中，ｓ７ ＝ ４．５ｉω０＋０．９８－１８ω２
０，ｓｉ（ ｉ ＝ １…６）如上式所

示．
这样，系统（３）Ｈｏｐｆ 分岔后解的稳定性可以由

下面的引理 ２ 来确定．
引理 ２［２１］ 　 系统（３）的雅克比矩阵 ＤＸｆ（Ｘ∗，ζ）

在分岔点 ζ＝ ζ０ 处有一对纯虚根 λ１，２（ζ０）＝ ±ｉω０，而
其它特征值的实部 Ｒｅ（λ３，４（ ζ０）） ＜０，那么在 ζ ＝ ζ０

处，当 Ｌ１（Ｖ，ｋ１，ｋ２）＜０（或 Ｌ１（Ｖ，ｋ１，ｋ２） ＞０），从 Ｘ∗

分岔出稳定的（不稳定的）极限环．其中，第一李雅

普诺夫系数 Ｌ１（Ｖ，ｋ１，ｋ２）具有下面的表达式：

Ｌ１（Ｖ，ｋ１，ｋ２）＝
１
２
Ｒｅ［－ｓ４（４．５ｉｋ２

１ｓ２３ｓ２ω０－

４．６ｋ２
１ｓ７ｓ１ｓ２５ｓ２ｓ６ω２

０＋０．９８ｋ２
１ｓ７ｓ１ｓ２５ｓ２ｓ６＋

７．１ｉｋ２ｓ２３ｓ２ｓ６ω０－１４ｋ２ｓ２３ｓ２ｓ６ω２
０＋

２．３ｉｋ２
１ｓ７ｓ１ｓ２５ｓ２ｓ６ω０－９ｋ２

１ｓ２３ｓ２ω２
０＋

２．８ｋ２ｓ２３ｓ２ｓ６＋１．９ｋ２
１ｓ２３ｓ２） ／

（ｓ２５ｓ３ｓ２ｓ６（０．２７ｉω０＋０．１１））］ （１７）
使用表达式（１７）可以得到一个三维曲面的第

一李雅普诺夫系数图，如图 ２ 所示．

图 ２　 系统（３）的第一李雅普诺夫系数图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （３）

从图 ２ 可以看出，曲面的内侧对应于 Ｌ１＜０，曲
面外侧对应于 Ｌ１＞０．若选择曲面内侧的参数，那么

发生 Ｈｏｐｆ 分岔后会产生一个稳定的极限环．
作为一个算例，选取曲面内侧的一组参数 Ｖ＝ ４，

ｋ１ ＝ ０．１，ｋ２ ＝ ０．５，通过选择 ζ０ 附近合适的参数 ζ，得
到系统（３）的一个稳定的极限环，如图 ３ 所示．

３　 二元机翼的退化 Ｈｏｐｆ 分岔

第二节研究了系统（３）的非退化的 Ｈｏｐｆ 分岔．
这一节将通过推导第二李雅普诺夫系数和第三李

雅普诺夫系数的表达式进一步来研究高余维情况

１８
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下的退化 Ｈｏｐｆ 分岔．

图 ３　 在 ｋ０ ＝ ０．４１５ 处系统（３）产生的一个稳定的

极限环（外面的红色曲线）

Ｆｉｇ．３　 Ａ ｓｔａｂｌｅ ｌｉｍｉｔ ｃｉｒｃｌｅ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （ｒｅｄ ｃｕｒｖｅ） （３） ａｔ

ｋ０ ＝ ０．４１５

３．１　 二元机翼的余维二 Ｈｏｐｆ 分岔

在满足引理 １ 中条件（７）的情况下，余维二

Ｈｏｐｆ 分岔意味着第一李雅普诺夫系数表达式（１７）
退化为零．因此，退化的余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的存在性

条件还要求 Ｌ１（Ｖ，ｋ１，ｋ２）＝ ０．
在 ２．２ 节中，图 ２ 中的曲面意味着第一李雅普

诺夫系数 Ｌ１（Ｖ，ｋ１，ｋ２）等于零，将这个曲面投影到

由 Ｖ 和 ｋ２ 张成的平面，得到曲线 η（见图 ４），这意

味着曲线 η 上面的点满足 Ｌ１（Ｖ，ｋ２）＝ ０．曲线 η 上

面的点 Ｇ 是第二李雅普诺夫系数的表达式在 Ｖ 和

ｋ２ 张成的平面上的投影与曲线 η 的交点，这样 Ｇ
点也满足第二李雅普诺夫系数等于零，这意味着点

Ｇ 是一个余维三 Ｈｏｐｆ 分岔点．将在下一小节进一步

分析退化的余维三 Ｈｏｐｆ 分岔．

图 ４　 系统（３）的退化 Ｈｏｐｆ 分岔图

Ｆｉｇ．４　 Ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （３）

为了研究余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的稳定性，需要推

导第二李雅普诺夫系数 Ｌ２ 的表达式，其表达式定

义为［２１］

Ｌ２ ＝
１
１２

ＲｅＧ３２ （１８）

其中，
　 Ｇ３２ ＝〈ｐ，Ｈ３２〉 （１９）

　 Ｈ３２ ＝６Ｂ（ｈ１１，ｈ２１）＋Ｂ（ｈ２０，ｈ３０）＋３Ｂ（ｈ２１，ｈ２０）＋
３Ｂ（ｑ，ｈ２２）＋２Ｂ（ｑ，ｈ３１）＋６Ｃ（ｑ，ｈ１１，ｈ１１）＋

３Ｃ（ｑ，ｈ２０，ｈ２０）＋３Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ２１）＋６Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ２１）＋

６Ｃ（ｑ，ｈ２０，ｈ１１）＋Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ３０）＋Ｄ（ｑ，ｑ，ｑ，ｈ２０）＋
６Ｄ（ｑ，ｑ，ｑ，ｈ１１）＋３Ｄ（ｑ，ｑ，ｑ，ｈ２０）＋
Ｅ（ｑ，ｑ，ｑ，ｑ，ｑ） （２０）

其中，

　 ｈ２１ ＝

∑
４

ｋ ＝ １
ｒ１ｋ（ － Ｇ２１ｑｋ ＋ Ｈ２１ｋ）

∑
４

ｋ ＝ １
ｒ２ｋ（ － Ｇ２１ｑｋ ＋ Ｈ２１ｋ）

∑
４

ｋ ＝ １
ｒ３ｋ（ － Ｇ２１ｑｋ ＋ Ｈ２１ｋ）

∑
４

ｋ ＝ １
ｒ４ｋ（ － Ｇ２１ｑｋ ＋ Ｈ２１ｋ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

　 ｈ３０ ＝

ｕ１２（２．７ｑ３ｈ２０３
＋３．４ｋ２ｑ３３）＋ｕ１４（－１１ｑ３ｈ２０３

－１４ｋ２ｑ３３）

ｕ２２（２．７ｑ３ｈ２０３
＋３．４ｋ２ｑ３３）＋ｕ２４（－１１ｑ３ｈ２０３

－１４ｋ２ｑ３３）

ｕ３２（２．７ｑ３ｈ２０３
＋３．４ｋ２ｑ３３）＋ｕ３４（－１１ｑ３ｈ２０３

－１４ｋ２ｑ３３）

ｕ４２（２．７ｑ３ｈ２０３
＋３．４ｋ２ｑ３３）＋ｕ４４（－１１ｑ３ｈ２０３

－１４ｋ２ｑ３３）

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

　 ｈ２２ ＝ －Ａ－１［Ｄ（ｑ，ｑ，ｑ，ｑ）＋４Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ１１）＋

Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ２０）＋Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ２０）＋

２Ｂ（ｈ１１，ｈ１１）＋２Ｂ（ｑ，ｈ２１）＋

２Ｂ（ｑ，ｈ２１）＋Ｂ（ｈ２０，ｈ２０）］
　 ｈ３１ ＝（２ｉω０Ｉ４－Ａ） －１［３Ｂ（ｑ，ｈ２１）＋Ｂ（ｑ，ｈ３０）＋

３Ｂ（ｈ２０，ｈ１１）＋３Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ１１）＋
３Ｃ（ｑ，ｑ，ｈ２０）＋Ｄ（ｑ，ｑ，ｑ，ｑ）－３Ｇ２１ｈ２０］

由表达式（４）中的非线性项 ψ（Ｘ）和表达式

（１１），推导得到

Ｄ＝

０
１３．７１ｋ３ξ３η３ρ３θ３

０
－５４．８６ｋ３ξ３η３ρ３θ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

，Ｅ＝

０
６８．５７ｋ４ξ３η３ρ３θ３ε３

０
－２７４．２８ｋ４ξ３η３ρ３θ３ε３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（２１）
其中，ｋ３ 和 ｋ４ 是参数，ξ３，η３，ρ３，θ３ 和 ε３ 是变量．

利用表达式（１３），（１６），（２０）和（２１），通过推

２８
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导可得

Ｈ３２ ＝

０

５．４ｈ１１３ｈ２１３
＋０．９ｈ２０３ｈ３０３

＋２．７ｈ２１３ｈ２０３

＋２．７ｑ３ｈ２２３
＋１．８ｑ３ｈ３１３

＋２０ｋ２ｑ３ｈ２
１１３

＋１０ｋ２ｑ２
３ｈ２１３

＋２０ｋ２ｑ３ｑ３ｈ２１３

＋２０ｋ２ｑ３ｈ２０３ｈ１１３
＋３．４ｋ２ｑ２

３ｈ３０３

＋１１ｑ３
３ｈ２０３

＋６６ｑ２
３ｑ３ｈ１１３

＋３３ｑ３ｑ２
３ｈ２０３

＋３２ｑ３
３ｑ２

３

０

－８４ｋ２ｑ３ｈ２０３ｈ１１３
－２２ｈ１１３ｈ２１３

－３．６ｈ２０３ｈ３０３

－１１ｈ２１３ｈ２０３
－１１ｑ３ｈ２２３

－７．２ｑ３ｈ３１３
－８４ｋ２ｑ３ｈ２

１１３

－４２ｋ２ｑ３ｈ２０３ｈ２０３
－４２ｋ２ｑ２

３ｈ２１３
－８４ｋ２ｑ３ｑ３ｈ２１３

－１４ｋ２ｑ２
３ｈ３０３

－４３ｑ３
３ｈ２０３

－２６０ｑ２
３ｑ３ｈ１１３

－１３０ｑ３ｑ２
３ｈ２０３

－１３０ｑ３
３ｑ２

３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

（２２）

其中，ｈｉｊｋ是 ｈｉｊ第 ｋ 个元素，ｑｉ 是 ｑ 第 ｉ 个元素．
系统（３）退化余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的局部开折可

由下面的引理 ３ 来确定．
引理 ３［２２］ 　 对于系统（３），在第一李雅普诺夫

系数退化为零的情况下，第二李雅普诺夫系数具有

下面的表达式：

Ｌ２ ＝
１
１２

Ｒｅ［（５．４ｈ１１３ｈ２１３
＋０．９ｈ２０３ｈ３０３

＋２．７ｈ２１３ｈ２０３
＋２．７ｑ３ｈ２２３

＋１．８ｑ３ｈ３１３
＋

２０ｋ２ｑ３ｈ２
１１３

＋１０ｋ２ｑ２
３ｈ２１３

＋２０ｋ２ｑ３ｑ３ｈ２１３

＋２０ｋ２ｑ３ｈ２０３ｈ１１３
＋３．４ｋ２ｑ２

３ｈ３０３
＋１１ｑ３

３ｈ２０３

＋６６ｑ２
３ｑ３ｈ１１３

＋３３ｑ３ｑ２
３ｈ２０３

＋３２ｑ３
３ｑ２

３）ｐ２

＋（－８４ｋ２ｑ３ｈ２０３ｈ１１３
－２２ｈ１１３ｈ２１３

－３．６ｈ２０３ｈ３０３

－１１ｈ２１３ｈ２０３
－１１ｑ３ｈ２２３

－７．２ｑ３ｈ３１３

－８４ｋ２ｑ３ｈ２
１１３

－４２ｋ２ｑ３ｈ２０３ｈ２０３
－４２ｋ２ｑ２

３ｈ２１３

－８４ｋ２ｑ３ｑ３ｈ２１３
－１４ｋ２ｑ２

３ｈ３０３
－４３ｑ３

３ｈ２０３

－２６０ｑ２
３ｑ３ｈ１１３

－１３０ｑ３ｑ２
３ｈ２０３

－１３０ｑ３
３ｑ２

３）ｐ４］ （２３）
那么，退化余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的局部开折类型可由

表达式（２３）的符号来确定．
对于图 ４ 上的曲线 η，上面的 Ｇ 点将其分为上

下两段，上面一段意味着第二李雅普诺夫系数 Ｌ２＞
０，下面一段意味着第二李雅普诺夫系数 Ｌ２＜０．不同

符号的 Ｌ２ 对应不同的局部开折．
３．２　 二元机翼的余维三 Ｈｏｐｆ 分岔

所谓余维三 Ｈｏｐｆ 分岔点，即第一和第二李雅

普诺夫系数同时退化消失．为了方便研究，将第一

和第二李雅普诺夫系数投影到由 ｋ１ 和 ｋ２ 所张成的

平面（Ｖ＝ ４），如图 ５ 所示．
在图 ５ 中，红色曲线 ｒ１ 表示第一李雅普诺夫

系数 Ｌ１ ＝ ０，蓝色曲线 ｒ２ 表示第二李雅普诺夫系数

Ｌ２ ＝ ０，曲线 ｒ１ 和 ｒ２ 的交点 Ｑ 是一个余维三 Ｈｏｐｆ
分岔点．运用数值计算方法，可算出点 Ｑ 点的坐标

为 Ｑ＝（ｋ∗
１ ，ｋ∗

２ ）＝ （０．１３８４０１，０．０４９８７８） ．

图 ５　 系统（３）的退化余维三 Ｈｏｐｆ 分岔点

Ｆｉｇ．５　 Ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｃｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｔｈｒｅｅ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ

ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （３）

为研究余维三 Ｈｏｐｆ 点的稳定性，采取数值方

法来计算第三李雅普诺夫系数．选取参数 ｋ３ ＝ ０．８，
ｋ４ ＝ ０．５，数值计算 Ｑ 点处相对应量的表达式如下：

ｐ＝

０．３０７６９２－０．１６８５３０ｉ
１

－１．２８２０５１－１．１２３５３３ｉ
０．９２３０７７－１．９６６１８４ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｑ＝

－０．０１３５１６－０．１８９８８７ｉ
－０．１３８６７４－０．００９８７１ｉ
－０．２０１３８８－０．１５９１６４ｉ
０．１１６２３７－０．１４７０７３ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， ｈ１１ ＝

０．１３６７８９
０

－０．０５４７１５
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ２０ ＝

０．０００１２９０２－０．０００３７５７５ｉ
０．０００５４８８１＋０．０００１８８４５ｉ
０．０００７４８８０＋０．０２４６２０１６ｉ
－０．０３５９６００４＋０．００１０９３７０ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ２１ ＝

０．００１２９００７－０．００３６９４１９ｉ
０．００１７４６８９＋０．００１０１５８３ｉ
０．００００９７３０－０．０００１３９４６ｉ
－０．０００６８７９６＋０．００１０８４４０ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
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ｈ３０ ＝

－０．０００６２６８５＋０．０００４８８０６ｉ
－０．００１０６９２８－０．００１３７３３５ｉ
０．００３３５５５１－０．００４１８８１９ｉ
０．００９１７５８６＋０．００７３５１５６ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ３１ ＝

－０．００００４８１６＋０．０００１６０８ｉ
－０．０００２４０５４－０．００００７２２９ｉ
－０．０００３９６２－０．００２７６２００ｉ
０．００４４０５９８－０．０００５９００７ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ２２ ＝

０．０１１５１９９０
０

－０．００４６０７９６
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ４０ ＝

０．００４７２４４０－０．０００８４５９２ｉ
０．００２４７１０９＋０．０１３８００８６ｉ
－０．０２３３４７６３＋０．００８５４０６７ｉ
－０．０２４９４８９０－０．０６８２０２７９ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ３２ ＝

０．０１１２６５３４－０．０３２２６３１４ｉ
０．０１５２５６６０＋０．００８８７１００ｉ
０．０００８４９７４－０．００１２１７９９ｉ
－０．００６００７８６＋０．００９４７０７５ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ４１ ＝

－０．００２９１６９２＋０．００１７５６２８ｉ
－０．００３８３３８０－０．００６３７１７２ｉ
０．０１６４７０５３－０．０１６１９８２０ｉ
０．０３５３６１９８＋０．０３５９８３７９ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ４２ ＝

－０．０００２８２５１＋０．００１００９７５ｉ
－０．００１４７４８４－０．０００４１２６３ｉ
－０．００５７３６９３－０．０６４７５５１３ｉ
０．０９４５８０９３－０．００８３７９３２ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ３３ ＝

－０．３３５２７６９０－０．００３１０４２９ｉ
０

０．１３４１１０７６＋０．００１２４１７２ｉ
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｈ４３ ＝

０
－０．０２１８０５３６－０．０１４１１１５０ｉ

０
０．０８７２２１４５＋０．０５６４４６００ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（２４）

根据第三李雅普诺夫系数 Ｌ３ 的定义［２１］，

Ｌ３ ＝
１

１４４
ＲｅＧ４３ ＝

１
１２

Ｒｅ＜ｐ，Ｈ４３＞ （２５）

由表达式（２４）中的 ｐ 和 Ｈ４３以及表达式（２５），
求得 Ｌ３ ＝ －０．０００３６３，由 Ｌ３＜０，可知余维三 Ｈｏｐｆ 是
稳定的．

４　 结论

本文研究了二元结构非线性机翼余维一，余维

二和余维三的 Ｈｏｐｆ 分岔及其稳定性．基于不直接依

赖特征值特性的显式 Ｈｏｐｆ 分岔临界准则给出了

Ｈｏｐｆ 分岔的存在性条件．推导获得了第一李雅普诺

夫系数的表达式，基于此表达式分析了余维一 Ｈｏｐｆ
分岔的稳定性．基于第一李雅普诺夫系数退化的条

件，得到了退化的余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的双参数分岔区

域．推导获得了第二李雅普诺夫系数的表达式，基于

此表达式并运用中心流形降阶原理和同构变换分析

了余维二 Ｈｏｐｆ 分岔的稳定性．通过数值计算第三李

雅普诺夫系数分析了余维三 Ｈｏｐｆ 分岔及其稳定性．
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