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摘要　 随着粘弹性材料在工程结构中的广泛应用，刻画工程结构中粘弹性材料遗传特性和长记忆性的分数

阶微积分成为研究的热点，特别是具有分数阶微积分特点的 ＰＩＤ 控制器更是从理论上和应用上受到关注．本

文研究高斯白噪声激励下含有分数阶 ＰＩＤ 控制器的随机结构动力系统的可靠性问题．利用慢变过程的特征

以及广义积分的性质，对分数阶 ＰＩＤ 控制器在数学上进行了近似处理，之后应用能量包络随机平均法确定

了可靠性函数满足的后向 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 方程以及首次穿越时间统计矩满足的广义 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ 方程．结果表明：

在分数阶控制器中，较小的分数阶 α 和较大的分数阶 β 均可以得到较为理想的可靠性结果，并且这些均与

蒙特卡洛仿真结果一致，验证了方法的有效性和正确性．

关键词　 分数阶 ＰＩＤ 控制器，　 随机平均法，　 可靠性函数，　 随机动力系统，　 噪声激励

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃０３９

引言

随着分数阶微积分在数学领域的蓬勃发展，其
应用逐渐受到关注，并已经成功应用于科学、工程、
材料等多个领域．例如在材料科学中分数阶微积分

可以更好地刻画粘弹性材料的本构关系［１］ 以及体

现既有粘性又有弹性的高分子材料的遗传特性［２］；
在生物医学中模拟药物控释系统中的扩散过程［３］；
在环境力学中刻画渗流、污染物在地层中的迁移

等［４］ ．不仅如此，分数阶微积分的理论与应用发展

还开辟了一个新的领域———分数阶 ＰＩＤ 控制．最早

的分数阶控制这一概念可追溯到 １９６０ 年，日本学

者 Ｍａｎａｂｅ 在 Ｔｕｓｔｉｎ 一篇多目标位置控制的文章基

础上提出了分数阶控制这一观点，但因理论和计算

的局限性，这一概念在很长一段时间内都未取得实

质性进展． １９８１ 年，法国学者 Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ［５］从分数阶

鲁棒性角度提出了 ＣＲＯＮＥ 控制原理，并应用于诸

多实际问题中，证明了 ＣＲＯＮＥ 控制器比传统的

ＰＩＤ 控制更具有优势，是有效的分数阶控制方法之

一．之后，１９９９ 年学者 Ｐｏｄｌｕｂｎｙ［６］ 提出了分数阶

ＰＩＤ 控制器的概念，一般格式简记为 ＰＩβＤα，是对整

数阶 ＰＩＤ 控制的推广，由于引入了分数阶次的积

分、微分，即增加了 ２ 个可调节的参数，其控制器参

数的调整范围变大，使其控制器的设计更加灵活，
控制性能更加优良．另外，考虑到现实的许多系统

是属于分数阶而非整数阶的，因此引入分数阶 ＰＩＤ
控制方法，探讨分数阶 ＰＩＤ 的控制性能，具有重要

的理论意义与实际应用价值．
分数阶 ＰＩＤ 控制器的出现是一个里程碑，使得

研究者的视角从对分数阶控制的理论研究逐渐转

移到应用研究．在 Ｐｏｄｌｕｂｎｙ 分数阶 ＰＩＤ 控制器的理

念启发下，众多学者先后在分数阶 ＰＩＤ 的算法、参
数设定以及工程应用方面取得了长足的进步．其中

主要的工作包括：文献［７］在网络控制系统中借助

分数阶 ＰＩＤ 控制器解决了时滞和数据缺失问题；文
献［８］利用分数阶 ＰＩＤ 控制器实现了六自由度飞

行物的飞行轨迹控制问题； 文献［９］在自动调节电

压系统中采用分数阶 ＰＩＤ 控制实现绝对误差以及

绝对稳态误差最小化；这些研究工作主要集中在确

定性的网络系统或其他工程、工业系统中．涉及随

机情形的目前只有文献［１０］进行了此方面的工

作，陈［１０］采用分数阶 ＰＩＤ 控制器，研究了有界噪声
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激励下一个随机动力系统发生跳跃时的随机分岔

现象，成功将确定性系统中的分数阶 ＰＩＤ 控制方法

推广到随机激励的系统中，是一项具有开创性的工

作．
另一方面，可靠性分析一直是噪声激励下随机

动力系统研究的焦点问题之一．在实践中，当系统

在随机激励作用下不稳定时，系统响应将在较大范

围内做随机运动，因此，需要知道系统状态停留在

相空间中某一区域的概率或统计特性．对结构系统

而言，系统状态停留在安全域内的概率就是可靠

性，系统状态首次穿越安全域就意味着损坏，系统

状态首次穿越安全域边界的时间就是寿命．显然，
研究随机动力系统的首次穿越以及采取有效的控

制手段对系统进行控制，对了解结构系统的疲劳损

伤、延长结构系统寿命具有重大的理论与实际意

义．
首次穿越控制的目标是提高系统的可靠性性

能，避免首次穿越的发生或延长首次穿越的时

间［１１］ ．在适当的控制力作用下，通过选择性能指标

以及控制参数，实现系统可靠性概率最大、首次穿

越发生概率最小或延长平均首次穿越时间．在已有

的研究中，首次穿越控制在理论上主要采用 Ｂｅｌｌ⁃
ｍａｎ 动态规划原理与 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ 极大值原理．２００２
年，朱［１２］利用动态规划原理，对一类拟不可积哈密

顿系统进行了研究，实现了可靠性概率最大化；基
于 Ｂａｎｇ⁃Ｂａｎｇ 有界控制器，Ｙｕｒｃｈｅｎｋｏ 和李［１３，１４］ 等

人对一类高斯白噪声激励下的随机动力系统进行

了首次穿越的最优反馈控制，得到了首次穿越概率

的最小化；刘，李和冯［１５－１９］ 则利用时滞系统的无界

遍历控制器的特点，讨论了经济周期模型以及随机

动力系统的首次穿越概率最小化．总之，在目前的

首次穿越控制研究中，其控制器还未涉及分数阶

ＰＩＤ 控制器这种形式．因此，本文主要工作是将确

定性工业系统中开始兴起的分数阶 ＰＩＤ 控制器引

入到噪声激励的工程结构动力系统中，讨论系统响

应发生首次穿越的可能性以及分数阶的控制参数

在控制首次穿越概率方面的影响和作用．

１　 控制方程

考虑高斯白噪声激励下的含有分数阶 ＰＩＤ 控

制器的单自由度动力系统，其数学方程可表示为

ｘ̈＋β０ ｘ̇＋ω２
０ｘ＝ε ｋ１ｘ＋ｋ２Ｉβｘ（ ｔ）＋ｋ３Ｄαｘ（ ｔ）[ ] ＋

ε Ｗ１（ ｔ）＋ｘＷ２（ ｔ）[ ]

（１）
式中，ｘ：ｘ（ ｔ）表示广义位移，ｘ̇：ｘ̇（ ｔ）表示广义速度，
两者皆是时间 ｔ 的快变量，ε 是正的小参数，β０，ω０，
ｋ１，ｋ２，ｋ３ 均为参数且与 ε 同阶． Ｗ１（ ｔ）和 Ｗ２（ ｔ）是
均值为零，相关函数为

ＲＷ（τ）＝ Ｅ［Ｗｋ（ ｔ）Ｗｌ（ ｔ＋τ）］ ＝ ２Ｄｋｌδ（τ），ｋ，ｌ＝ １，２
的高斯白噪声． 这里 δ（τ）是 Ｄｉｒａｃ Ｄｅｌｔａ 函数，Ｄｋｌ是

常数．函数 ｋ１ｘ＋ｋ２Ｉβｘ＋ｋ３Ｄαｘ 表示由线性比例、分数

阶积分算子、分数阶微分算子三部分组成的分数阶

ＰＩＤ 控制器，其中，Ｉβｘ（ ｔ）和 Ｄαｘ（ ｔ）是 Ｃａｐｕｔｏ 定义

下的分数阶积分和分数阶微分，定义为

Ｉβｘ（ ｔ） ＝ １
Γ（β）∫

ｔ

０

ｘ（ ｔ － τ）
τ １－β ｄτ， ０ ＜ β ＜ １

（２）

Ｄαｘ（ｔ）＝ １
Γ（１ － α）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０

ｘ（ｔ － τ）
τα ｄτ， ０ ＜ α ＜ １

（３）
当激励强度 Ｄｋｌ与阻尼系数 β０ 皆为 ε 量级时，系统

响应是拟周期的，因此可引入广义 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 变
换，令

ｘ（ ｔ）＝ ａ（ ｔ）ｃｏｓφ（ ｔ）
ｘ̇（ ｔ）＝ －ａ（ ｔ）ω０ｓｉｎφ（ ｔ）

φ ｔ( ) ＝ω０ ｔ＋θ ｔ( )

（４）

其中，ａ（ ｔ）是系统响应的振幅过程，θ（ ｔ）是系统响

应的相位过程，两者均是时间 ｔ 的慢变过程．借助于

上面的变化，复杂的分数阶 ＰＩＤ 控制器可以近似转

换为较为简单的函数复合．在此之前，对控制器积

分和微分中的时滞项进行泰勒近似，即
　 ｘ（ ｔ－τ）≈ａ（ ｔ）ｃｏｓ（φ－ω０τ）

＝ ａ（ ｔ）ｃｏｓφｃｏｓω０τ＋ａ（ ｔ）ｓｉｎφｓｉｎω０τ
　 ｘ̇（ ｔ－τ）≈－ａω０ｓｉｎφ（ ｔ）ｃｏｓω０τ＋ａω０ｃｏｓφ（ ｔ）ｓｉｎω０τ
利用振幅过程和相位过程慢变的特点，结合下面两

个广义积分形式

∫ｔ
０

ｓｉｎωτ
τ ｑ ｄτ ＝ ω ｑ－１ Γ（１ － ｑ）ｃｏｓ πｑ

２
－é

ë
êê

ｃｏｓωｔ
ωｔ( ) ｑ

＋ ｏ（ωｔ） －ｑ ù

û
ú
ú

（５）

∫ｔ
０

ｃｏｓωτ
τ ｑ ｄτ ＝ ω ｑ－１ Γ（１ － ｑ）ｓｉｎ πｑ

２
＋é

ë
êê

ｓｉｎωｔ
ωｔ( ) ｑ

＋ ｏ（ωｔ） －ｑ ù

û
ú
ú

６６
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（６）
则分数阶 ＰＩＤ 控制器可以近似表示为

ｋ１ｘ＋ｋ２Ｉβｘ（ ｔ）＋ｋ３Ｄαｘ（ ｔ）

　 ≈ ｋ１＋ｋ２ω
－β
０ ｓｉｎ π（１－β）

２
＋ｋ３ωα

０ ｃｏｓ
πα
２

é

ë
êê

ù

û
úú ａｃｏｓφ－

ｋ３ωα－１
０ ｓｉｎ πα

２
－ｋ２ω

－β－１
０ ｃｏｓ π（１－β）

２
é

ë
êê

ù

û
úú ａω０ｓｉｎφ＋

ｏ（ω０ ｔ）ｍａｘ（α＋１，１－β） （７）
因此，系统（１）可近似表示为

ｘ̈＋ β０－εｋ３ωα－１
０ ｓｉｎ πα

２
＋εｋ２ω

－β－１
０ ×æ

è
ç

ｃｏｓ π（１－β）
２

ö

ø
÷ ｘ̇＋ ω２

０－εｋ１－εｋ２ω
－β
０ ×(

ｓｉｎ π（１－β）
２

－εｋ３ωα
０ ｃｏｓ

πα
２

ö

ø
÷ ｘ

＝ ε Ｗ１（ ｔ）＋ｘＷ２（ ｔ）[ ] ＋ｏ（ω０ ｔ）ｍａｘ（α＋１，１－β）

（８）

基于变换式（４），可解得慢变量振幅过程 ａ（ ｔ）
和相位过程 θ（ ｔ）满足如下微分关系

ａ̇＝
ｘｘ̇
ａ
＋ ｘ̇ｘ̈
ａω０

（９）

θ̇＝ ａ̇ｃｏｓφ
ａｓｉｎφ

（１０）

将（４）式以及方程（１）代入（９）式，则振幅过程ａ（ ｔ）
满足的微分方程为

ａ̇＝ －ａω０ｓｉｎφｃｏｓφ－ ε ｓｉｎφ
ω０

Ｗ１（ ｔ）＋[

ｘＷ２（ ｔ） ] －ｓｉｎφ
ω０

{ β０ａω０ｓｉｎφ－ω２
０ａｃｏｓφ＋

ｋ１＋ｋ２ω
－β
０ ｓｉｎ π（１－β）

２
＋ｋ３ωα

０ ｃｏｓ
πα
２

é

ë
êê

ù

û
úú ×

（ａｃｏｓφ）＋ ｋ３ωα－１
０ ｓｉｎ πα

２
－ｋ２ω

－β－１
０ ×é

ë
êê

ｃｏｓ π（１－β）
２

ù

û
úú （－ａω０ｓｉｎφ） } （１１）

以及相位过程 θ（ ｔ）满足的微分方程为

θ̇＝ －ωｃｏｓ２φ－ ε ｃｏｓφ
ａω

Ｗ１（ ｔ）＋ｘＷ２（ ｔ）[ ] －

ｃｏｓφ
ａω０

{ β０ａω０ｓｉｎφ－ω２
０ａｃｏｓφ＋

ｋ１＋ｋ２ω
－β
０ ｓｉｎ π（１－β）

２
＋ｋ３ωαｃｏｓ πα

２
é

ë
êê

ù

û
úú ×

（ａｃｏｓφ）＋ ｋ３ωα－１
０ ｓｉｎ πα

２
é

ë
êê －ｋ２ω

－β－１
０ ×

ｃｏｓ π（１－β）
２

ù

û
úú } （１２）

记：
ｆ１１ ＝ －ａω０ｓｉｎφｃｏｓφ

ｇ１１ ＝ － ε ｓｉｎφ
ω０

， ｇ１２ ＝ － ε ｓｉｎφ
ω０

ａｃｏｓφ

ｇ２１ ＝ －ｃｏｓφ
ａω０

， ｇ２２ ＝ －ｃｏｓφ
ω０

ｃｏｓφ

（１３）

ｆ１２ ＝ －ｓｉｎφ
ω０

{ β０ａω０ｓｉｎφ－ω２
０ａｃｏｓφ＋ ｋ１＋[

ｋ２ω
－β
０ ｓｉｎ π（１－β）

２
＋ｋ３ωα

０ ｃｏｓ
πα
２

ù

û
úú ×

（ａｃｏｓφ）＋ ｋ３ωα－１
０[ ｓｉｎ πα

２
－ｋ２ω

－β－１
０ ×

ｃｏｓ π（１－β）
２

ù

û
úú （－ａω０ｓｉｎφ） } （１４）

随机平均法可以看作确定性平均法或 ＫＢＭ 平均原

理在随机系统中的应用，是一种求解随机微分方程

的近似方法．这种近似方法一方面可以降低系统的

维数，另一方面可使原来复杂的系统在一定条件下

近似为低维的扩散过程，同时保持原系统的基本动

力学特征不变． Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 平均原理［２０］ 表明，当
ε→０时，在 ε－１量级的时间区间上，慢变过程 ａ（ ｔ）
弱收敛于以下一维扩散 Ｍａｒｋｏｖ 过程

ｄａ＝ｍ（ａ）ｄｔ＋σ（ａ）ｄＢ（ ｔ） （１５）
其中，Ｂ（ ｔ）是标准 Ｗｉｅｎｅｒ 过程，ｍ（ａ）与 σ２（ａ）分
别是漂移与扩散系数．假设系统响应在整个相平面

内是遍历的，则这两个函数可通过随机平均法获

得，平均公式为：

ｍ（ａ） ＝ 〈 ｆ１１ ＋ ｆ１２ ＋ ∫０
－∞

æ

è
ç
∂ｇ１ｋ

∂ａ ｔ
ｇ１ｌ ｔ ＋τ ＋

∂ｇ１ｋ

∂φ ｔ
ｇ２ｌ ｔ ＋τ

ö

ø
÷Ｒｋｌ（τ） ｄτ〉 ｔｋ，ｌ ＝ １，２

σ ２（ａ） ＝ 〈∫∞
－∞

ｇ１ｋ ｔｇ１ｌ ｔ ＋τ( ) Ｒｋｌ（τ）ｄτ〉 ｔ

（１６）

这里， 〈 ｆ〉 ｔ ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

１
Ｔ ∫

Ｔ

０
〈 ｆ〉ｄｔ．

完成平均后，即可得漂移与扩散的最后表达

式．注意到，当激励强度 Ｄｋｌ与阻尼系数 β０ 皆为 ε 量

级时，系统响应是拟周期的，令 Ｈ（ ｔ）是系统的总能

量，在物理上，若振动一周内，随机激励输入的能量

７６



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

与阻尼耗散的能量相比之差同系统本身能量相比

较小，则可视为拟 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，此时 Ｈ（ ｔ）是时间

的慢变量，由系统动能和势能两部分组成，满足

Ｈ（ ｔ）＝ １
２ ｘ̇２＋Ｕ（ｘ） （１７）

其中，

Ｕ（ｘ）＝ １
２

ω２
０－εｋ１－εｋ２ω

－β
０ ｓｉｎ π（１－β）

２
æ

è
ç －

εｋ３ωα
０ ｃｏｓ

πα
２

ö

ø
÷ ｘ２

为系统的势能．已经证明 Ｈ（ ｔ）＝ Ｕ（ａ）， 故基于微

分方程（１１），由随机微分变换公式，可得能量函数

Ｈ（ ｔ）满足的随机微分方程为

ｄＨ＝ｍ（Ｈ）ｄｔ＋σ（Ｈ）ｄＢ（ ｔ） （１８）
其中，

ｍ（Ｈ）＝ εｎ１（ａ，α，β）－β０[ ] Ｈ＋Ｄ１１ε＋２Ｄ２２εＨ

（１９）

σ２（Ｈ）＝ ２Ｄ１１ εＨ＋
Ｄ２εＨ２

ω２
０

（２０）

２　 首次穿越的公式

假设系统在状态空间中的安全域为一开域

Ｄ＝［０，Γ），其中 Γ 是 Ｄ 的平滑右边界值．Ｈ（ ｔ）为方

程（１８） 所示的一维扩散过程，在有限时间区间

（０，ｔ］内此过程停留在安全域内，一旦在某一时刻

越出边界，则发生首次穿越．我们的目的是确定系

统响应首次越出安全域边界 Γ 的时间概率分布情

况，为此引入条件可靠性函数，可用下面的转移概

率进行描述

Ｒ（ ｔ ｜Ｈ０）＝ Ｐ｛Ｈ（τ）∈Ｄ，τ∈（０，ｔ） ｜Ｈ（０）＝ Ｈ０∈Ｄ｝

（２１）
它表示过程初始时刻位于 Ｄ 内，而在（０， ｔ］时间

内，一直保持在 Ｄ 内的概率．为导出可靠性函数满

足的方程，需引入条件转移概率密度 ｐ（Ｈ，ｔ ｜ Ｈ０），
表示在（０，ｔ］内样本函数在安全域内的转移概率密

度．已经证明［１１］，条件可靠性函数满足的 Ｂａｃｋｗａｒｄ
Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ （ＢＫ）方程为

∂Ｒ
∂ｔ

－ｍ（Ｈ０）
∂Ｒ
∂Ｈ０

－ １
２
σ２（Ｈ０）

∂２Ｒ
∂Ｈ２

０

＝ ０，Ｈ０∈Ｄ

（２２）
其中，ｍ（Ｈ０）和 σ２（Ｈ０）满足漂移与扩散函数方程

（１９）和（２０），ＢＫ 方程的相应的初始条件为

Ｒ（０ ｜Ｈ０）＝ １，Ｈ０∈Ｄ （２３）
表示初始时刻系统的响应一定是在安全域的．对应

的边界条件为

Ｒ（ ｔ ｜Ｈ０）＝ ０，Ｈ０ ＝Γ （２４）
０＜Ｒ（ ｔ ｜Ｈ０）≤１，Ｈ０ ＝ ０ （２５）

其含义为系统响应若保持在安全域内运动，可靠性

概率是个有限值，一旦越出边界，可靠性值则降为

０．显然条件可靠性函数为条件转移概率密度在安

全域上的积分，即

Ｒ（ ｔ ｜ Ｈ０） ＝ ∫
Ｄ

ｐ（Ｈ，ｔ ｜ Ｈ０）ｄＨ （２６）

衡量系统可靠性的另一个常用指标是首次穿

越时间．假设系统首次穿越安全域边界的时间为

Ｔｆ，则首次穿越时间满足的条件概率密度 ｐ（Ｔｆ ｜Ｈ０）
为

ｐ（Ｔｆ ｜Ｈ０）＝ －
∂Ｒ（ ｔ ｜Ｈ０）

∂ｔ ｔ＝Ｔｆ
（２７）

可以证明［１１］：首次穿越时间的各阶统计矩 ｕｋ＋１（Ｈ０）＝

Ｅ（Ｔｋ＋１
ｆ ）满足下面的 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｐｏｎｔｒｙａｇ⁃ｉｎ（ＧＰ）方

程

ｍ（Ｈ０）
ｄｕｋ＋１

ｄＨ０
＋ １
２
σ２（Ｈ０）

ｄ２ｕｋ＋１

ｄＨ２
０

＝ －（ｋ＋１）ｕｋ，

ｋ＝ ０，１，２，… （２８）
特别地，工程力学中最受关注的平均首次穿越时间

只需令 ｋ＝ ０，ｕ０ ＝ １，相应的两个边界条件分别为

ｕｋ＋１（Ｈ０）＝ ０，Ｈ０ ＝Ｄ （２９）
ｕｋ＋１（Ｈ０）＝ 有限，Ｈ０ ＝ ０ （３０）

因此，对随机动力系统（１）的首次穿越的研究以及

控制转化为对两个确定型偏微分方程的求解问题．
鉴于漂移函数与扩散函数均为非线性函数，一般来

说很难求解，需借助数值方法给出其数值解．

３　 数值结果

本文将采用无条件稳定的隐式 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｋｏｓｏｎ
有限差分法对可靠性函数进行求解．其中，各参数

取值分别为：α＝ ０．１，β ＝ ０．０５，β０ ＝ ０．１，ε ＝ ０．５，ω０ ＝
０．３，ｋ１ ＝ ３，ｋ２ ＝ １．５，ｋ３ ＝ ０．５，Ｄ１１ ＝ ０．２，Ｄ２２ ＝ ０．４，Ｈｆ ＝
３．图 １ 给出了能量函数在四种不同初始条件下的

变化情况，可以看出，由于噪声的影响，能量函数随

时间变化有很大的随机性，首次穿越可能发生如图

（ａ），（ｂ），（ｄ）也可能不会发生，如图（ｃ）所示，且
首次发生的时间也跟初始条件和噪声有关．

８６
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图 １ 不同初始条件下能量函数随时间的变化曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ａ）ｘ（０）＝ ０，ｘ̇（０）＝ ０．０２ ， （ｂ）ｘ（０）＝ ０，ｘ̇（０）＝ － ０．０２ ， （ｃ）ｘ（０）＝ ０．０５５４，ｘ̇（０）＝ ０， （ｄ）ｘ（０）＝ －０．０５５４，ｘ̇（０）＝ ０

　 　 为此，图 ２ 统计了初始能量分别为 ０．８、１．５、２．１
条件下该线性振子可靠性函数随时间的变化情况．

实线为差分法得到的数值解，■◆＋等则均是在同

组参数条件下使用蒙特卡洛方法对原系统仿真的

结果．

图 ２　 随时间变化的条件可靠性函数

Ｆｉｇ．２　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

在进行蒙特卡洛模拟仿真时，首先依据大样本

思想得到了随机激励样本，在求解微分方程时，又分

别对分数阶导数和分数阶积分采用拉盖尔积分方式

进行了处理．可以看出，两种结果基本吻合．并且可靠

性函数随着时间的增加在单调的减少，特别是初始

能量越大，即越靠近安全域的右边界， 留在安全域

内的可能性越小，发生首次穿越的概率也就越大．
图 ３ 给出了振子在振动过程中首次穿越时间

服从的条件概率分布．通过求解 ＧＰ 方程，图 ４ 显示

了首次穿越时间均值随初始能量函数值的变化情

况，其含义与图 ２ 保持一致，均反映了越靠近安全

域的右边界，发生首次穿越的平均时间越短．
取定 Ｈ０ ＝ １．５，图 ５ 检验了分数阶导数的阶 α

对可靠性结果的影响．可以看出，阶 α 值越大，可靠

性概率越小，下降越快，说明较小的分数阶 α 有益

于提高系统的可靠性．图 ６ 在相同初始能量函数下

检验了分数阶积分的阶 β 对可靠性结果的影响．与
导数阶 α 正好相反，较大的分数阶 β 反倒可以得到

较为理想的可靠性概率．

９６



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１９ 年第 １７ 卷

图 ３　 首次穿越时间的概率密度

Ｆｉｇ．３　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｆｉｒｓｔ ｐａｓｓａｇｅ ｔｉｍｅ

图 ４　 平均首次穿越时间

Ｆｉｇ．４　 Ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｆｉｒｓｔ ｐａｓｓａｇｅ ｔｉｍｅ

图 ５　 分数阶导数的阶 α 对条件可靠性函数的影响，

其中 Ｈ０ ＝ １．５

Ｆｉｇ．５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ α ｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ

ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｗｈｅｒｅ Ｈ０ ＝ １．５

不仅如此，图 ７ 和图 ８ 进一步检验了分数阶

ＰＩＤ 控制中的重要参数 α 和 β 取值对可靠性函数

波动的影响情况．可以看出，参数 α 取值较小即不

超过 ０．２ 时可靠性函数的波动较小，而参数 β 在０．６
附近能得到较小的波动率．

图 ６　 分数阶积分的阶 β 对可靠性函数的影响，

其中 Ｈ０ ＝ １．５，其他参数同图 １

Ｆｉｇ．６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ β ｏｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ

ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ， ｗｈｅｒｅ Ｈ０ ＝ １．５

图 ７　 分数阶 ＰＩＤ 控制器中的参数 α 取不同值时可靠性函数的方差

Ｆｉｇ．７　 Ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ

ｉｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ＰＩＤ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

图 ８　 分数阶 ＰＩＤ 控制器中的参数 β 取不同值时可靠性函数的方差

Ｆｉｇ．８　 Ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ β ｖａｌｕｅｓ

ｉｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ＰＩＤ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

４　 结论

本文主要研究了含有分数阶 ＰＩＤ 控制器的一

类随机动力系统的可靠性问题．首先，分数阶 ＰＩＤ
控制器近似转化为一些周期函数的叠加，在此基础

０７
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上，采用能量包络随机平均法，得到了能量函数满

足的扩散微分方程，进而确定了条件可靠性函数满

足的后向 ＢＫ 方程以及首次穿越时间统计矩满足

的 ＧＰ 方程．通过数值求解两个方程，发现可靠性函

数是时间的单调递减函数，平均首次穿越随初始能

量值的增大而减小，在分数阶控制器中，较小的分

数阶导数的阶 α 和较大的分数阶积分的阶 β 均可

以得到较为理想的可靠性结果．所有的数值结果与

从原系统出发的蒙特卡洛模拟结果基本吻合，检验

了所用方法的有效性．
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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ＰＩＤ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ，　 ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ａｖｅｒａｇｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ，　 ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，　 ｒａｎｄｏｍ ｄｙ⁃
ｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ，　 ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ
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