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摘要　 噪声普遍存在于各种真实系统和人造系统中，它对系统的同步动力学具有多重影响．本文探索外部噪

声对高维离散复杂网络系统同步行为的积极作用．首先构建外部共同噪声驱动下两个参数相同、未耦合的离

散混沌网络模型，然后利用 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 遍历定理与矩阵论等相关理论，严格证明了噪声诱导两个离散混沌网络

系统取得同步的充分条件，进一步借助于具体的混沌网络模型，利用数值仿真验证了理论分析的有效性．数

值模拟的结果表明当网络模型参数满足理论分析的充分条件时，共同噪声可以诱导两个参数相同、未耦合

的离散混沌网络在随机意义下取得同步，而且同步效果不依赖于复杂网络拓扑结构的选取．
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引言

同步是自然科学、社会科学及工程技术领域普

遍存在的现象［１，２］ ．对同步现象的最早阐述可以追

溯到 １９６５ 年荷兰研究者 Ｈｕｙｇｅｎｓ 对悬挂于横梁上

两个钟摆同步摆动的描述［３］ ． １９９０ 年，Ｐｅｃｏｒａ 和

Ｃａｒｒｏｌｌ 开创性地提出混沌同步的变量替代方案［４］，
这引起不同领域的科学家对混沌同步的深入研究．
到 ２０ 世纪末，随着复杂网络的兴起［５－９］，众多耦合

振子的同步动力学更是激发了研究人员的极大兴

趣．无论是网络内不同节点之间的同步［１０－１３］、还是

网络之间的同步都得到广泛研究［１４－１７］ ．随着研究的

不断扩展，各种同步类型不断涌现，如完全同步、广
义同步、相位同步、滞后同步、超前同步、投影同步

和测度同步等．同时，实现同步的方案也不断提出，
包括反馈控制、自适应控制、脉冲控制、模糊控制和

噪声诱导的同步等．
众所周知，噪声普遍存在于各种真实系统和人

造系统中，因此研究噪声环境下系统的同步动力学

具有重要意义［１８－２１］ ．早在 １９６７ 年 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ［２１］ 探

讨噪声理论时，就揭示了噪声和耦合对耦合极限环

振子同步的协同调节作用．近年来，噪声环境下耦

合的低维混沌系统、耦合网络系统中不同类型的同

步现象得到研究．Ｌｉｎ 等［２２］ 利用随机时滞微分方程

的 Ｌａｓａｌｌｅ 不变原理，研究了噪声摄动下两个单向

耦合的 Ｃｈｕａ 电路完全同步的充分条件，Ｘｉａｏ 等［２３］

进一步研究了噪声对两个双向耦合混沌振子完全

同步的作用；关新平等［２４］利用状态观测器思想，研
究了随机扰动下混沌系统的完全同步；Ｓｕｎ 等［２５］设

计了基于白噪声的反馈控制，使得两个单向时滞耦

合的混沌振子实现滞后同步，且控制策略对系统参

数不匹配具有鲁棒性． Ｙａｎｇ［２６］ 研究了有界噪声对

双向耦合混沌系统相位同步的影响，发现存在一个

最优的噪声强度使得系统的相位同步程度达到最

大．Ｇｕａｎ 等［２７］利用相空间分析法，发现白噪声对驱

动⁃响应系统的广义同步可以起到加强或诱导作

用，也可能起到破坏作用．对于噪声摄动下耦合的

网络系统，Ｓｕｎ 等［２８］探讨了两个单向耦合的网络取

得完全同步的条件，Ｃａｏ［２９］等与 Ｓｕｎ［３０］等通过设计

非线性控制方案，进一步研究了耦合网络的广义同

步，张丽等［３１］证明了在合理的控制器作用下，噪声

摄动下的驱动网络和响应网络在几乎必然渐近稳

定性意义下能够取得广义投影滞后同步，Ｙａｎｇ
等［３２］通过设计自适应⁃脉冲控制器和更新规则，从
理论上证明了噪声扰动下两个单向耦合网络能够

在均方意义下达到完全同步．
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以上分析表明，噪声环境下耦合系统之间能够

呈现丰富的同步动力学现象．同时，研究者还发现

对于未耦合的混沌系统，外部共同噪声对同步行为

具有积极的诱导作用．１９９４ 年 Ｍｒｉｔａｎ 和 Ｂａｎａｖａｒ［３３］

提出均匀分布的随机噪声能够使得两个独立、参数

完全相同的混沌映射达到完全同步，即共同噪声诱

导的同步现象．由于混沌系统对初始条件的极端敏

感性，这一观点在当时引起极大质疑［３４－３８］ ．例如，文
献［３７］认为噪声诱导的同步只是由于计算机的有

限计算精度造成，Ｈｅｒｚｅｌ 和 Ｆｒｅｕｎｄ［３８］ 认为噪声的

非零均值驱使系统的动力学行为呈现出有序性，
Ｚｈｏｕ 等［３６］阐述了噪声诱导完全同步的内在动力学

机理，揭示了噪声诱导完全同步的关键因素是噪声

对系统收缩域的影响较对扩张域明显．之后，关于

共同噪声诱导同步的研究得到了国内外学者的进

一步研究．Ｙｏｓｈｉｍｕｒａ 等［３９］ 研究了极限环振子和混

沌系统中色噪声诱导的同步现象，讨论了噪声衰减

率与诱导同步的噪声强度临界值的关系． Ｙａｎｇ
等［４０］研究了有界噪声对非自治动力系统完全同步

的作用．试验表明激光系统、神经网络和生态系统

中等也存在噪声诱导同步的现象［４１－４３］ ．当系统含有

小参数失调时，文献［３６］表明白噪声能够诱导两

个未耦合的混沌系统取得相位同步．文献［４４］讨论

了标量连续时滞系统中共同噪声诱导同步的条件

和类型，文献［４５］给出了一维离散系统中共同噪

声诱导同步发生的条件和类型．
可见，关于共同噪声诱导同步的研究已经取得

了一些成果，然而，已有的研究对象主要集中于低

维的微分连续系统和低维的离散系统，且研究方法

多以数值模拟为主．因而，很有必要深入探讨共同

噪声诱导同步的解析条件，并讨论高维系统中共同

噪声能否诱导同步现象．鉴于此，本文通过构建具

有混沌行为的离散复杂网络模型，通过理论分析，
探讨共同噪声诱导两个独立、参数完全相同的离散

复杂网络取得同步的解析条件，并利用数值模拟验

证理论推导的有效性．

１　 网络模型构建

本部分构建共同噪声诱导离散网络同步的理

论框架．考虑外部共同噪声驱动下两个参数相同、
未耦合的离散网络系统，其动力学方程如下：

ｘｉ（ｎ ＋ １） ＝ （１ － ε） ｆ（ｘｉ（ｎ）） ＋
ε
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ ｆ（ｘ ｊ（ｎ）） ＋ σξ ｉ（ｎ） （１）

ｙｉ（ｎ ＋ １） ＝ （１ － ε） ｆ（ｙｉ（ｎ）） ＋

ε
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ ｆ（ｙ ｊ（ｎ）） ＋ σξ ｉ（ｎ） （２）

其中，ｎ 为离散化时间，ｉ（１≤ｉ≤Ｎ）为空间离散点坐

标，ｘｉ（ｎ）与 ｙｉ（ｎ）分别表示网络（１）与网络（２）的节

点 ｉ 在时刻 ｎ 的状态变量． ｆ（ｘ）为有界函数，０＜ε＜１
表示耦合强度．Ｂ ＝ （ｂｉｊ） Ｎ×Ｎ代表网络的连接矩阵，ｂｉｊ

定义如下：如果节点 ｉ 与节点 ｊ 之间有连接，那么，
ｂｉｊ ＝１（ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ ＝ １，２，…，Ｎ），反之，ｂｉｊ ＝ ０，且 ｂｉｉ ＝ ０．
ξｉ（ｎ）为高斯白噪声，其统计特性满足〈ξｉ（ｎ）〉 ＝ ０，
〈ξｉ（ｎ）ξ ｊ（ｎ′）〉 ＝ δｉｊδ（ｎ－ｎ′） ．

２　 理论分析

针对第 １ 部分构建的网络模型，在合适的条件

下，网络系统（１）和网络系统（２）在共同噪声驱动

下，从不同初始条件出发的解的轨道将趋于一致，
即存在一个常数 δ＞０，当网络系统（１）与（２）的初

始条件满足 ｘｉ（０）－ｙｉ（０） ＜δ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 时，有
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｉ（ｎ）－ｙｉ（ｎ） ＝ ０（ａｌｍｏｓｔ ｓｕｒｅ）成立，从而两个

离散网络系统出现共同噪声诱导的同步现象．接下

来，我们以定理形式给出共同噪声诱导离散网络

（１）与（２）出现同步的条件．
定理 １ 　 对于共同噪声驱动下离散网络系统

（１）与（２），如果网络模型满足以下四个条件：
（１）λＢ≥０，λＢＢ≥０，
（２）在 ｘ（ｎ）的取值范围内有

Ｈ（ｘ）＝ （１－ε） ２ ｆ ′２（ｘ）＋２ε（１
－ε） ｆ ′２（ｘ）
Ｎ

λＢ＋

ε２ ｆ ′２（ｘ）
Ｎ２ λＢＢ－１≥０，

（３）（１－ε） ２＋２ε（１－ε）
Ｎ

λＢ＋
ε２

Ｎ２λＢＢ≤１，

（４）＜ｆ ′２（ｘ）＞＝ ∫＋∞

－∞
ｆ ′２（ｘ）Ｐ（ｘ，σ）ｄｘ＜１．

其中，λＢ 与 λＢＢ分别表示矩阵 Ｂ 和 Ｂ×Ｂ 的最大特

征值，ｘ（ｎ）表示第 ｎ 时刻使 ｆ ′２（ｘｉ（ｎ）），（ ｉ ＝ １，２，
…，Ｎ）达到最大的 ｘｉ（ｎ），则离散网络（１）与离散网

络（２）发生共同噪声诱导的同步现象．
证明：定义离散网络系统（１）与（２）的状态误

差变量

ｅｉ（ｎ）＝ ｘｉ（ｎ）－ｙｉ（ｎ）（ ｉ＝ １，２，…Ｎ） （３）
则误差系统可以表示为

ｅｉ（ｎ ＋ １） ＝ （１ － ε）（ ｆ（ｘｉ（ｎ）） － ｆ（ｙｉ（ｎ））） ＋

８２
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ε
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ（ ｆ（ｘ ｊ（ｎ）） － ｆ（ｙ ｊ（ｎ）））

（４）
将误差系统（４）在 ｘｉ（ｎ）进行线性化，得到

ｅｉ（ｎ ＋ １） ＝ （１ － ε） ｆ ′（ｘｉ（ｎ））ｅｉ（ｎ） ＋
ε
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ ｆ ′（ｘ ｊ（ｎ））ｅｊ（ｎ） （５）

引入如下正定函数

Ｖ（ｎ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅ２ｉ（ｎ） （６）

该正定函数沿着线性化系统（５）的差分为

ΔＶ（ｎ） ＝ Ｖ（ｎ ＋ １） － Ｖ（ｎ）

＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ε） ２ ｆ ′２（ｘｉ（ｎ））ｅ２ｉ（ｎ） ＋

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １

２ε（１ － ε）
Ｎ

ｂｉｊ ｆ ′（ｘｉ（ｎ））·

　 　 ｆ ′（ｘ ｊ（ｎ））ｅｉ（ｎ）ｅｊ（ｎ） ＋

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ ε
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ ｆ ′（ｘ ｊ（ｎ））ｅｊ（ｎ））·

　 　 （ ε
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ ｆ ′（ｘ ｊ（ｎ））ｅｊ（ｎ）） －

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅ２ｉ（ｎ） （７）

记 Ｆ＝［ ｆ ′（ｘ１（ｎ））ｅ１（ｎ），ｆ ′（ｘ２（ｎ）） ｅ２（ｎ），…，
ｆ ′（ｘＮ（ｎ））ｅＮ（ｎ）］ Ｔ，若以 λＢ 与 λＢＢ分别表示矩阵 Ｂ
和 Ｂ×Ｂ 的最大特征值，则上式可以改写为

　 ΔＶ（ｎ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（１ － ε）２ｆ ′２（ｘｉ（ｎ））ｅ２ｉ（ｎ） ＋

　 ＦＴ（２ε（１
－ ε）

Ｎ
Ｂ）Ｆ ＋ ε２

Ｎ２Ｆ
ＴＢＢＦ －∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｅ２ｉ（ｎ）

≤∑
Ｎ

ｉ ＝ １
［（１ － ε）２ｆ ′２（ｘｉ（ｎ）） － １］ｅ２ｉ（ｎ） ＋

　 ２ε（１ － ε）
Ｎ

λＢ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｆ ′２（ｘｉ（ｎ））ｅ２ｉ（ｎ） ＋

　 ε２

Ｎ２λＢＢ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｆ ′２（ｘｉ（ｎ））ｅ２ｉ（ｎ） （８）

若以 ｘ（ｎ）表示第 ｎ 时刻使得 ｆ ′２（ｘ（ｎ））达到

最大的 ｘｉ（ｎ），由条件（１）进一步可以得到

ΔＶ（ｎ）＜［（（１－ε） ２ ｆ ′２（ｘ（ｎ））－１）＋
２ε（１－ε） ｆ ′２（ｘ（ｎ））

Ｎ
λＢ＋

ε２ ｆ ′２（ｘ（ｎ））
Ｎ２ λＢＢ］ｅＴｅ （９）

其中，ｅ（ｎ）＝ ［ｅ１（ｎ），ｅ２（ｎ），…，ｅＮ（ｎ）］ Ｔ ．
又因为

　 λ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ
（ｌｎ（Ｖ（ｎ＋１））－ｌｎＶ（１））

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ
∑
ｎ

ｊ＝１
ｌｎ（１＋ΔＶ（ ｊ）

Ｖ（ ｊ）
）

＜ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ
∑
ｎ

ｊ＝１
ｌｎ［（１－ε） ２ ｆ ′２（ｘ（ ｊ））＋

　 ２ε（１－ε） ｆ ′２（ｘ（ ｊ））
Ｎ

λＢ＋
ε２ ｆ ′２（ｘ（ ｊ））

Ｎ２ λＢＢ］

（１０）
设 ｘ（ｎ）的概率密度函数为 Ｐ（ｘ，σ），根据 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
遍历定理及条件（２），可以得到

　 λ ＝ ∫＋∞

－∞
ｌｎ［（１ － ε）２ｆ′２（ｘ） ＋ ２ε（１ － ε）ｆ ′２（ｘ）

Ｎ
λＢ ＋

　 ε２ｆ ′２（ｘ）
Ｎ２ λＢＢ］Ｐ（ｘ，σ）ｄｘ

＜ ∫＋∞

－∞
［（１ － ε）２ｆ ′２（ｘ） ＋ ２ε（１ － ε）ｆ ′２（ｘ）

Ｎ
λＢ ＋

　 ε２ｆ ′２（ｘ）
Ｎ２ λＢＢ － １］Ｐ（ｘ，σ）ｄｘ

＝ ［（１ － ε）２ ＋ ２ε（１ － ε）
Ｎ

λＢ ＋ ε２

Ｎ２λＢＢ］·

　 ∫＋∞

－∞
ｆ ′２（ｘ）Ｐ（ｘ，σ）ｄｘ － １ （１１）

根据文献［４５，４６］，得知误差系统（５）零解渐近

稳定的充分条件为 λ＜０．由条件（３）和条件（４）可以

得到 λ＜０．综合以上分析，当条件（１） ～ （４）满足时，
离散网络系统（１）和离散网络系统（２）在外部共同

噪声驱动下，能够出现共同噪声诱导的同步现象．

３　 数值模拟

第 ２ 部分从理论上严格证明了当离散网络模

型满足条件（１） ～ （４）时，网络系统（１）和网络系统

（２）在共同噪声驱动下，从不同初始条件出发的解

的轨道将逐渐趋于一致，从而两个离散网络在随机

意义下取得同步．本部分进一步以具体网络模型、
通过数值模拟来验证理论分析的有效性．

对 于 离 散 网 络 模 型 （ １ ） 与 （ ２ ）， 取

ｆ（ｘ）＝ ｅｘｐ［－（ｘ
－０．５） ２

ω２ ］，ω＝ ０．３７，显然 ｆ（ｘ）为有界

函数，且网络的孤立节点呈现混沌行为［３５］ ．假设离

散网络的拓扑连接结构是根据 ＮＷ 小世界网络生

成［４７］，即首先产生一个节点总数为 Ｎ 的环状最近邻

网络，每个节点均与它左右各 Ｋ ／ ２ 个节点相连（Ｋ 是

偶数），然后以概率 ｐ 在随机选取的一对节点之间加

９２
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上一条边．不失一般性，这里取 Ｎ＝ ２５，Ｋ ＝ ２，ｐ ＝ ０．５，
ε＝ ０．０７．随机产生区［０，１］ 间上两组不同的随机

数，分别作为离散网络（１）和离散网络（２）的初始

条件．当噪声强度 σ ＝ ０ 时，图 １（ ａ）刻画了离散网

络（１）的时空演化曲线，图 １（ｂ）刻画了离散网络

（１）的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λｍａｘ随参数 ω 的变化曲

线，可以看出当 ω＝ ０．３７ 时，λｍａｘ ＝ ０．４５３．因而，在无

噪声驱动下，本文构建的离散网络系统具有混沌行

为．

图 １　 （ａ）离散网络系统（１）的时空演化曲线图；

（ｂ）离散网络系统（１）的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λｍａｘ

随参数 ω 的变化曲线

Ｆｉｇ．１　 （ａ） Ｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌ ｐｌｏｔ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｎｅｔｗｏｒｋ ｓｙｓｔｅｍｓ （１）；

（ｂ） Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ λｍａｘ

ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒω ｆｏｒ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｎｅｔｗｏｒｋ ｓｙｓｔｅｍ （１）

在以上参数取值下，经计算 λＢ ＝ １４．２２１９，λＢＢ ＝

２０２．２６２９，（１ －ε） ２ ＋ ２ε（１－ε）
Ｎ

λＢ ＋
ε２

Ｎ２ λＢＢ ＝ ０． ９４２９，

显然条件（１）与（３）满足．图 ２ 刻画了〈 ｆ＇２（ｘ）〉随噪

声强度 σ 的变化曲线，不难观察到当 σ＞１．１ 时，有
〈 ｆ ′２（ｘ）〉 ＞１，即满足条件（４） ．当噪声强度 σ ＝ １．４
时，图 ３（ａ）模拟了 ｘ（ｎ）的概率密度函数 Ｐ（ｘ，σ）
的演化曲线，图 ３（ｂ）刻画了 Ｈ（ｘ）的变化曲线，由
该图可以看出在 ｘ（ｎ）的取值范围内，有 Ｈ（ｘ）≥０，
此时条件（２）成立．以上分析验证了离散网络模型

满足定理中的条件（１） ～ （４） ．
为了定量地刻画网络系统（１）和网络系统（２）

的同步效果，引进以下同步误差指标

　 Ｅ（ｎ） ＝ １
ｈ∑

ｈ

ｋ ＝ １

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ｎ，ω ｋ） － ｙｉ（ｎ，ω ｋ） ２

图 ２　 〈 ｆ ′２（ｘ）〉随噪声强度 σ 的变化曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ 〈 ｆ ′２（ｘ）〉 ｗｉｔｈ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ σ

图 ３　 （ａ）ｘ（ｎ）的概率密度函数 Ｐ（ｘ，σ）的演化曲线；

（ｂ）Ｈ（ｘ）的变化曲线

Ｆｉｇ．３　 （ａ）Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｐ（ｘ，σ） ｆｏｒ ｘ（ｎ）；（ｂ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｈ（ｘ）

其中，ωｋ∈Ω，ｘｉ，ｙｉ 代表节点 ｉ 的状态变量，ｈ 代表

样本轨道，这里取 ｈ＝ １５．图 ４（ａ）和 ４（ｂ）分别刻画

了 σ＝ ０．０ 与 σ＝ １．４ 时，两个离散网络的同步误差

指标 Ｅ（ｎ）随时间的演化曲线．可以看出，当 σ ＝ ０．０
时，如图 ４（ａ）所示，随着时间的演化，Ｅ（ｎ）在 ０．３４
附近波动而没有趋于零，说明无外部噪声驱动时，
两个离散网络的动力学演化行为不同；而当噪声出

现时，如图 ４（ｂ）所示，当噪声强度为 σ ＝ １．４，两个

离散网络的同步误差指标 Ｅ（ｎ）随时间的演化能迅

速趋向于 ０．可以看出：一定强度的噪声，可以使得具

有不同初始条件的离散网络（１）和（２）的轨道逐渐

趋于一致，从而共同噪声能够诱导两个离散网络达

到同步．这与第 ２ 部分的理论分析结果相一致．

当 σ＞１．４ 时，类似于图 ２ 中对 ｘ（ｎ）的概率密

度函数 Ｐ（ｘ，σ）及 Ｈ（ｘ）的研究，数值模拟的结果

表明条件 Ｈ（ｘ）≥０ 仍然成立．为了全面刻画噪声对

０３
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两个离散网络同步的影响，图 ５ 给出了两个离散网

络的同步误差指标 Ｅ（ｎ）随噪声强度和时间的演化

曲面图及其投影图．不难看出：当 σ＞１．４ 时，两个离

散网络的同步误差指标 Ｅ（ｎ）随时间的演化能迅速

趋向于 ０，即共同噪声能够诱导两个离散网络达到

同步，这与第 ２ 部分的理论分析结果也一致．

图 ４　 两个离散网络的同步误差指标 Ｅ（ｎ）的演化曲线

（ａ）σ＝ ０．０；（ｂ）σ＝ １．４

Ｆｉｇ．４　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｉｎｄｅｘ Ｅ（ｎ）

ｆｏｒ ｔｗｏ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｎｅｔｗｏｒｋｓ

（ａ） σ＝ ０．０；（ｂ） σ＝ １．４

图 ５　 同步误差指标 Ｅ（ｎ）随噪声强度和时间的演化曲面图及其投影图

Ｆｉｇ．５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｉｎｄｅｘ Ｅ（ｎ） ｗｉｔｈ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

ａｎｄ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ

当离散网络的连接结构发生变化时，如加边概

率 ｐ＝ ０．８，网络模型的其它参数保持不变，此时，共
同噪声仍然能够诱导离散网络（１）与（２）取得同

步．经计算得 λＢ ＝ １９．１２５８，λＢＢ ＝ ３６５．７９４３，（１－ε） ２＋
２ε（１－ε）

Ｎ
λＢ＋

ε２

Ｎ２λＢＢ ＝ ０．９６７３，显然满足定理中的条

件（１）与（３） ．图 ６ 刻画了〈 ｆ ′２（ｘ）〉随噪声强度 σ 的

变化曲线，不难观察到当 σ＞１．１ 时，有〈 ｆ ′２（ｘ）〉＜１，
即满足条件（４） ．当噪声强度 σ ＝ １．５ 时，图 ７（ａ）模
拟了 σ＝ １．５ 时 ｘ（ｎ）的概率密度函数 Ｐ（ｘ，σ）的演

化曲线，图 ７（ｂ）刻画了 Ｈ（ｘ）的变化曲线，由该图

可以看出在 ｘ（ｎ）的取值范围内，有 Ｈ（ｘ）≥０，此时

条件（２）成立．以上分析验证了当 ｐ ＝ ０．８ 时离散网

络模型满足定理中的条件（１） ～ （４） ．

图 ６　 〈 ｆ ′２（ｘ）〉随噪声强度 σ 的变化曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ 〈 ｆ ′２（ｘ）〉 ｗｉｔｈ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ σ

图 ７　 （ａ）ｘ（ｎ）的概率密度函数 Ｐ（ｘ，σ）的演化曲线；

（ｂ）Ｈ（ｘ）的变化曲线

Ｆｉｇ．７　 （ａ）Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｐ（ｘ，σ）

ｆｏｒ ｘ（ｎ）；（ｂ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｈ（ｘ）

１３
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图 ８（ａ）和 ８（ｂ）分别刻画了 σ ＝ ０．０ 与 σ ＝ １．５
时，两个离散网络的同步误差指标 Ｅ（ｎ）随时间的

演化曲线．可以看出，当 σ ＝ ０．０ 时，随着时间的演

化，Ｅ（ｎ）在 ０．３４ 附近波动而没有趋于零，而当噪声

出现时，如噪声强度为 σ ＝ １．５，两个离散网络的同

步误差指标 Ｅ（ｎ）随时间的演化能迅速趋向于 ０，
从而出现共同噪声诱导两个离散网络的同步现象．
图 ９ 给出两个离散网络的同步误差指标 Ｅ（ｎ）随噪

声强度和时间的演化曲面及其投影图，不难看出，
当 σ≥１．５ 时，两个离散网络的同步误差指标 Ｅ（ｎ）
随时间的演化能迅速趋向于 ０，即共同噪声能够诱

导两个离散网络达到同步．这些结果与第 ２ 部分的

理论分析结果也相一致，同时也说明共同噪声诱导

离散网络出现同步对网络连接结构的变化具有鲁

棒性．进一步的研究发现，当改变网络模型（１） ～
（２）的其它参数时，只要条件（１） ～ （４）满足，离散

网络（１）与离散网络（２）都可以发生共同噪声诱导

同步的现象． 限于篇幅，这里不再一一列举．

图 ８　 同步误差指标 Ｅ（ｎ）的演化曲线：（ａ）σ＝ ０．０；（ｂ）σ＝ １．５

Ｆｉｇ．８　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｉｎｄｅｘ Ｅ（ｎ）

ｆｏｒ ｔｗｏ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｎｅｔｗｏｒｋｓ： （ａ） σ＝ ０．０；（ｂ） σ＝ １．５

４　 结论

噪声普遍存在于各种系统中，噪声与非线性的

相互作用，可使得系统的动力学行为呈现一定的有

序性，其中，噪声增强或诱导混沌系统的同步是典型

范例之一．如引言中所述，共同噪声诱导同步的研究

状况，本文提出探讨噪声对高维离散复杂网络系统

图 ９　 同步误差指标 Ｅ（ｎ）随噪声强度和时间的演化曲面图及其投影图

Ｆｉｇ．９　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｉｎｄｅｘ Ｅ（ｎ） ｗｉｔｈ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

ａｎｄ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔ

同步的积极效应． 通过构建外部共同噪声驱动下两

个参数相同、未耦合的离散混沌网络模型，利用

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 遍历定理与矩阵论等相关理论严格证明了

噪声诱导两个离散混沌网络系统取得同步的充分条

件，进一步借助于具体的混沌网络模型，利用数值仿

真，从多角度证实了理论分析的有效性．数值模拟的

结果表明，当网络模型参数满足理论分析的充分条

件时，共同噪声可以诱导两个参数相同、未耦合的离

散混沌网络在随机意义下达到同步．本文首次从理

论上得到了共同噪声诱导离散混沌网络系统取得同

步的解析条件，这在一定程度上丰富了噪声诱导同

步的理论研究成果，同时也有助于理解噪声对高维

非线性混沌系统有序动力学的积极效应．
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