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摘要　 提出并研究了构建 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统守恒律的积分因子方法．基于正则形式的 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ方程，定

义了积分因子，给出了系统存在守恒量的必要条件，建立了 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统的守恒定理及其逆定理．研

究表明：对应于必要条件的每一组非奇异函数解，系统存在一个守恒量；反之，对于一个已知守恒量，可找到

相应的积分因子，且解是不唯一的．文末以匀质圆球在粗糙水平面上纯滚动为例，讨论了该方法的应用．
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引言

守恒律在复杂系统动力学研究中具有基础重

要性．其一，即使运动微分方程难以求解，某个守恒

量的存在使我们有可能了解系统局部的物理性态

或动力学行为；其二，利用守恒量可以实现运动微

分方程的约化；其三，守恒量在复杂动力学系统的

运动稳定性分析方面也发挥重要作用．因此，守恒

律一直是分析力学研究的一个重要方面［１－４］ ．
积分因子方法是Ｄｊｕｋｉｃ＇于 １９８４ 年提出的构造

经典非保守动力学系统守恒律的一个方法［５］ ．该方

法通过类似于保守系统获得能量积分的方式，即运

动微分方程乘以适当的积分因子来构建非保守动

力学系统的守恒律．此后，积分因子方法被进一步

推广 应 用 于 非 完 整 约 束 系 统［６－１１］， Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 系

统［１２－１５］等．利用积分因子方法研究非完整约束系统

的守恒律，一般都是从带乘子形式的运动微分方程

出发来进行讨论的．实际上，非完整系统动力学方

程更多是不带乘子的，如 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ方程等．
这里将利用积分因子方法构建 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完

整系统的守恒律． Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统是指用

Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ方程来描述运动的一类特殊而又重要的

非完整系统［１６，１７］ ．自然界与工程实际问题中遇到的

很多非完整系统是 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 系统，其运动微分方

程的数目等于系统的自由度数目，并且构成独立于

非完整约束方程的系统．基于正则形式的 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ
方程定义了积分因子，给出了守恒律存在的必要条

件，建立了 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统的守恒定理及其

逆定理．文章结构安排如下：第 １ 节将列出非完整

系统的 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 方程并化为正则形式；第 ２ 节将

给出 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 正则方程的积分因子的定义；第 ３
节建立 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 系统的守恒定理；第 ４ 节给出计

算积分因子的广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程；第 ５节建立守恒定

理的逆定理；第 ６节以匀质圆球在粗糙水平上的纯

滚动问题为例讨论积分因子方法对 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完

整系统的应用．

１　 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ方程及其正则形式

研究 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统，其位形由 ｎ 个广

义坐标 ｑｓ（ ｓ＝ １，２，…，ｎ）确定，受有 ｇ 个一阶线性、
齐次、定常的非完整约束［１６］

ｑ̇ε＋β ＝Ｂε＋β，σ ｑ̇σ

　 　 （β＝ １，２，…，ｇ； ε＝ｎ－ｇ； σ＝ １，２，…，ε）
（１）

这里及以后两个相同指标表示求和．约束方程（１）
中 Ｂε＋β，σ仅为 ｑ１，ｑ２，…，ｑε 的函数，且 ｑε＋１，ｑε＋２，…，
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ｑｎ 是系统的循环坐标，并设系统是保守的，则系统

的运动可由 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ方程来描述，有［１６］

ｄ
ｄｔ
∂Ｌ
∂ｑ̇σ
－ ∂
Ｌ
∂ｑσ
＋ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｑ̇ν ＝ ０

　 （σ，ν＝ １，２，…，ε） （２）
其中，Ｌ 为系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，Ｌ 为 Ｌ 中借助约束

（１）消去不独立的广义速度 ｑ̇ε＋β而得到的表达式．
令

ｐσ ＝
∂Ｌ
∂ｑ̇σ
（σ＝ １，２，…，ε） （３）

Ｈ ＝Ｈ （ｑσ，ｐσ）＝ ｐσ ｑ̇σ－Ｌ （４）
则 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ方程（２）可表为正则形式：

ｑ̇σ ＝
∂Ｈ 

∂ｐσ
（５）

ｐ̇σ ＝ －
∂Ｈ 

∂ｑσ
－ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
（６）

其中， ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷ 表示

∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

中借助约束方程（１）以及方

程（３）消去全部广义速度所得到的表达式．

２　 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ正则方程的积分因子

定义　 如果存在函数 Ｇσ ＝Ｇσ（ ｔ，ｑν，ｐν）（σ ＝ １，

２，…，ε），使得不变式

é

ë
ê
ê ｐ̇σ＋

∂Ｈ 

∂ｑσ
＋ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
ù

û
ú
úＧσ

（７）
恒等地化为

é

ë
ê
ê ｐ̇σ＋

∂Ｈ 

∂ｑσ
＋ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
ù

û
ú
úＧσ

≡ ｄ
ｄｔ
（ｐσＧσ－Ｈ Ｒ－Λ）＋μσ

é

ë
ê
ê ｐ̇σ＋

∂Ｈ 

∂ｑσ
＋

　 ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν

ù

û
ú
ú （８）

其中，Ｒ，Λ和 μσ 是 ｑσ，ｐσ 和 ｔ 的任意函数．则称函

数 Ｇσ 为 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ正则方程（６）的积分因子．

３　 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ系统的守恒定理

下面研究由 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 正则方程的积分因子来

构建系统的守恒律．

设函数 Ｇσ 为方程（６）的积分因子，将方程（６）
代入恒等式（８），有

ｄ
ｄｔ
（ｐσＧσ－Ｈ Ｒ－Λ）＝ ０ （９）

于是有：
定理 １　 对于所论 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统，如果

函数 Ｇσ 是方程（６）的积分因子，那么沿着由正则

方程（５）（６）确定的 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 系统的运动轨道，如
下表达式

Ｉ＝ ｐσＧσ－Ｈ Ｒ－Λ＝ｃｏｎｓｔ （１０）
是系统的一个守恒量．

对于一个已知的 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统，如果

函数 Ｇσ 是方程（６）的积分因子，则每一个函数组

Ｇσ，Ｒ，Λ和 μσ 必须满足必要条件（８） ．展开式（８），
有

－ é

ë
ê
ê ｐ̇σ＋
∂Ｈ 

∂ｑσ
＋ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
ù

û
ú
ú·

Ｇσ＋ｐ̇σＧσ＋ｐσ Ｇ̇σ－Ｈ 
·
Ｒ－Ｈ Ｒ̇－Λ·＋Φ＝ ０ （１１）

其中，

　 Φ＝μσ
é

ë
ê
ê ｐ̇σ＋

∂Ｈ 

∂ｑσ
＋ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
ù

û
ú
ú

（１２）
利用正则方程（５）和（６），得

Ｈ 
·
＝ ∂Ｈ
 

∂ｑσ
ｑ̇σ＋
∂Ｈ 

∂ｐσ
ｐ̇σ

＝ － ∂Ｈ
 

∂ｐσ

∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
（１３）

将式（１３）代入式（１１），整理得

∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
Ｒ ∂Ｈ
 

∂ｐσ
－Ｇσ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｐσ Ｇ̇σ－
∂Ｈ 

∂ｑσ
Ｇσ－Ｈ Ｒ̇－Λ

·＋Φ＝ ０ （１４）

如果必要条件（１４）的解 Ｇσ，Ｒ，Λ 和 μσ 使式（１０）
等号右边成为一个常数，称此函数组 Ｇσ，Ｒ，Λ 和

μσ 为奇异函数组．于是有：
定理 ２　 对于所论 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统，相应

于满足必要条件（１４）的每一个非奇异函数组 Ｇσ，
Ｒ，Λ和 μσ，该系统存在一个形如式（１０）的守恒量．

定理 １和定理 ２是 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统基于

６１
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积分因子的守恒定理．

４　 计算积分因子的广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程

利用定理 １和定理 ２ 来寻找 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整

系统的守恒律，关键在于找到积分因子 Ｇσ 以及函

数 Ｒ 和 Λ．
将方程（１４）展开，令 ｐ̇σ 项的系数和不含 ｐ̇σ 的

项分别等于零，有

ｐν

∂Ｇν

∂ｐσ
－Ｈ ∂Ｒ
∂ｐσ
－ ∂Λ
∂ｐσ
＋μσ ＝ ０ （σ＝ １，２，…，ε）

（１５）

∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
Ｒ ∂Ｈ
 

∂ｐσ
－Ｇσ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｐσ

∂Ｇσ

∂ｔ
＋
∂Ｇσ

∂ｑν

∂Ｈ 

∂ｐν

æ

è
ç

ö

ø
÷ －
∂Ｈ 

∂ｑσ
Ｇσ－

Ｈ ∂Ｒ
∂ｔ
＋∂Ｒ
∂ｑν

∂Ｈ 

∂ｐν

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Λ
∂ｔ
－ ∂Λ
∂ｑν

∂Ｈ 

∂ｐν
＋

μσ
é

ë
ê
ê
∂Ｈ 

∂ｑσ
＋ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν

ù

û
ú
ú ＝ ０

（１６）
一般情况下，式（１５）和（１６）是关于 ２（ε＋１）个未知

函数 Ｇσ，Ｒ，Λ和 μσ 的（ε＋１）个偏微分方程，可称

为广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程．如果能够找到广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程

（１５）（１６）的一个解，且它们构成一个非奇异函数

组，则由上述守恒定理可得到系统的一个守恒量．
由于方程数目小于未知量数目，故方程的解是不唯

一的，因此，可以通过适当选择函数 Ｇσ，Ｒ 和 Λ 来

得到不同的守恒量．
值得指出，也可以直接由方程（１４）来寻找非

奇异函数组 Ｇσ，Ｒ 和 Λ．将方程（１４）展开，并利用方

程（５），（６）以及（１２），得到

∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν
Ｒ ∂Ｈ
 

∂ｐσ
－Ｇσ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｐσ

∂Ｇσ

∂ｔ
＋
∂Ｇσ

∂ｑν

∂Ｈ 

∂ｐν

æ

è
ç

ö

ø
÷ －
∂Ｈ 

∂ｑσ
Ｇσ－

Ｈ ∂Ｒ
∂ｔ
＋∂Ｒ
∂ｑν

∂Ｈ 

∂ｐν

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∂Λ
∂ｔ
－ ∂Λ
∂ｑν

∂Ｈ 

∂ｐν
－

é

ë
ê
ê
∂Ｈ 

∂ｑσ
＋ ∂Ｌ
∂ｑ̇ε＋β

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂Ｂε＋β，ν

∂ｑσ
－
∂Ｂε＋β，σ

∂ｑν

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂Ｈ 

∂ｐν

ù

û
ú
ú·

ｐν

∂Ｇν

∂ｐσ
－Ｈ ∂Ｒ
∂ｐσ
－ ∂Λ
∂ｐσ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ （１７）

方程（１７）是一个线性偏微分方程，只要找到方程

的一个非奇异函数解，由定理 ２即可得到系统的一

个守恒量．

５　 守恒定理的逆定理

设 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统有一个已知守恒量

Ｉ＝ Ｉ（ｑσ，ｐσ，ｔ）＝ ｃｏｎｓｔ （１８）
将式（１０）对 ｐσ 求偏导数，有

－ ∂Ｉ
∂ｐσ
＋Ｇσ＋ｐν

∂Ｇν

∂ｐσ
－ ∂Ｈ
 

∂ｐσ
Ｒ－Ｈ ∂Ｒ

∂ｐσ
－ ∂Λ
∂ｐσ
＝ ０ （１９）

由式（１９）和（１５），得

Ｇσ ＝
∂Ｉ
∂ｐσ
＋ ∂Ｈ
 

∂ｐσ
Ｒ＋μσ（σ＝ １，２，…，ε） （２０）

由式（２０）和（１０），得

Λ＝ ｐσ
∂Ｉ
∂ｐσ
－Ｉ＋Ｒ ｐσ

∂Ｈ 

∂ｐσ
－Ｈ æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｐσμσ （２１）

由此有：
定理 ３　 如果所论 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统有一

个守恒量（１８），则与此守恒量相应的积分因子 Ｇσ

以及函数 Ｒ 和 Λ由式（２０）和（２１）确定．
定理 ３是 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统基于积分因子

的守恒定理的逆定理．

６　 方法的应用：以匀质圆球在粗糙水平面

上的纯滚动问题为例

研究质量为 ｍ，半径为 ａ 的匀质圆球在完全粗

糙水平面上的纯滚动［１６］ ．取球心坐标 ｘ，ｙ 及三个

Ｅｕｌｅｒ角 ψ，θ 和 φ 为广义坐标，圆球的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函
数为

Ｌ＝ １
２
ｍ ｘ̇２＋ｙ̇２( ) ＋ １

５
ｍａ２（ψ̇２＋θ̇２＋φ̇２＋２ψ̇φ̇ｃｏｓθ）

（２２）
圆球在粗糙水平面上作纯滚动，因此非完整约束为

ｘ̇＋ａ（ φ̇ｃｏｓψｓｉｎθ－θ̇ｓｉｎψ）＝ ０
ｙ̇＋ａ（ φ̇ｓｉｎψｓｉｎθ＋θ̇ｃｏｓψ）＝ ０ （２３）
令 ｑ１ ＝ψ，ｑ２ ＝ θ，ｑ３ ＝ φ，ｑ４ ＝ ｘ，ｑ５ ＝ ｙ，则式（２２）

和（２３）可表为：

Ｌ＝ １
２
ｍ（ ｑ̇２４＋ｑ̇２５）＋

７１
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１
５
ｍａ２（ ｑ̇２１＋ｑ̇２２＋ｑ̇２３＋２ｑ̇１ ｑ̇３ｃｏｓｑ２） （２４）

ｑ̇４ ＝ －ａ（ ｑ̇３ｃｏｓｑ１ｓｉｎｑ２－ｑ̇２ｓｉｎｑ１）
ｑ̇５ ＝ －ａ（ ｑ̇３ｓｉｎｑ１ｓｉｎｑ２＋ｑ̇２ｃｏｓｑ１） （２５）

将约束（２５）代入式（２４），消去其中的 ｑ̇４ 和 ｑ̇５，得

Ｌ＝ １
２
ｍａ２ [ ７５ ｑ̇

２
２＋ｑ̇２３ ｓｉｎ２ｑ２＋

２
５
（ ｑ̇２１＋ｑ̇２３＋２ｑ̇１ ｑ̇３ｃｏｓｑ２） ] （２６）

式（３）给出

ｐ１ ＝
２
５
ｍａ２（ ｑ̇１＋ｑ̇３ｃｏｓｑ２）

ｐ２ ＝
７
５
ｍａ２ ｑ̇２

ｐ３ ＝
２
５
ｍａ２（ ｑ̇１ｃｏｓｑ２＋ｑ̇３）＋ｍａ２ ｑ̇３ｓｉｎ２ｑ２ （２７）

由式（２７）得

ｑ̇１ ＝
５

７ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２
（ ５
２
ｐ１ ｓｉｎ２ｑ２＋ｐ１－ｐ３ｃｏｓｑ２）

ｑ̇２ ＝
５
７ｍａ２

ｐ２

ｑ̇３ ＝
５

７ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２
（ｐ３－ｐ１ｃｏｓｑ２） （２８）

由式（４），并利用式（２８），得

Ｈ ＝ ５
１４ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２

( ５２ ｐ
２
１ ｓｉｎ２ｑ２＋ｐ２２ ｓｉｎ２ｑ２＋

ｐ２１＋ｐ２３－２ｐ１ｐ３ｃｏｓｑ２ ) （２９）

方程（６）给出

ｐ̇１ ＝ ０

ｐ̇２ ＝
５

１４ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２
[２ｃｏｔｑ２（ｐ２１＋ｐ２３－２ｐ１ｐ３ｃｏｓｑ２）＋

５ｐ２１ｓｉｎｑ２ｃｏｓｑ２－７ｐ１ｐ３ｓｉｎｑ２ ]

ｐ̇３ ＝
２５ｐ１ｐ２ｓｉｎｑ２
１４ｍａ２

（３０）

广义 Ｋｉｌｌｉｎｇ方程（１５），（１６）分别给出：

ｐ１
∂Ｇ１
∂ｐ１
＋ｐ２
∂Ｇ２
∂ｐ１
＋ｐ３
∂Ｇ３
∂ｐ１
－Ｈ ∂Ｒ
∂ｐ１
－ ∂Λ
∂ｐ１
＋μ１ ＝ ０

ｐ１
∂Ｇ１
∂ｐ２
＋ｐ２
∂Ｇ２
∂ｐ２
＋ｐ３
∂Ｇ３
∂ｐ２
－Ｈ ∂Ｒ
∂ｐ２
－ ∂Λ
∂ｐ２
＋μ２ ＝ ０

ｐ１
∂Ｇ１
∂ｐ３
＋ｐ２
∂Ｇ２
∂ｐ３
＋ｐ３
∂Ｇ３
∂ｐ３
－Ｈ ∂Ｒ
∂ｐ３
－ ∂Λ
∂ｐ３
＋μ３ ＝ ０ （３１）

以及

２５
１４ｍａ２ｓｉｎ２ｑ２

（ｐ１ｐ３－ｐ２１ｃｏｓｑ２）
５Ｒｐ２
７ｍａ２

－Ｇ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

２５ｐ１ｐ２ｓｉｎｑ２
１４ｍａ２

５Ｒ（ｐ３－ｐ１ｃｏｓｑ２）
７ｍａ２ｓｉｎ２ｑ２

－Ｇ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

５Ｇ２
１４ｍａ２ｓｉｎ２ｑ２

·

[２ｃｏｔｑ２（ｐ２１＋ｐ２３－２ｐ１ｐ３ｃｏｓｑ２）－２ｐ１ｐ３ｓｉｎｑ２ ] ＋

ｐ１
∂Ｇ１
∂ｔ
＋ｐ２
∂Ｇ２
∂ｔ
＋ｐ３
∂Ｇ３
∂ｔ
－Ｈ ∂Ｒ
∂ｔ
－ ∂Λ
∂ｔ
＋

５
１４ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２

æ

è
çｐ１
∂Ｇ１
∂ｑ１
＋ｐ２
∂Ｇ２
∂ｑ１
＋ｐ３
∂Ｇ３
∂ｑ１
－

Ｈ ∂Ｒ
∂ｑ１
－ ∂Λ
∂ｑ１

ö

ø
÷·（５ｐ１ ｓｉｎ２ｑ２＋２ｐ１－２ｐ３ｃｏｓｑ２）＋

５ｐ２
７ｍａ２

（ｐ１
∂Ｇ１
∂ｑ２
＋ｐ２
∂Ｇ２
∂ｑ２
＋ｐ３
∂Ｇ３
∂ｑ２
－Ｈ ∂Ｒ
∂ｑ２
－ ∂Λ
∂ｑ２
）＋

５
７ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２

（ｐ１
∂Ｇ１
∂ｑ３
＋ｐ２
∂Ｇ２
∂ｑ３
＋ｐ３
∂Ｇ３
∂ｑ３
－

Ｈ ∂Ｒ
∂ｑ３
－ ∂Λ
∂ｑ３
）（ｐ３－ｐ１ｃｏｓｑ２）－

５μ２
１４ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２

·

[２ｃｏｔｑ２（ｐ２１＋ｐ２３－２ｐ１ｐ３ｃｏｓｑ２）＋５ｐ２１ｓｉｎｑ２ｃｏｓｑ２－

７ｐ１ｐ３ｓｉｎｑ２ ] －
２５μ３
１４ｍａ２

ｐ１ｐ３ｓｉｎｑ２ ＝ ０ （３２）

联解方程（３１）和（３２），有
Ｇ１ ＝Ｇ２ ＝Ｇ３ ＝ ０，Ｒ＝ １，Λ＝ ０，μ１ ＝μ２ ＝μ３ ＝ ０

（３３）
Ｇ１ ＝１，Ｇ２ ＝Ｇ３ ＝０，Ｒ＝０，Λ＝０，μ１ ＝μ２ ＝μ３ ＝０

（３４）

Ｇ１ ＝ －ｓｉｎｑ１ｃｏｔｑ２，Ｇ２ ＝ｃｏｓｑ１，Ｇ３ ＝
ｓｉｎｑ１
ｓｉｎｑ２

，

Ｒ＝ ０，Λ＝ ０，μ１ ＝μ２ ＝μ３ ＝ ０ （３５）
Ｇ１ ＝ ５ｃｏｓｑ２，Ｇ２ ＝Ｇ３ ＝ ０，Ｒ＝ ０，Λ＝ ０，
μ１ ＝μ２ ＝μ３ ＝ ０ （３６）

Ｇ１ ＝ｃｏｓｑ１ｃｏｔｑ２，Ｇ２ ＝ｓｉｎｑ１，Ｇ３ ＝ －
ｃｏｓｑ１
ｓｉｎｑ２

，

Ｒ＝ ０，Λ＝ ０，μ１ ＝μ２ ＝μ３ ＝ ０ （３７）
根据守恒定理，与非奇异函数组（３３） ～ （３７）相应

的守恒量分别为

Ｉ１ ＝ －
５

１４ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２
（ ５
２
ｐ２１ ｓｉｎ２ｑ２＋ｐ２２ ｓｉｎ２ｑ２＋

ｐ２１＋ｐ２３－２ｐ１ｐ３ｃｏｓｑ２）＝ ｃｏｎｓｔ （３８）
Ｉ２ ＝ ｐ１ ＝ｃｏｎｓｔ （３９）

Ｉ３ ＝ －ｐ１ｓｉｎｑ１ｃｏｔｑ２＋ｐ２ｃｏｓｑ１＋ｐ３
ｓｉｎｑ１
ｓｉｎｑ２

＝ｃｏｎｓｔ （４０）
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Ｉ４ ＝ ５ｐ１ｃｏｓｑ２＋２ｐ３ ＝ｃｏｎｓｔ （４１）

Ｉ５ ＝ ｐ１ｃｏｓｑ１ｃｏｔｑ２＋ｐ２ｓｉｎｑ１－ｐ３
ｃｏｓｑ１
ｓｉｎｑ２

＝ｃｏｎｓｔ （４２）

下面研究逆问题．设系统有如下守恒量

Ｉ＝ ｐ１ｃｏｓｑ１ｃｏｔｑ２＋ｐ２ｓｉｎｑ１－ｐ３
ｃｏｓｑ１
ｓｉｎｑ２

＝ｃｏｎｓｔ （４３）

方程（２０）和（２１）分别给出：

Ｇ１ ＝ｃｏｓｑ１ｃｏｔｑ２＋
５Ｒ

１４ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２
（５ｐ１ ｓｉｎ２ｑ２＋

２ｐ１－２ｐ３ｃｏｓｑ２）＋μ１

Ｇ２ ＝ｓｉｎｑ１＋
５Ｒｐ２
７ｍａ２

＋μ２

Ｇ３ ＝ －
ｃｏｓｑ１
ｓｉｎｑ２

＋ ５Ｒ
７ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２

（ｐ３－ｐ１ｃｏｓｑ２）＋μ３ （４４）

以及

Λ＝ ５Ｒ
１４ｍａ２ ｓｉｎ２ｑ２

（ ５
２
ｐ２１ ｓｉｎ２ｑ２＋ｐ２２ ｓｉｎ２ｑ２＋ｐ２１＋

ｐ２３－２ｐ１ｐ３ｃｏｓｑ２）＋ｐ１μ１＋ｐ２μ２＋ｐ３μ３ （４５）
方程（４４）和（４５）共有 ４ 个方程，但是含有 ８ 个未

知量 Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｒ，Λ，μ１，μ２，μ３，因此方程的解不是

唯一的，可以适当选择其中 ４ 个量，进而解出其余

４个未知量．例如，取
Ｒ＝ ０， μ１ ＝μ２ ＝μ３ ＝ ０ （４６）

则有

Ｇ１ ＝ｃｏｓｑ１ｃｏｔｑ２， Ｇ２ ＝ｓｉｎｑ１，Ｇ３ ＝ －
ｃｏｓｑ１
ｓｉｎｑ２

Λ＝０ （４７）
如取

Ｒ＝ ０，μ１ ＝ －ｃｏｓｑ１ｃｏｔｑ２，μ２ ＝ ０，μ３ ＝
ｃｏｓｑ１
ｓｉｎｑ２

（４８）

则有

Ｇ１ ＝ ０，Ｇ２ ＝ｓｉｎｑ１，Ｇ３ ＝ ０

Λ＝－ｐ１ｃｏｓｑ１ｃｏｔｑ２＋ｐ３
ｃｏｓｑ１
ｓｉｎｑ２

（４９）

需要指出的是：与基于带乘子的运动微分方程

不同，本问题中得到的守恒量以及相应的非奇异函

数组都仅与 ｑσ 和 ｐσ 相关，而不依赖于 ｑε＋β ．

７　 结论

寻找约束力学系统的守恒律是分析力学研究

的一个重要方面．文章基于积分因子方法研究

Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统的守恒律．主要贡献在于：一

是定义了正则形式的 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 方程的积分因子，
建立了系统存在守恒量的必要条件；二是建立了

Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ非完整系统的守恒定理及其逆定理；三是

以匀质圆球在完全粗糙水平面上的纯滚动为例，讨
论了方法的应用．不同于以往的工作，文章基于经典

的不带乘子的 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 方程给出系统的守恒定理

和逆定理，更能体现 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 非完整系统的特点．
由于非完整系统动力学方程更多是不带乘子的，因
此文章的方法和结果可望进一步推广和应用．
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