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摘要　 滚动轴承由于其低阻尼、大过载和小体积等特点是航空发动机、铁路货车、舰船发动机等旋转机械的

主要支承件．变柔度（ｖａｒｙｉｎｇ ｃｏｍｐｌｉａｎｃｅ，ＶＣ）振动是由滚动体公转引起的一种不可避免的时变刚度参激振

动．赫兹接触支承刚度给球轴承及其支承转子系统带来的滞后 ＶＣ 共振现象在相关研究中被大量发现．滞后

突跳振动不但影响到转子系统的运行稳定性与安全性，而且其冲击作用也是轴承等系统元件裂纹及疲劳破

坏的重要诱导因素．本文将通过分析球轴承动态时变刚度特性，拟提出一种采用系统动态固有频率估算球轴

承 ＶＣ 共振区间的方法．在此基础上，探讨系统动态刚度特性与主共振区间复杂运动分岔行为的内在关联，

发现当系统不同自由度方向上的固有频率值接近 １ ∶２比例关系时，系统可能产生强烈的内共振，进而诱发响

应的周期倍化分岔甚至准周期、混沌振动．该研究对球轴承复杂共振响应的控制具有潜在的理论意义和工程

价值．

关键词　 球轴承，　 变柔度（ＶＣ），　 动态刚度，　 分岔，　 滞后共振

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃５８

引言

滚动轴承作为旋转机械中转子系统核心支承

部件，在工业部门中广泛应用．随着国民经济的增

长以及国防事业的发展，旋转机械正在向高速、重
载和自动化方向发展，对轴承⁃转子系统的稳定性、
安全性提出了更高的要求．滚动轴承内圈一般与转

轴是过盈配合的，滚动体在自转的同时随着保持架

在滚道绕转轴公转．在各个滚动体公转进入和离开

承载区域过程中，轴承的刚度是时变的，时变刚度

诱发的振动通常称为变柔度（ ｖａｒｙｉｎｇ ｃｏｍｐｌｉａｎｃｅ，
ＶＣ）振动［１－３］ ．滚动轴承的时变刚度特性是转子⁃轴
承系统的不可避免的参激源，已经有大量研究指出

滚动轴承的 ＶＣ 振动具有复杂的滞后共振响应特

性［４－９］ ．然而，迄今有关轴承非线性时变刚度特性对

系统 ＶＣ 共振及其分岔行为影响的专门研究尚少．
针对滚动轴承 ＶＣ 振动问题，Ｓｕｎｎｅｒｓｊö［１０］ 较早

分析了考虑惯性力的线弹性圆柱滚子轴承模型，发
现 ＶＣ 振动可以给系统带来周期运动和不规则的

非周期运动．Ｆｕｋａｔａ 等［１］进一步研究了考虑赫兹接

触非线性的经典两自由度轴承模型，指出 ＪＩＳ６３０６
球轴承 ＶＣ 振动在轴承共振频率区间具有拍振（其
中包括准周期运动行为）和类混沌（ ｃｈａｏｓ⁃ｌｉｋｅ）运

动行为，并且发现在一阶临界转速附近系统存在

ＶＣ 亚谐振动．Ｒａｈｎｅｊａｔ 和 Ｇｏｈａｒ［１１］研究指出在考虑

润滑的情况下钢球数量和径向游隙对深沟球轴承

ＶＣ 振动的影响依然显著．Ｍｅｖｅｌ 和 Ｇｕｙａｄｅｒ［２，１２］ 通
过数值计算和实验讨论了 ＪＩＳ６３０６ 球轴承 ＶＣ 振动

通向混沌的道路，发现系统存在倍周期分岔和准周

期运动进入混沌的形式，其中倍周期分岔主要发生

在一阶临界转速范围．Ｓａｎｋａｒａｖｅｌｕ 等［４］ 把打靶法与

同伦延拓法相结合，发现滚动轴承 ＶＣ 振动响应曲

线具有滞后行为． Ｔｉｗａｒｉ 和 Ｇｕｐｔａ［３，１３］ 研究了平衡、
不平衡刚性转子⁃滚动轴承系统的 ＶＣ 振动，发现系

统共振幅频响应区间具有突跳失稳和阵发性混沌

振动特征．白长青、许庆余等［１４］ 研究了深沟球轴承

ＶＣ 振动的稳定性，指出 ＶＣ 周期运动幅频响应的

不稳定区间的个数随轴承径向间隙的增加而增多．
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崔立和王黎钦等［１５］建立了一种拟动力学球轴承模

型，发现轴承非线性可使支承刚性转子系统的周期

运动发生突跳、倍化以及混沌振动等非线性行为．
邓四二等［１６］理论和实验证实轴承间隙对转子系统

的支承刚度、运行稳定性有显著影响．
传统上，滚动轴承被称为滚动接触轴承［１７，１８］，

这是针对滚动体与滚道之间的接触变形关系而言

的，且二者接触变形一般认为满足赫兹接触理论假

设：（１）材质均质；（２）接触区域尺寸远小于接触体

尺寸；（３）不考虑接触区摩擦，且作用力垂直于接

触面；（４）变形属于弹性变形．接触共振是指接触非

线性系统在线性等效共振频率区间内的共振特性，
Ｎａｙａｋ［２０］比较早地采用谐波平衡法分析了单自由

度赫兹接触系统在简谐激励下的响应特征，发现系

统在接触主共振区间幅频响应曲线向左偏，即系统

具有软的动力学滞后共振行为． Ｒｉｇａｕｄ 和 Ｐｅｒｒｅｔ⁃
Ｌｉａｕｄｅｔ［２１］明确指出只有采用接触非线性模型才可

能准确地预测系统的响应特性．球轴承受载过程

中，将在滚珠和滚动之间产生赫兹接触变形［１９］ ．张
智勇、陈予恕等［７，８］ 采用谐波平衡⁃频时转换（ＨＢ⁃
ＡＦＴ）方法结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论研究了球轴承 ＶＣ 振动

的赫兹接触共振特性及其参数影响规律，发现系统

具有软的滞后主共振行为，并被随后实验证实［９］ ．
就滚动轴承⁃转子动力学而言，学者们更加关注

滚动轴承的支承特性和时变激励特征对轴承及整个

转子系统的振动特性和运动稳定性等方面的影

响［１９，２２－２４］，有大量工作［２５－２７］对滚动轴承动态时变刚

度的计算方法和影响因素进行了研究．Ｈａｒｒｉｓ［１９］ 明
确指出由于滚珠与滚动体之间的非线性受力⁃变形

关系，轴承支承刚度具有时变特性且与转轴转速有

关，而研究球轴承动态刚度特性及其对 ＶＣ 振动的

影响具有基础理论意义．本文将以 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法和

数值积分方法为主要分析手段，对球轴承的非线性

动态刚度特性及其复杂共振行为展开研究，拟探究

系统动态刚度特性与主共振区间复杂运动分岔行

为的内在关联．

１　 模型

在研究考虑轴承径向间隙、轴承时变刚度和赫

兹接触力等非线性因素的球轴承 ＶＣ 振动时，采用

如图 １ 所示的 ２ 自由度深沟球轴承模型就可得较

好的定性和定量的结果［３，８，１２］ ．

图 １　 经典两自由度深沟球轴承模型及其径向位移变形关系

Ｆｉｇ．１　 Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ２⁃ＤＯＦ ｄｅｅｐ ｇｒｏｏｖｅ ｂａｌｌ ｂｅａｒｉｎｇｓ ａｎｄ ｉｔｓ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｒａｄｉｃａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

第 ｉ 个滚动体的瞬时角位置为：
θｉ ＝ ２π（ ｉ－１） ／ Ｎｂ＋Ωｔ （１）

式中，Ｎｂ 为滚动体个数；Ω 为保持架转速（ｒａｄ ／ ｓ） ．
其中 Ω 与转轴转速 ωｓ、轴承内圈半径 ｒｉ 以及外圈

半径 ｒｏ 的关系为：

Ω＝ωｓ

ｒｉ
ｒｉ＋ｒｏ

（２）

在小变形条件下，第 ｉ 个滚动体与轴承套圈的

接触变形表示为：
δｉ ＝ ｘｃｏｓθｉ＋ｙｓｉｎθｉ－δ０ （３）

这里 ２δ０ 为轴承的径向游隙．
对于球轴承，不考虑润滑条件下钢球与滚道之

间的位移变形关系满足赫兹点接触，则轴承恢复力

满足：
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式中，Ｃｂ 为轴承的赫兹接触刚度（Ｎ ／ ｍ３ ／ ２）；Ｇ［·］为
Ｈｅａｖｉｓｄｅ 函数．

球轴承⁃刚性 Ｊｅｆｆｏｔｔ 转子系统的运动微分方程

为：
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式中，ｍ 为转子系统等效质量（ｍ）；ｃ 为轴承等效阻

尼（Ｎｓ ／ ｍ）；Ｗ 为轴承内圈承受重力（Ｎ） ．
球轴承在承载后，将在滚珠和滚动之间产生赫

兹接触变形，由于滚珠与滚动体之间的非线性受

力⁃变形关系，轴承支承刚度是与系统参数相关的

时变量．根据恢复力（４）式，可求得系统线性化动态

刚度为［２，２３］：

４８４



第 ６ 期 董文凯等：球轴承非线性动态刚度特性及其复杂共振行为研究

ｋｘｘ（ ｔ）

ｋｙｙ（ ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

∂Ｆｘ（ ｔ） ／ ∂ｘ

∂Ｆｙ（ ｔ） ／ ∂ｙ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（６）

则球轴承的时变固有频率为：
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系统动态等效固有频率 ωｘｘ、ωｙｙ可由（７）式算

术平均值来描述．
就 ＶＣ 振动而言，滚珠通过频率激起的 ＶＣ 周

期 １ 运动是系统的基本运动形式，系统（５）式 ＶＣ
参激频率为：

ΩＶＣ ＝Ｎｂ·Ω （８）
则系统 ＶＣ 周期 １ 运动在 ｘ 方向或 ｙ 方向发生参激

主共振的条件为：
ΩＶＣ ＝ωｘｘ， ΩＶＣ ＝ωｙｙ （９）
对于球轴承⁃刚性转子系统，其支承力仅在滚

珠和滚道之间引起赫兹接触变形，则（９）式所表示

的共振本质上是由赫兹非线性引起的参激接触主

共振．

２　 方法

本文采用 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法求解系统 ＶＣ 周期响

应，并采用 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论对解的稳定性进行分析．首
先，进行式（５）的位移和非线性力的谐波平衡化过

程：
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（１１）
把式（１０）、（１１）代入方程（５），谐波平衡可得：

ｇ（Ｐ，Ｑ）＝ ０ （１２）
其中 Ｐ、Ｑ 分别表示位移和非线性力谐波系数．

把 Ｑ 记为已知，可采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代

求解不动点 Ｐ：
Ｊ（ ｉ）（Ｐ（ ｉ＋１） －Ｐ（ ｉ））＋ｇ（ ｉ）＝ ０ （１３）

其中，迭代 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵：
Ｊ ＝ｄｇ（Ｐ，Ｑ） ／ ｄＰ
＝∂ｇ（Ｐ，Ｑ） ／ ∂Ｐ＋∂ｇ（Ｐ，Ｑ） ／ ∂Ｑ·ｄＱ ／ ｄＰ

（１４）
迭代过程中，采用 ＡＦＴ 转换给出式 （ １４） 中

ｄＱ ／ ｄＰ 的关系．然后，对所得周期解进行 Ｆｌｏｑｕｅｔ 稳
定性分析［８］ ．

３　 分析结果

对于如表 １ 所示的 ＪＩＳ６３０６ 深沟球轴承⁃转子

系统，取轴承游隙为 δ０ ＝ １．０μｍ 时，如图 ２ 所示系

统在 Ω＝ １８０ｒａｄ ／ ｓ、２００ｒａｄ ／ ｓ 和 ２２０ｒａｄ ／ ｓ 时的动态

刚度都是周期性时变的，而且与已有文献［１９，２７］ 结

果一致，系统的 ＶＣ 特性是随转速变化的．另外，由
式（７）可知，系统的动态固有频率同样随转速变化

的．滚动轴承 ＶＣ 振动是由滚动体公转引起的一种

不可避免的时变刚度参激振动，下面分析 ＪＩＳ６３０６
球轴承系统随转速的全局周期响应特性．

表 １　 ＪＩＳ６３０６ 轴承⁃转子系统参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ＪＩＳ６３０６ ｂａｌｌ

ｂｅａｒｉｎｇ⁃ｒｏｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

Ｉｔｅｍ Ｖａｌｕｅ
Ｃｏｎｔａｃｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｃｂ（Ｎ ／ ｍ３ ／ ２） １．３３４×１０１０

Ｂａｌｌ ｄｉａｍｅｔｅｒ Ｄｂ（ｍｍ） １１．９０６２
Ｂａｌｌ ｐｉｔｃｈ ｄｉａｍｅｔｅｒ Ｄｈ（ｍｍ） ５２．０

Ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｂａｌｌｓ Ｎｂ ８
Ｄａｍｐｉｎｇ ｃ（Ｎｓ ／ ｍ） ４００

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍａｓｓ ｍ （ｋｇ） ２０
Ｒａｄｉｃａｌ ｌｏａｄ Ｗ（Ｎ） ２００

图 ２　 当 δ０ ＝ １．０μｍ 时，系统在 Ω 取 １８０ｒａｄ ／ ｓ、２００ｒａｄ ／ ｓ 和

２２０ｒａｄ ／ ｓ 时的动态刚度，其中 τ ＝ Ω ｔ

Ｆｉｇ．２　 Ｆｏｒ δ０ ＝ １．０ μｍ，ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｈｅｎ

Ω ｔａｋｅｓ １８０ ｒａｄ ／ ｓ，２００ ｒａｄ ／ ｓ ａｎｄ ２２０ ｒａｄ ／ ｓ，ｈｅｒｅ τ ＝ Ω ｔ

在轴承径向间隙为 δ０ ＝ １．０μｍ，以保持架转速

Ω 为控制参数，采用嵌入弧长延拓的 ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法

可追踪系统的 ＶＣ 周期 １ 响应轨线．如图 ３（ ａ）所

５８４
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示，系统 ｘ 方向出现向左偏的共振峰值，ｙ 方向出

现交叉滞后共振行为，这与已有的理论和实验结果

一致［９］ ．图 ３（ｂ）和（ｃ）给出了系统动态等效固有频

率 ωｘｘ、ωｙｙ随转速的变化规律，其中在 ｘ 方向发生软

滞后共振区间，系统动态等效固有频率出现随转速

增大而减小的软弹簧特性，这说明本文动态刚度的

计算具有一定的参考价值．在远离 ＶＣ 共振的 Ａ⁃Ａ、
Ｂ⁃Ｂ 和 Ｃ⁃Ｃ 区间，系统 ｘ、ｙ 方向的等效固有频率分

别浮动在 １９０６．８ ～ １９１１．１ｒａｄ ／ ｓ、１３４０ ～ １４５０ｒａｄ ／ ｓ 范

围，由 ＶＣ 参数激励接触主共振的条件（９）式可推

算系统 ｘ、ｙ 方向主共振发生于 Ω 为 ２３８．４ ～ ２３８．
９ｒａｄ ／ ｓ、１６７．５ ～ １８１．３ｒａｄ ／ ｓ 区间附近，这与图 ３（ ａ）
理论分析结果是吻合的．其中，ｙ 方向等效固有频率

波动范围大多由于非常载方向（见式（５））系统间

隙非线性影响显著导致的．总体而言，非共振区间

的动态等效固有频率可用于预测系统 ＶＣ 接触共

振位置，上述结果也说明系统在非共振区间的动态

刚度与系统静态刚度接近．

图 ３　 当 δ０ ＝ １．０ μｍ 时，（ａ） ｘ （黑线）、ｙ （红线）方向稳定（实线）

和不稳定（虚线）的 ＶＣ 周期解频响峰峰值曲线，

（ｂ）ωｘｘ、（ｃ）ωｙｙ为系统动态等效固有频率随 Ω 的变化值

Ｆｉｇ．３　 Ｆｏｒ δ０ ＝ １．０ μｍ，（ａ） ｓｔａｂｌｅ （ｓｏｌｉｄ） ａｎｄ ｕｎｓｔａｂｌｅ （ｄａｓｈｅｄ）

ＶＣ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｅａｋ ｔｏ ｐｅａｋ ｃｕｒｖｅｓ， ｃ＝ ２００ Ｎｓ ／ ｍ ｉｎ

ｘ （ｂｌａｃｋ ｌｉｎｅ） ａｎｄ ｙ （ｒｅｄ ｌｉｎｅ） ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，（ｂ） ωｘｘ ａｎｄ

（ｃ）ωｙｙ ａｒｅ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｄｙｎａｍｉｃ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ Ω

已有研究表明较大间隙可以给系统带来复杂

的非线性响应行为［２８］，而轴承游隙 δ０ 是系统的基

本参数之一．取 δ０ ＝ ６．０μｍ，采用嵌入弧长延拓的

ＨＢ⁃ＡＦＴ 方法结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 理论分析系统 ｘ 方向主

共振区间的周期运动及其分岔行为．如图 ４ 所示，
随着控制参数 Ω 的变化，稳定的 ＶＣ 周期 １ 解分枝

的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子在 Ａ１（见表 ２）、Ａ２ 点通过－１ 离开

单位圆，由亚临界倍周期分岔失稳产生的 ＶＣ 周期

２ 解分枝依然包含多个失稳区间，这与图 ５（ａ）的数

值分岔图结果是吻合的，其中不稳定周期 ２ 解 Ａ１⁃
Ａ２ 段是在 Ａ１、Ａ２ 点由二次 Ｈｏｐｆ 分岔失稳产生的．

图 ４　 当 δ０ ＝ ６．０μｍ 时，（ａ） ｘ 方向、（ｂ） ｙ 方向稳定（实线）

和不稳定（虚线）的周期解频响峰峰值曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｆｏｒ δ０ ＝ ６．０ μｍ，ｓｔａｂｌｅ （ｓｏｌｉｄ） ａｎｄ ｕｎｓｔａｂｌｅ （ｄａｓｈｅｄ）

ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ⁃ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｅａｋ ｔｏ ｐｅａｋ ｃｕｒｖｅｓ

ｉｎ （ａ） ｘ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ （ｂ） ｙ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

表 ２　 周期 １ 分支在转向点 Ａ１ 附近的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子 λｍ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｌｏｑｕｅｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ λｍ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄ⁃１ ｂｒａｎｃｈ ａｒｏｕｎｄ

ｔｈｅ ｔｕｒｎｉｎｇ ｐｏｉｎｔ Ａ１

Ω（ｒａｄ ／ ｓ） ２０４ ２０５．２ ２０６ ２０７

λｍ

０．６２４１＋
０．７３２４ｉ

０．６５２９＋
０．７０７１ｉ

０．６７２８＋
０．６８８４ｉ

０．６９６０＋
０．６６５２ｉ

０．６２４１－
０．７３２４ｉ

０．６５２９－
０．７０７１ｉ

０．６７２８－
０．６８８４ｉ

０．６９６０－
０．６６５２ｉ

－０．９５３８＋
０．１２７２ｉ －０．９４７３ －０．８６０６ －０．８１６９

－０．９５３８－
０．１２７２ｉ －０．９７７８ －１．０７６６ －１．１３４７

图 ５（ｂ）为系统等效动态固有频率随转速的变

化特征（为便于分析图中给出了 ωｘｘ 和 ２ωｙｙ 变化

值），发现随着 Ω 的变大，两自由度方向的动态等

效固有频率之比 ωｘｘ：ωｙｙ逐渐趋近 ２ ∶１关系，并最终

在 Ａ１ 点发生倍周期分岔．对比 δ０ ＝ １．０μｍ 的频响

曲线（见图 ３（ａ）），由图 ４ 可见在 δ０ ＝ ６．０μｍ 时两

自由度方向的耦合振动显著增强．如文献［８］所述，
系统动态固有频率的 １ ∶２耦合参激内共振导致 Ａ１

点发生倍周期分岔，此时从 ｘ 自由度上高频成分

６８４
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ＶＣ 周期 １ 响应到 ｙ 方向的低频成分 ＶＣ 周期 ２ 运

动上发生了典型的能量渗透现象［２９，３０］ ．

图 ５　 当 δ０ ＝６．０μｍ 时，（ａ） ｘ（ ｔ）的数值分岔图，其中黑点、红点分别

为向上、向下扫频的数值积分结果，（ｂ）系统动态等效固有频率

ωｘｘ（ｂｌａｃｋ ｄｏｔｓ）、２ωｙｙ（ｂｌｕｅ ｄｏｔｓ）随 Ω 的变化值

Ｆｉｇ．５　 Ｆｏｒ δ０ ＝ ６．０ μｍ，（ａ） ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｘ（ ｔ） ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｓ ｗｈｅｎ Ω ｓｗｅｅｐｉｎｇ ｕｐ （ｂｌａｃｋ ｄｏｔｓ）

ａｎｄ ｄｏｗｎ （ｒｅｄ ｄｏｔｓ），ａｎｄ （ｂ） ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｄｙｎａｍｉｃ

ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ωｘｘ ａｎｄ ２ωｙｙ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ Ω

图 ６　 当 δ０ ＝ ６．０ μｍ 时，系统在 Ω 取 １８０ ｒａｄ ／ ｓ、２００ ｒａｄ ／ ｓ

和 ２２０ ｒａｄ ／ ｓ 时的动态刚度，其中 τ ＝ Ω ｔ

Ｆｉｇ．６　 Ｆｏｒ δ０ ＝ ６．０ μｍ，ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｗｈｅｎ Ω ｔａｋｅｓ

１８０ ｒａｄ ／ ｓ，２００ ｒａｄ ／ ｓ ａｎｄ ２２０ ｒａｄ ／ ｓ，ｈｅｒｅ τ ＝ Ω ｔ

如图 ６ 所示，就系统刚度特性而言，在 Ａ１ 点倍

周期分岔发生前 ｙ 方向动态刚度随 Ω 基本没有改

变，而内共振发生后，由于耦合效应［３１］ 导致动态刚

度发生显著变化．另外由图 ５ 值得关注的是，周期

倍化失稳产生的亚谐运动区间上，在动态等效固有

频率 ωｘｘ：ωｙｙ再次趋近 ２ ∶１比值过程中，系统在 Ａ１－
Ａ２ 区间发生更为复杂的周期（图 ７（ ｃ））、准周期

（图 ７（ｄ））乃至混沌运动（图 ７（ａ）、（ｂ）） ．显然，系
统的分岔行为与动态刚度特性紧密关联． 实际转子

系统在运行过程中随着工况的变化，转速、轴承游

隙、温度、磨损等各种参数势必对轴承的动态刚度

产生复杂的影响，因此需要充分考虑系统实际的运

行状态．这与从动态刚度、轴承⁃转子系统一体化角

度［１９，２５，２７］进行轴承⁃转子系统设计的理念一致．

图 ７　 当 δ０ ＝ ６．０ μｍ 时，系统在 Ω 取（ａ）２２５ ｒａｄ ／ ｓ、（ｂ）２２６ ｒａｄ ／ ｓ、

（ｃ）２２６．５ ｒａｄ ／ ｓ 和（ｄ）２２７ ｒａｄ ／ ｓ 时响应的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ 映射

Ｆｉｇ．７　 Ｆｏｒ δ０ ＝ ６．０ μｍ，Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｍａｐｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｏｒ Ω ａｔ

（ａ）２２５ ｒａｄ ／ ｓ，（ｂ）２２６ ｒａｄ ／ ｓ，（ｃ）２２６．５ ｒａｄ ／ ｓ ａｎｄ （ｄ）２２７ ｒａｄ ／ ｓ

４　 结论

球轴承非线性因素带来的滞后共振行为会给

轴承⁃转子系统带来突跳、冲击作用，进而可对转子

的运行稳定性和安全性带来影响．因此，分析此非

线性系统的动态刚度特性，对于预测乃至避开系统

的 ＶＣ 接触共振区间具有重要意义．在本文中，针对

轴承非线性时变刚度特性对系统 ＶＣ 共振及其分

岔行为影响的专门研究尚少的情况，采用理论和数

值方法相结合，深入探讨了系统动态刚度特性与主

共振区间复杂运动分岔行为的内在关联．研究指出

非共振区间的动态等效固有频率对于预测系统 ＶＣ
接触共振位置具有一定的参考价值．另外，发现当

系统不同自由度方向上的固有频率值接近 １ ∶２比
例关系时，系统可能产生强烈的内共振，进而诱发

响应的周期倍化分岔甚至准周期、混沌振动．该研

究对球轴承复杂共振响应的控制具有潜在的理论

意义和工程价值．
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