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摘要　 复杂转子系统由多级叶盘组成，在利用有限元等方法分析时，需建立十分精细、规模巨大的三维有限

元模型，即使利用叶盘的回转对称特性，单扇区的自由度数目依然庞大，计算效率有待进一步提高．为降低转

子整体的自由度，可从等效单级叶盘模型出发，针对复杂叶片组部件进行等效建模．等效后的叶片组为变参

数各向异性环形板，在保证等效前后模型整体的质量和惯量相等的条件下，通过调节等效环板模型的几何

和材料参数，使得主要固有频率和模态具有相似的特征．文章以航空发动机带叶冠的低压涡轮叶盘模型为应

用对象，将其精细的三维有限元模型作为初始模型，选择三维实体单元作为等效环板的单元类型，通过理论

推导和数值计算得到建立等效模型所需的几何和材料参数，验证了等效方法的可行性和高效性．
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引言

转子的振动特性长期受到学者关注，从最初经

典的两端简支、带刚性圆盘弹性转轴的 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ 转
子［１］，到单盘转子［２］，再到含多个轮盘的多盘转

子［３］，研究理论和分析方法不断丰富完善．张文［４］

指出，高转速转子中应将叶盘看作弹性体，建立柔

盘⁃柔轴的全弹性转子模型进行处理．但是，如果叶

片⁃轮盘⁃轴各部件都采用有限元模型描述，那么完

整的转子模型自由度将十分庞大，计算中须耗费大

量时间，在结构优化等应用中存在困难．因此，对叶

片⁃轮盘这一转子中的基本构件进行模型降阶依然

具有重要意义，通过降低单级弹性叶⁃盘模型的自

由度可有效提高整体计算的效率．
有限单元法是一种普遍应用的数值方法，也成

为许多商用计算程序分析叶盘动力学特性的基本

算法．Ｈｓｉｅｈ 和 Ａｂｅｌ［５］综合考虑旋转叶⁃盘的转动非

线性，分别利用分布和集中质量方法建立有限元模

型．Ｇｅｎｔａ 和 Ｔｏｎｏｌｉ［６］将叶片组的陀螺效应和离心载

荷考虑在内，建立叶盘组合体的有限元模型．周传

月等［７］将 Ｎａｓｔｒａｎ 应用于某型叶盘组合体的固有振

动特性分析中．

为缩减模型总自由度、提高计算效率，一些基

于有限元模型的简化数值算法也日益成熟．常见的

简化算法有三类：利用叶盘回转对称特性的矩阵变

换［８，９］、假设模态法［１０］ 和模态综合法［１１，１２］ ．有学者

则根据叶⁃盘结构的特点，采用等效的少量自由度

模型进行建模，提高计算效率．如 Ｋａｚａ 和 Ｋｉｅｌｂ［１３］

等将叶片等效为弹性梁模型，Ｔｕｒｈａｎ 和 Ｂｕｌｕｔ［１４］ 建
立了以欧拉伯努利梁来代替叶片的理想模型．

在优化设计等应用中，含多级叶盘的转子以及

定子、机匣等组件的发动机系统模型的规模庞大，需
进一步发展面向多级叶片⁃轮盘系统的动力学分析

的方法．一些学者提出了相应的分析模型和算

法［１５，１６］ ．Ｐａｎ 等［１７］建立了叶盘轴结构混合维度的有

限元模型，实现三维实体叶片与二维轴对称盘轴的

耦合模态分析，能够较大地提高叶轮类结构的分析

效率而不失分析精度．本文作者根据周向环绕的单

级叶片组的物理参数和模态分析结果，将叶片组等

效为固有特性相近的正交异性环形板［１８］，用轴对称

模型表示单级叶盘组合体，从而降低模型的自由度．
本文基于之前的研究，提出了新的正交各向异

性轴对称叶盘组合体模型，能表现出组合体轴向弯

曲与周向扭转的振动耦合特性．采用的方法是通过
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多个工况条件下的静力学等效估算正交异性弹性

参数的初值，再以固有频率的误差作为目标函数，
由极小化过程确定弹性参数的终值．

１　 叶片组的各向异性环板等效模型

图 １ 示意的是具体的研究对象，一个带叶冠的

叶盘组合体，外围叶冠和中部轮盘均可以作为回转

体建模，不需缩聚．周向排列的多条叶片将被等效

成正交异性环形板，如图 ２ 所示．

图 １　 研究对象：带冠叶盘组合体模型

Ｆｉｇ．１　 Ｏｂｊｅｃｔ：Ｂｌａｄｅｄ ｄｉｓｋ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｈｒｏｕｄ

图 ２　 叶片组等效前后模型

Ｆｉｇ．２　 Ｉｎｉｔｉａｌ ａｎｄ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｂｌａｄｅ ｇｒｏｕｐ

１．１　 环板的厚度函数

记叶片组总质量为 Ｍｂ，绕转轴的转动惯量为

Ｉｂ，材料密度为 ρｂ ．叶片内外缘距转轴的半径分别是

Ｒ０ 和 Ｒ１ ．由于模型等效并不需要唯一性，因此不妨

假设环形板密度与初始叶片组相等，即 ρ^ ＝ ρｂ，而厚

度沿径向呈线性变化．因此厚度函数的表达式为：

ｈ^（ ｒ）＝ ｈ０

Ｒ１－ｒ
Ｒ１－Ｒ０

＋ｈ１

ｒ－Ｒ０

Ｒ１－Ｒ０
（１）

其中，ｈ０ 和 ｈ１ 是环板内外缘的待定厚度值．

根据厚度函数 ｈ^（ ｒ），通过积分得到环板的质

量和转动惯量分别为：

Ｍ^ ＝ ρ^∫Ｒ１
Ｒ０
∫２π

０
ｈ^（ ｒ） ｒｄθｄｒ ＝ πρ^

３
（ｈ０Ｍ^０ ＋ ｈ１Ｍ^１）

Ｉ^ ＝ ρ^∫Ｒ１
Ｒ０
∫２π

０
ｈ^（ ｒ） ｒ３ｄθｄｒ ＝ πρ^

１０
（ｈ０ Ｉ^０ ＋ ｈ１ Ｉ^１）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）

其中：
Ｍ^０ ＝Ｒ１

２＋Ｒ１Ｒ０－２Ｒ０
２

Ｍ^１ ＝ ２Ｒ１
２－Ｒ０

２－Ｒ１Ｒ０

Ｉ^０ ＝Ｒ１
４＋Ｒ０

３Ｒ１＋Ｒ０Ｒ１
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２Ｒ０
２－４Ｒ０

４

Ｉ^１ ＝ ４Ｒ１
４－Ｒ１

３Ｒ０－Ｒ１
２Ｒ０

２－Ｒ１Ｒ０
３－Ｒ０

４

ì
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í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

等效环板与初始叶片组必须具有相同的质量和转

动惯量，即 Ｍ^＝Ｍｂ， Ｉ^＝ Ｉｂ ．由（２）式可以建立关于 ｈ０

和 ｈ１ 的线性方程组：
πρ^
３
（ｈ０Ｍ^０＋ｈ１Ｍ^１）＝ Ｍｂ

πρ^
２０

（ｈ０ Ｉ^０＋ｈ１ Ｉ^１）＝ Ｉｂ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）
求解（３）可得 ｈ０ 和 ｈ１，确定厚度分布函数 ｈ^（ ｒ） ．
１．２　 环板的弹性参数

由于初始带冠叶片在受到轴向力的作用时，不
仅会产生轴向位移，同时发生周向扭转．在估算环

板弹性参数前，需对其选定一个材料主轴坐标系，
使得等效环板在受相同外力作用时，位移的大小和

方向能够保持和初始叶片一致．为简便起见，文中

采用单一的角度，在总体上模拟出轴向的加载可产

生周向位移的情形．
如图 ３ 所示，分别将各向异性环板的材料主轴

坐标系和总体坐标系记为 ｏ１⁃ｘ１ｙ１ｚ１、ｏ⁃ｘｙｚ，其各个

子午面上材料的主轴 ｙ１ 总是指向环板的径向，而
ｘ１ 与环板所在平面法线 ｘ 有一个夹角 α．可对初始

带冠叶片和等效环板施加相同的外力，通过调节 α
的大小，保证二者位移效果的一致性，以此确定 α
和材料主轴坐标系．

图 ３　 环板材料主轴方向示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ａｘｉｓ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅ

在材料主轴坐标系下，等效环板的正交各向异

４５４
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性本构关系为：
σ＝Ｄ０ε （４）

其中，弹性矩阵 Ｄ０ 为：

Ｄ０ ＝

ｄ１１ ｄ１２ ｄ１３

ｄ１２ ｄ２２ ｄ２３

ｄ１３ ｄ２３ ｄ３３

ｄ４４ ０ ０

０ ｄ５５ ０

０ ０ ｄ６６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

（５）

含有 ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６共 ９ 个待定的弹性参数．利用转

轴公式［１９］可将上述主轴坐标系下的弹性矩阵转换

到总体坐标系下：
Ｄ＝ＴσＤ０Ｔσ

Ｔ （６）
其中，Ｔσ 为应力转换矩阵，与夹角 α 有关．

用各向异性弹性环板等效叶片组，再装上叶冠

后的模型如图 ４ 所示．该模型的固有频率可用有限

元程序算得，是弹性参数 ｘ ＝ ｄ１１，…，ｄ６６{ } 的函数，
其中第 ｊ 阶固有频率记为 ω^ ｊ（ｘ） ．由于模型的等效

总会有一定失真，因此 ω^ ｊ（ｘ）与带冠叶片组实际的

固有频率 ω ｊ 存在误差 ω^ ｊ（ｘ） －ω ｊ ．通过调节待定的

弹性参数 ｘ 可使得误差尽可能小．于是，确定弹性

参数就归结为非线性规划问题．

ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ ∑
ｊ∈Ｃ

ω^ ｊ（ｘ） － ω ｊ

ω ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｓ．ｔ．　 ｘ ∈ Ｘ （７）
其中，Ｘ 为弹性参数的可行域集合，Ｃ 为振动模态

的阶次集合．

图 ４　 等效带冠弹性环板模型

Ｆｉｇ．４　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｈｒｏｕｄ

对于非线性规划问题（７），目标函数 ｆ（ｘ）是非

线性的，可能存在多个局部解，通常需要给出合理

的设计变量初值，才能获得有效的极小解．第 ２ 节

将给出弹性参数初值的估算方法．

２　 带叶冠环板的弹性参数估算

模型等效过程示意如图 ５ 所示，其中，深灰色

实体为等效前的周期重复排列的叶片组，浅灰色实

线围成的区域（覆盖叶片组及其间隙的六面体）为
等效后的连续弹性板．材料主轴 ｏ１⁃ｘ１ｙ１ｚ１ 由总体坐

标系 ｏ⁃ｘｙｚ 绕 ｙ 轴旋转 α 得到．

图 ５　 模型等效过程示意图

Ｆｉｇ．５　 Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

等效板的最小和最大 ｙ 坐标所在平面与 ｘｏｚ 坐
标面平行，分别位于初始叶片组的叶根、叶冠处，可
设 ｚ 方向的长度与叶根、叶冠处的实际圆周长相

等；最小和最大 ｚ 坐标所在平面与 ｘｏｙ 坐标面平行；
最小和最大 ｘ 坐标所在平面是两张不平行的平面，
间距即为式（１）所示的厚度函数 ｈ^（ ｒ） ．
２．１　 基本假设

确定弹性参数初值时，不必太精确，仅为给出

式（７）中设计变量的合理区间．根据初始叶片组的

实际分布和叶片间的传力特征，如叶片沿方向 ｏ１ｚ１
独立分布，ｏ１ｚ１ 方向的正应变不能产生该方向的正

应力，可假设式（５）弹性矩阵 Ｄ０ 中的 ｄ３３ ＝ ０，同理，
假设 ｄ５５ ＝ｄ２３ ＝ｄ１３ ＝ ０．考虑到 ｄ１１与三维板的横向振

动有关，在后续 ０、１ 节径的模态中影响不显著，优
化时，可暂将初值假设为：

ｄ１１≈ｄ２２ （８）
ｄ１２是 ｘ 方向应变与其引起的 ｙ 方向的应力之比，改
变 ｄ１２的大小，对最终频率的影响亦不显著，优化前

可将其初值设为：

ｄ１２≈
ｄ１１

２（１＋μ）
（９）

故仅剩三个待定的弹性参数 ｄ２２、ｄ４４和 ｄ６６，可通过

不同工况下的静力学等效估算其初值，静力学等效

５５４
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原则为：等效前后的模型受相同外力，产生相同的

变形．算例中通过施加外力 ｆｘ 和外力矩 ｍｚ，依据上

述等效原则可求得初值，等效时基于单条叶片，实
现过程基于最小势能原理．

公式推导中，可将回转排列的叶片组近似看作

平行排列，那么单条叶片的等效及弹性参数初值的

计算公式推导均可在直角坐标系下完成．将等效单

条叶片的弹性板沿周向复制若干次即可得到整体

的等效环板模型．
２．２　 等效环板弹性参数估算公式

假定等效叶片组的三维板，在受到一定外力

（包含弯矩、拉力、剪力）作用下的变形位移 ｕ 是关

于未知系数 ａ 的线性函数，关系式为：
ｕ＝Ｎ（ｘ，ｙ，ｚ）ａ

（１０）
其中：

ｕ＝｛ｕ，ｖ，ｗ｝ Ｔ， ａ＝｛ａ１，ａ２，ａ３｝ Ｔ

Ｎ（ｘ，ｙ，ｚ）＝

Ｎ１１（ｘ，ｙ，ｚ） Ｎ１２（ｘ，ｙ，ｚ） Ｎ１３（ｘ，ｙ，ｚ）

Ｎ２１（ｘ，ｙ，ｚ） Ｎ２２（ｘ，ｙ，ｚ） Ｎ２３（ｘ，ｙ，ｚ）

Ｎ３１（ｘ，ｙ，ｚ） Ｎ３２（ｘ，ｙ，ｚ） Ｎ３３（ｘ，ｙ，ｚ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｎ（ｘ，ｙ，ｚ）的形式可根据初始叶片受力后的实际变

形设定．根据几何方程，得应变场：
ε＝Ｐａ （１１）

利用本构方程可得应力场，由于刚度矩阵中包含待

定的弹性参数，故将应力场表达为关于弹性参数的

函数形式，如下：
σ（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６）＝ Ｄε

（１２）
积分可得到弹性应变能：

Ｖ（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６） ＝ １
２ ∭Ω σＴεｄΩ

（１３）
体积分域 Ω 根据等效三维板的实际体积决定．将式

（１１）、（１２）代入式（１３）中，可进一步将弹性应变能

整理成关于未知系数 ａ 的二次型形式：

Ｖ（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６）＝
１
２
ａＴＡａ

（１４）
其中：

Ａ ＝ ∭
Ω

ＰＴＤＴＰｄΩ

（１５）
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∂Ｎ３２

∂ｙ
∂Ｎ２３

∂ｚ
＋
∂Ｎ３３

∂ｙ
∂Ｎ１１

∂ｚ
＋
∂Ｎ３１

∂ｘ
∂Ｎ１２

∂ｚ
＋
∂Ｎ３２

∂ｘ
∂Ｎ１３

∂ｚ
＋
∂Ｎ３３

∂ｘ
∂Ｎ１１

∂ｙ
＋
∂Ｎ２１

∂ｘ
∂Ｎ１２

∂ｙ
＋
∂Ｎ２２

∂ｘ
∂Ｎ１３

∂ｙ
＋
∂Ｎ２３

∂ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

（ｘ，ｙ，ｚ）

若在与叶片与叶冠相连的面上施加外力 ｆ，产
生位移 ｕ，则外力对等效三维板的做功大小为：

Ｗ ＝ ∬
Ｓ

ｕＴｆｄＳ ＝ ｂＴａ （１６）

其中：

ｂ ＝ ∬
Ｓ

Ｎ（ｘ，ｙ，ｚ） ＴｆｄＳ （１７）

面积分域 Ｓ 由等效三维板受力面的实际大小决定．
若在与叶片与叶冠相连的面上施加外力矩 ｍ，产生

转角 θ，则在计算做功时，分别用 ｍ，θ 替换式（１６）
中的 ｆ，ｕ 即可．

综上，可得环板受外力作用变形后的总势能表

达式如下：

Π（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６）＝ Ｖ－Ｗ＝ １
２
ａＴＡａ－ｂＴａ （１８）

依据最小势能原理的驻值条件［１９］，可求得：
ａ（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６）＝ Ａ－１ｂ （１９）

将式（１９）代入（１０）中，得到仅含有未知弹性参数

的位移表达式：
ｕ（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６）＝ Ｎ（ｘ，ｙ，ｚ）Ａ－１ｂ （２０）
初始叶片组模型受相同外力后的变形位移数

值可经过有限元静力分析得到，提取典型节点的位

移向量，记为 􀭹ｕ，令：
ｕ（ｄ１１，ｄ１２，…，ｄ６６）＝ 􀭹ｕ （２１）

即可构造方程组，求解后得到待定弹性参数值，以
此作为三维环板弹性参数的初值．

３　 算例

算例的初始叶片组模型如图 １，共含有 ７２ 条

叶片，每隔 ５°均匀分布．等效时，将每隔 ５°分布的单

条叶片等效为占据 ５°的弹性板，如图 ６ 中所示环板

６５４
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上标注的 ５°扇区阴影区域．完成单个扇区的等效建

模后，绕轴旋转复制 ７１ 次即得到叶片组等效后的

三维环板模型．

图 ６　 等效叶片组的三维带冠环板几何尺寸示意图

Ｆｉｇ．６　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｓｉｚｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅ

ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｂｌａｄｅ ｇｒｏｕｐ

初始叶片组模型的几何与材料等物理参数值

见表 １，均采用国际单位制．
表 １　 叶片组模型物理参数表

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｂｌａｄｅ ｇｒｏｕｐ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｖａｌｕｅ
Ｉｎｎｅｒ Ｓｅｍｉ Ｄｉａｍｅｔｅｒ Ｒ０ ／ ｍ ０．２３５１

Ｅｘｔｅｒｎａｌ Ｓｅｍｉ Ｄｉａｍｅｔｅｒ Ｒ１ ／ ｍ ０．３５４２
Ｍａｓｓ Ｍｂ ／ ｋｇ ８．９４０２

Ｍｏｍｅｎｔ Ｉｎｅｒｔｉａ Ｉｂ ／ ｍ４ ０．３５９６
Ｍａｓｓ Ｄｅｎｓｉｔｙ ρｂ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ７８００

叶冠为各向同性的轴对称柱壳，几何与材料等

物理参数值见表 ２，模型不需等效．
表 ２　 叶冠模型参数表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｈｒｏｕｄ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｖａｌｕｅ
Ｈｅｉｇｈｔ ｂ ／ ｍ ０．０２９５
Ｗｉｄｔｈ ｄ ／ ｍ ０．００１３

Ｍａｓｓ Ｄｅｎｓｉｔｙ ρ（ｓ） ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ７８００
Ｙｏｕｎｇ Ｍｏｄｕｌｕｓ Ｅ ／ ＧＰａ ２１１

Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｒａｔｉｏ μ ０．３

３．１　 等效环板的厚度、密度

等效单条叶片的三维弹性板，密度 ρ 取为与初

始叶片组相等，即 ρ＝ ρｂ，ｙ 方向（径向）的长度 Ｙ 为

叶片内、外径之差，外缘 ｚ 方向的长度 Ｚ 可用弧长

近似，即：

Ｙ＝Ｒ１－Ｒ０ ＝ ０．１１９１ｍ
Ｚ≈Ｒ１θ＝ ０．０３１ｍ （２２）

式中 θ＝π ／ ３６，将表 １ 数据代入公式（１） ～ （３）中，
经计算可得等效环板的厚度分布函数为：

ｈ^（ ｒ）＝ ０．０２７５－０．０７４７ｒ （２３）
３．２　 等效环板的弹性参数

基于第 ２ 节分析思路，首先确定材料坐标系与

总体坐标系间的夹角 α＝ ６６°．将 α＝ ６６°代入转轴公

式中，计算得总体坐标系下的刚度矩阵 Ｄ 为：

Ｄ＝
Ｄ１１ Ｄ１２

Ｄ１２
Ｔ Ｄ２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（２４）

其中：

Ｄ１１ ＝

０．０３ｄ１１ ０．１７ｄ１２ ０．１４ｄ１１

０．１７ｄ１２ ｄ２２ ０．８３ｄ１２

０．１４ｄ１１ ０．８３ｄ１２ ０．７０ｄ１１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｄ１２ ＝

０ ０．０６ｄ１１ ０

０ ０．３７ｄ１２ ０

０ ０．３１ｄ１１ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｄ２２ ＝

０．１６ｄ４４＋０．８３ｄ６６ ０ ０．３７（ｄ６６－ｄ４４）

０ ０．１４ｄ１１ ０

０．３７（ｄ６６－ｄ４４） ０ ０．８３ｄ４４＋０．１７ｄ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

以下分别施加外力矩 ｍｚ 和外力 ｆｘ，通过静力学等

效求得 ｄ２２、ｄ４４和 ｄ６６的初值．
第一步，构造纯弯曲变形，确定 ｄ２２ ．叶根固定，

叶冠处受沿 ｚ 方向的力矩：

ｍｚ ＝
０
０
ｍｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝
０
０
１

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

（２５）

静力分析后，初始单条叶片在 ｘｏｙ 和 ｙｏｚ 平面

的变形如图 ７ 所示．黑色虚线为变形前叶片组位

置，蓝色实线为变形后叶片组位置．可见，叶片 ｘ 方

向几乎无变形位移，在 ｙｏｚ 平面的变形可近似看成

欧拉梁，其中 ｚ 方向的变形可用二次函数模拟，因
此可设等效三维板的位移场为：

ｕＭｚ
＝ ０

ｖＭｚ
＝ －ｚ

∂ｗＭｚ

∂ｙ
ｗＭｚ

＝ ｂ１ｙ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２６）

将式（２５）、（２６）代入（１０） ～ （２０）可得等效板

的位移场表达式，其中包含了待定弹性参数 ｄ２２ ．

７５４
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ｕＭｚ
＝ ０

ｖＭｚ
＝ ８ｙｚ
（０．１８５－０．２５１Ｙ）Ｚ３ｄ２２

ｗＭｚ
＝ － ４ｙ２

（０．１８５－０．２５１Ｙ）Ｚ３ｄ２２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（２７）

将等效环板最大 ｙ 坐标所在平面上的中心点坐标

和位移数值代入（２７），可求解出 ｄ２２，结果为：
ｄ２２ ＝ ２．９×１０１２Ｐａ （２８）

图 ７　 受外力矩作用的叶片 ｘｏｙ 和 ｙｏｚ 平面变形图

Ｆｉｇ．７　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｌａｄｅ ｕｎｄｅｒ ｍｏｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ

ｏｆ ｘｏｙ ａｎｄ ｙｏｚ

第二步，构造纯剪变形，确定 ｄ４４和 ｄ６６ ．叶根固

定，叶冠处受沿 ｘ 方向的外力：

ｆｘ ＝
ｆｘ
０
０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝
１
０
０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

（２９）

静力分析后，初始单条叶片在 ｘｏｙ 和 ｙｏｚ 平面的变

形如图 ８ 所示．黑色虚线为变形前叶片组位置，蓝
色实线为变形后叶片组位置．

可见，叶片在 ｙ 方向无位移，ｘ，ｚ 方向的变形可

用三次函数模拟，故设等效板的位移场为：
ｕＦｘ

＝ －ａ１ｙ２（２ｙ－３Ｙ）

ｖＦｘ
＝ ０

ｗＦｘ
＝ －ａ２ｙ２（２ｙ－３Ｙ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３０）

将式（２９）、（３０）代入式（１０） ～ （２０）可得关于

ｄ４４，ｄ６６的位移表达式，将等效环板最大 ｙ 坐标所在

平面上的中心点坐标和位移数值代入可求得：
ｄ４４ ＝ ６．５×１０１４Ｐａ

ｄ６６ ＝ １．９×１０７Ｐａ （３１）

图 ８　 受外力矩作用的叶片 ｘｏｙ 和 ｙｏｚ 平面变形图

Ｆｉｇ．８　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｂｌａｄｅ ｕｎｄｅｒ ｍｏｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ

ｏｆ ｘｏｙ ａｎｄ ｙｏｚ

参见第 ２．１ 节式（８）、（９），可将 ｄ１１，ｄ１２ 的初值取

为：
ｄ１１ ＝ｄ２２ ＝ ２．９×１０１２Ｐａ
ｄ１２ ＝ １．１×１０１２Ｐａ （３２）
根据式（７）、设置设计变量的可行域，建立数

学规划模型．

ｍｉｎ
ω^０（ｄ）－ω０

ω０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
ω^１（ｄ）－ω１

ω１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｓ．ｔ．　 ｄ∈［１０６，１０１５］×［１０６，１０１５］×
［１０６，１０１５］×［１０６，１０１５］×［１０６，１０１５］

（３３）
其中，ｄ＝｛ｄ１１，ｄ１２，ｄ２２，ｄ４４，ｄ６６｝，将式（２８）、（３１）和
（３２）中的数据作为初值，利用 ＭＳＣ．Ｎａｓｔｒａｎ 的动力

优化功能［２０］ 得弹性参数终值．迭代计算后可确定

环板弹性参数的终值为：
ｄ１１ ＝ｄ２２ ＝ ４．１×１０１２Ｐａ

ｄ１２ ＝ ３．５×１０１０Ｐａ

ｄ４４ ＝ ８．２×１０１４Ｐａ

ｄ６６ ＝ ６．１×１０７Ｐａ （３４）
利用上述方法求得三维环板建模所需的全部

几何、材料参数后，可在 Ｐａｔｒａｎ 中建立环板的有限

元模型，将等效三维环板模型与初始轮盘组合后可

得到三维叶盘缩聚模型．
３．３　 等效结果与分析

模态分析后得到的叶盘缩聚模型与初始叶盘

模型的 ０、１ 节径模态变形云图如图 ９，可见模态变

形的横向等位移线基本一致．

８５４
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图 ９　 初始与三维叶盘缩聚模型模态云图对比

Ｆｉｇ．９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｍｏｄａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｆｏｒ ｉｎｉｔｉａｌ

ａｎｄ ｒｅｄｕｃｅｄ ｂｌａｄｅｄ ｄｉｓｋ

利用两种模型计算得到的固有频率结果如表

３，其中 ０ 节径和 １ 节径的固有频率相差分别为

－４．１８％和 １．３１％．算例中，初始叶盘模型为回转周

期结构，模态分析需用到单个扇区的模型，节点数

目约为 ３１００；等效后的缩聚模型为轴对称分布，模
态分析时仅需用到子午面的模型，节点数目不足

３５０，可大大降低模型动力学分析时的自由度数目，
达到高效计算的目的．

表 ３　 初始与三维板缩聚模型固有频率数据结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｉｎｉｔｉａｌ ａｎｄ ｒｅｄｕｃｅｄ ｍｏｄｅｌ

Ｎａｔｕａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ０ Ｄｉａｍｅｔｅｒ １ Ｄｉａｍｅｔｅｒ
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ Ｉｎｉｔｉａｌ Ｍｏｄｅｌ ３４１．２８Ｈｚ ２６３．６４Ｈｚ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ３Ｄ Ｒｅｄｕｃｅｄ Ｍｏｄｅｌ ３２６．８９Ｈｚ ２６７．０９Ｈｚ
Ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｅｒｒｏｒ －４．１８％ １．３１％

文章［１８］建立的二维叶盘缩聚模型与本文建立

三维叶盘缩聚模型模态变形后的单元轮廓对比图

如图 １０ 所示，黑色线条和蓝色线条分别为模态变

形前、后的单元轮廓线，可见，三维叶盘缩聚模型与

二维叶盘缩聚模型相比，更能正确表现叶片⁃轮盘

的轴向⁃周向振动耦合效应．分析表明，文中的等效

建模方法能相当可观的降低叶盘整体有限元分析

的自由度数目，且用缩聚模型计算得到的低阶振动

固有频率具有的足够精度．

图 １０　 二维与三维叶盘缩聚模型模态变形单元轮廓图

Ｆｉｇ．１０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ ｍｏｄａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｎｅｐｈｏｇｒａｍ ｆｏｒ

２Ｄ ＆ ３Ｄ ｒｅｄｕｃｅｄ ｂｌａｄｅｄ ｄｉｓｋ

４　 结语

在较小的尺度上，叶片组是由叶片按照固定回

转角度沿周向对称排列的周期性重复结构．在较大

的尺度上，这种周期性重复结构可以被近似地均质

化，这样可使得分析和计算难度大大降低．对于叶

片组的等效建模思路，本文选用各项异性环形板等

效周期性重复的叶片组三维有限元模型，在保证两

种模型外观特征尺寸一致、整体质量和惯量相同的

条件下，通过调节等效环板模型的弹性模量等参

数，使得初始模型和等效模型的主要固有频率和模

态具有相似的特征．
实现模型的等效时，综合运用了弹性力学中的

最小势能等原理，给出了具有可操作性的确定等效

模型参数的方法，并以航空发动机带叶冠的低压涡

轮叶片⁃轮盘模型为具体应用实例，展示了模型等

效的步骤．对于设计状态已确定的单级叶盘，等效

的环板和轮盘组合体具有轴对称特点，故计算效率

高，可直接应用于转子的整体动力学计算，也可为

转子系统的优化设计等应用提供精度和效率兼顾

９５４
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