
第 １６ 卷第 ５ 期 ２０１８ 年 １０ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１８ ／ １６⑸ ／ ４４８⁃５

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１６ Ｎｏ．５
Ｏｃｔ． ２０１８

２０１７⁃０１⁃０５ 收到第 １ 稿，２０１７⁃０７⁃１５ 收到修改稿．
∗国家自然科学基金资助项目（６１３６４００３），重庆市教委科学技术研究项目（ＫＪ１５００９１５），重庆理工大学科研启动基金（２０１３ＺＤ２２）
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｈｗｕａ＠ １６３．ｃｏｍ， ｚｈａｎｇｈｗｕａ＠ ｃｑｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

耦合调和振子网络系统的联合连通同步∗

张华１，２† 　 万明非１ 　 颜青１ 　 杨伟１

（１．重庆理工大学 理学院， 重庆　 ４０００５４） （２．铜仁学院 大数据学院， 铜仁　 ５５４３００）

摘要　 论文分析了耦合调和振子网络系统在联合连通网络拓扑结构下的引导⁃跟随同步问题．假定每个网络

拓扑结构图不连通，但它们在有限时间内能够联合连通，利用代数图论，李雅普诺夫稳定性理论和 ＬａＳａｌｌｅ 不

变原理，证明了该系统的同步稳定性．最后，数值模拟进一步验证了所得理论结果的正确性和有效性．
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引言

网络型调和振子系统来源于由阻尼、 弹簧和

质量构成的一种耦合力学模型．二阶网络型调和振

子模型如下所示［１］：

ｘ̈ｉ ＋ αｘｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ ｔ）（ ｘ̇ｉ － ｘ̇ ｊ） ＝ ０ （１）

其中 ｘｉ∈Ｒ（ ｉ＝ １，２，…，Ｎ）表示第 ｉ 个振子的位移，
α＞０ 为单个振子的位移增益或者振动频率，ａｉｊ（ ｔ）
是 ｉ，ｊ 两个振子的相互作用．若令 ｒｉ ＝ ｘｉ，ｖｉ ＝ ｘ̇ｉ，则该

方程可以写成如下一阶微分方程组形式：
ｒ̇ｉ（ ｔ）＝ ｖｉ（ ｔ）

ｖ̇ｉ（ ｔ）＝ －αｒｉ（ ｔ）＋ｕｉ（ ｔ）
{ （２）

其中 ｕｉ（ ｔ）＝ －ａｉｊ（ ｖｉ（ ｔ） －ｖｊ（ ｔ）），ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，表示

对对第 ｉ 个振子的控制输入．Ｂａｌｌａｒｄ 等对模型（２）
进行了离散模化处理，并提出了一个离散时间下的

控制输入协议［２］ ．Ｓｕ 等利用振子间感应距离的概

念，通过建立适当的控制输入使得每个振子在没有

任何连通假设下仍能达到同步［３］ ．Ｚｈａｎｇ 等利用平

均速度的概念在无法测量速度的情况下用位移耦

合代替速度耦合分析了调和振子系统的同步［４］ ．
在现实世界复杂的网络环境中，系统的网络结

构不可能一直都保持不变，并且不是所有的系统都

是同构系统．此外，外界各种因素对系统的干扰可

能造成诸如通信阻隔、通信延迟、控制输入缺失、参
数扰动以及传输误差等多方面的问题．为此，孙一

杰等分析了异构多智能体在有向图下的广义平均

一致性，利用非负矩阵理论和特征值扰动等方法，
提出了一种基于辅助变量的线性一致性协议使得

系统能在任意强连通有向结构下达到一致［５］ ．
Ｚｈａｎｇ 等利用采样控制技术研究了耦合调和振子

系统具有控制输入缺失的情况，通过建立误差系统

求出系统的迭代解，然后通过分析迭代矩阵的范数

得到了系统一致的充分条件［６］ ．Ｚｈｏｕ 等利用脉冲控

制技术分析了二阶调和振子系统的脉冲一致性，通
过建立相应的误差系统，利用矩阵谱分析的方法得

到了系统的稳定所需要满足的充分条件［７］ ．Ｚｈｏｕ 在

文献［６］的基础上分析了具有输入时滞的网络型

调和振子系统的采样同步问题［８］ ．Ｓｕｎ 等在不考虑

控制输入缺失的情况下将文献［６］中的无向图推

广到有向图情形，并分析了时滞对系统同步性能的

影响［９］ ．此外，Ｓｕｎ 等还分析了具有随机扰动的阻

尼器的调和振子系统［１０］，通过建立随机李雅普诺

夫方程来得到系统稳定的充分条件．Ｗａｎｇ 基于脉

冲控制技术，在振子耦合瞬间加入了测量误差，利
用均方收敛的概念得到了系统同步的充分条件，并
给出了系统的收敛域［１１］ ．

值得注意的是以上研究都是基于系统拓扑结

构图是连通的（拓扑结构为无向图）或是有一棵有

向生成树（拓扑结构为有向图）的假设条件下讨论

的．然而，在实际应用中由于各种外界因素的影响，
系统的拓扑结构无法固定不变，并且每一时刻都能
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保持网络连通的条件也十分苛刻．所以在网络结构

为切换拓扑或联合连通的情况下分析系统的同步

性是有科学意义的．例如，唐朝君分析了切换拓扑

下离散时间多智能体系统的包含控制［１２］ ．Ｈｏｎｇ 等

分析了二阶多智能体系统在联合连通下的引导跟

随同步问题［１３］ ．Ｌｉｎ 等在没有引导者的情况下分析

了二阶多智能体的同步问题，并考虑了时间延迟对

系统的影响［１４］ ．Ｍｏ 等分析了异构的多智能体系统

在联合连通下的引导跟随同步［１５］ ．Ｙｕ 和 Ｍｕ 在自

适应控制的情况下考虑了多智能体系统在联合连

通下的引导跟随同步［１６，１７］ ． Ｗａｎｇ 在具有层次结构

的系统中分析了联合连通下的引导跟随同步［１８］ ．
然而，迄今就作者所知鲜有关于网络型调和振子系

统在联合连通下的同步问题的研究报道．为此，我
们在本文中分析了网络型调和振子在联合连通下

的引导跟随同步动力学．

１　 预备知识

１．１　 符号说明

ＲＮ 表示 Ｎ 维实向量空间，１Ｎ 表示所有元素为

１ 的 Ｎ 维列向量，０Ｎ 表示所有元素为 ０ 的 Ｎ 维列

向量， · 表示向量的欧式范数．ＩＮ 表示 Ｎ 阶单位

矩阵，ＯＮ 表示所有元素为 Ｏ 的 Ｎ 阶零矩阵．
１．２　 代数图论

令 Ｇ＝ （ν，ε，Ａ）表示一个图，ν ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝
代表图的顶点集，ε⊆ν×ν 是图的边集．如果对 ｉ≠ｊ，
（ ｉ，ｊ）∈ε 都有（ ｊ，ｉ）∈ε，则图 Ｇ 称为无向图，反之

为有向图．矩阵 Ａ ＝ ［ａｉｊ］ Ｎ×Ｎ表示图的邻接矩阵，其
中 ａｉｊ＞０ 当且仅当（ ｉ，ｊ）∈ε．称一个由图中边构成的

序列（ ｉ，ｉ１），（ ｉ１，ｉ２），…，（ ｉｌ，ｊ） 为点 ｉ 到 ｊ 的一条路

径．如果图中任意两个不同的节点之间至少存在一

条路径则称该图为连通图．

定义 ｄｉ  ∑Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ 为点 ｉ 的度．记对角矩阵 Ｄ

＝ｄｉａｇ（ｄ１，…，ｄＮ） ．图的拉普拉斯矩阵定义为 Ｌ ＝Ｄ

－Ａ．点 ０ 表示引导者，图 Ｇ＝（ν，ε，Ａ）表示在图 Ｇ 中

加入了引导者的图，其中 ν ＝ ν∪｛０｝，记 Ｂ ＝ ｄｉａｇ
（ｂ１，ｂ２，…，ｂＮ），其中当（ ｉ，０）∉ε 时 ｂｉ ＝ ０．当（ ｉ，０）

∈ε 时 ｂｉ＞０．在图 Ｇ 中定义矩阵 Ｈ＝Ｌ＋Ｂ，Ｌ 为 Ｇ 的

拉普拉斯矩阵．如果对 Ｇ 中的每个点 ｉ 都有一条到

引导者的有向路径，则称图 Ｇ 的引导者是全局可

达的．对一个具有 Ｋ 个时变拓扑结构的网络系统，

Ｇｉ（ ｉ∈ｐ）表示第 ｉ 个拓扑结构的图，其中 ｐ ＝ ｛１，２，
…，Ｋ｝ ．映射 σ：Ｒ→ｐ 表示随机切换信号，于是 ｔ 时
刻系统的拓扑结构图可记成 Ｇσ（ ｔ），其相应的邻接

矩阵和拉普拉斯矩阵分别记为 Ａσ（ ｔ） 和 Ｌσ（ ｔ） ．相应

的带有引导者的切换系统有矩阵 Ｂσ（ ｔ），Ｈσ（ ｔ） ．对任

意 ｍ 个具有相同顶点的无向图 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ，记

Ｇ１，…，ｍ ＝ （ ν， ε１，…，ｍ， Ａ１，…，ｍ ），其中 ε１，…，ｍ ＝ ∪
ｍ

ｉ＝１
εｉ，

Ａ１，…，ｍ为相应邻接矩阵．如果图 Ｇ１，…，ｍ是连通的，则
称 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ 是联合连通的．对加入引导者后的

无向图 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ，如果 Ｇ１，…，ｍ是连通的，则 Ｇ１，

Ｇ２，…，Ｇｍ 是联合连通的．

２　 联合连通下耦合调和振子网络系统的引

导⁃跟随同步

令 ｒ０（ ｔ），ｖ０（ ｔ）分别表示引导者的位置和速度，
其动力学方程如下：

ｒ̇０（ ｔ）＝ ｖ０（ ｔ），ｖ̇０（ ｔ）＝ －αｒ０（ ｔ） （３）
下面对系统（２）考虑如下控制输入协议：

ｕｉ（ｔ）＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝１
ａ（σ（ｔ））
ｉｊ （ｖｊ（ｔ） － ｖｉ（ｔ）） ＋ ｂ（σ（ｔ））ｉ （ｖ０（ｔ） － ｖｉ（ｔ））

（４）
令 ｒ（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ），ｒ２（ ｔ），…，ｒＮ（ ｔ）[ ] Ｔ，

ｖ（ ｔ）＝ ｖ１（ ｔ），ｖ２（ ｔ），…，ｖＮ（ ｔ）[ ] Ｔ，
则系统（２）可以写成如下微分方程组形式：

ｒ̇（ ｔ）＝ ｖ（ ｔ）
ｖ̇（ ｔ）＝ －αｒ（ｔ）－Ｌσ（ ｔ） ｖ（ｔ）－Ｂσ（ ｔ）（ｖ（ｔ）－ｖ０（ｔ）１Ｎ）

{
（５）

定义 １　 调和振子系统（２）达到完全同步，如
果对任意初值 ｒｉ（０），ｖｉ（０），ｉ ＝ ０，１，２，…，Ｎ，都有

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｒｉ（ ｔ）－ｒ ｊ（ ｔ） ＝ ０， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｖｉ（ ｔ）－ｖｊ（ ｔ） ＝ ０， ｉ， ｊ ＝ １，

２，…，Ｎ．同理，带有引导者的调和振子系统达到同

步需满足：ｌｉｍ
ｔ→∞

ｒｉ（ ｔ）－ｒ０（ ｔ） ＝ ０， ｌｉｍ
ｔ→∞

ｖｉ（ ｔ）－ｖ０（ ｔ）

＝ ０，ｉ＝ １，２，…，Ｎ．
假设 １ 　 存在一个非空有界且有限的互不相

交的连续时间序列［ ｔｋ，ｔｋ＋１），ｋ＝ ０，１，…，ｔ０ ＝ ０，对某

一特定常数 Ｔ＞ ０，有 ｔｋ＋１ － ｔｋ ≤Ｔ．对每个区间［ ｔｋ，
ｔｋ＋１），都存在一个互不相交的子区间列［ ｔｋ０， ｔｋ１），
［ ｔｋ１，ｔｋ２），…，［ ｔｋ ｊ－１，ｔｋ ｊ），ｔｋ０ ＝ ｔｋ，ｔｋ ｊ ＝ ｔｋ＋１满足 ｔｋｉ － ｔｋｉ－１
≥τ，ｉ＝ １，２，…，ｊ，在每个［ ｔｋｉ－１，ｔｋｉ）子区间上系统拓

扑结构不变，只在在 ｔｋｉ时刻改变．即切换信号 σ 满

９４４
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足当 ｔ∈［ ｔｋｉ－１，ｔｋｉ），存在 ｐ∈ｐ，使得

σ（ ｔ）≡ｐ 且 σ（ ｔｋｉ）≠σ（ ｔｋｉ－１） ．
假设 ２　 在每一个区间［ ｔｋ，ｔｋ＋１）上系统所有可

能的拓扑结构是联合连通的．
引理 １（ＬａＳａｌｌｅ 不变集原理） ［１９］ 　 对于定义在

Ｒｎ 上的动态系统 ｘ̇ ＝ ｆ（ｘ），这里 ｆ（ｘ）是连续函数，
设 Ｖ（ｘ）为带有连续一阶偏导数的标量函数，并且

（ｉ）Ｖ（ｘ）→∞（ ｘ →∞时）；
（ｉｉ） Ｖ̇（ｘ）≤０ 对所有 ｘ 成立．

记 Ｓ 为所有使 Ｖ̇（ｘ）＝ ０ 的点的集合，Ｍ 为 Ｓ 中最大

不变集，那么，当 ｔ→∞ 时，ｘ̇＝ ｆ（ｘ）的所有解全局渐

近收敛于 Ｍ．
引理 ２［１３］ 　 如果图 Ｇｐ 是连通的，那么Ｈｐ 是正

定的．如果图 Ｇ ｉ１，Ｇ ｉ２，…，Ｇ ｉｍ 是联合连通的，那么

∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｈｉ ｊ 是正定的．

定理 １ 　 带有引导者的调和振子系统在控制

输入（４）下能够达到同步，如果假设 １ 和假设 ２ 成

立．
证明　 令误差函数 ｅ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ） －ｒ０（ ｔ）１Ｎ，ｓ（ ｔ）

＝ ｖ（ ｔ）－ｖ０（ ｔ）１Ｎ，ｘ（ ｔ）＝ ［ｅＴ（ ｔ），ｓＴ（ ｔ）］ Ｔ，则：

ｘ̇（ ｔ）＝
ＯＮ ＩＮ
－αＩＮ Ｌσ（ ｔ） ＋Ｂσ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｘ（ ｔ） （６）

记：

Ｗ（ ｔ）＝
ＯＮ ＩＮ
－αＩＮ Ｌσ（ ｔ） ＋Ｂσ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（７）

根据同步的定义，系统（５）同步等价于系统（６）的
零解是渐近稳定的．

构造如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
Ｖ（ｘ（ ｔ））＝ ｘＴ（ ｔ）Ｑｘ（ ｔ） （８）

其中 Ｑ＝
ＩＮ ＯＮ

ＯＮ
１
α
ＩＮ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． 根据假设 １，对 Ｖ（ｘ）沿系统

（６）的轨线在区间［ ｔｋｉ，ｔｋｉ＋１）上求导有：

Ｖ̇（ｘ（ ｔ））＝ ｘ̇ＴＱｘ＋ｘＴＱｘ̇＝ｘＴＷＴＱｘ＋ｘＴＱＷｘ

＝ －ｓＴｅ－ｅＴｓ－ １
α
ｓＴＨｓ＋ｓＴｅ－ｅＴｓ－ １

α
ｓＴＨｓ

＝ － ２
α
ｓＴＨσ（ ｔｋｉ）

ｓ≤０

令 Ｓ＝｛ｘ（ ｔ） ｜ Ｖ̇（ｘ（ ｔ））＝ ０｝，Ｍ 为 Ｓ 中的最大不变

集，由引理 ２，在 ｔ∈［ ｔｋ，ｔｋ＋１）上每个子图联合连通，
所以：

Ｈσ（ ｔｋ１）
＋Ｈσ（ ｔｋ２）

＋…＋Ｈσ（ ｔｋｊ）
＞０

如果：
Ｖ̇＝ －ｓＴＨσ（ ｔ） ｓ＝ ０， ｔ∈［ ｔｋ，ｔｋ＋１），

则有：
ｓＴ（Ｈσ（ ｔｋ１）

＋Ｈσ（ ｔｋ２）
＋…＋Ｈσ（ ｔｋｊ）

）ｓ＝ ０，

即：
Ｈσ（ ｔ） ｓ（ ｔ）＝ ０，　 ｔ∈［ ｔｋ，ｔｋ＋１） ．
下面证明 Ｍ 中只有（６）的零解． 由于 Ｍ 为系

统（６）的不变集，即Ｍ 中的元素为（６）的解，且Ｍ⊂
Ｓ，则∀ｘ（ ｔ）∈Ｍ，有：

ｘ̇（ ｔ）＝
ＯＮ ＩＮ
－αＩＮ ＯＮ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｘ（ ｔ），

该系统通解为：

ｘ（ ｔ）＝
ｃｏｓ（ α ｔ） １

α
ｓｉｎ（ α ｔ）

－ α ｓｉｎ（ α ｔ） ｃｏｓ（ α ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｘ（０）

（９）
由Ｈσ（ｔｋ１）

＋Ｈσ（ｔｋ２）
＋…＋Ｈσ（ｔｋｊ）

的正定性，要使 ｓＴ（Ｈσ（ｔｋ１）
＋

Ｈσ（ｔｋ２）
＋…＋Ｈσ（ｔｋｊ）

）ｓ ＝ ０ 恒成立，需 ｓ（ ｔ）≡０．所以要

使 ｘ（ ｔ）∈Ｍ，需有 ｓ（０）＝ ０．
不妨设 ｅ（０）≠０，那么存在一个 １≤ｑ≤Ｎ 使得

ｅｑ（０）＝ ｃ≠０，那么方程（７）的第 ｑ 个系统有如下

解：

ｅｑ（ ｔ）＝ ｃｏｓ（ α ｔ）ｅｑ（０）＋
１
α
ｓｉｎ（ α ｔ） ｓｑ（０）

ｓｑ（ ｔ）＝ － α ｓｉｎ（ α ｔ）ｅｑ（０）＋ｃｏｓ（ α ｔ） ｓｑ（０）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

即 ｅｑ（ ｔ）＝ ｃｃｏｓ（ α ｔ），ｓｑ（ ｔ）＝ －ｃ α ｓｉｎ（ α ｔ） ．

由 α＞０ 和 ｓｑ 的表达式可知，如果 ｃ≠０ 必存在 ｔ^＞０，

使得 ｓｑ（ ｔ^）≠０．这与 ｓ（ ｔ）≡０ 矛盾，故 ｅ（０）＝ ０．可知

Ｍ 中只有系统的零解，由引理 ２ 系统（６）的零解渐

近稳定，即耦合调和振子系统（５）能够达到同步．

３　 数值模拟

假定系统（５）含有 ５ 个跟随者和 １ 个引导者，该
系统的三种不连通的拓扑结构见图 １． 本文实验中，
对跟随者之间的耦合关系，如果 ｉ 与 ｊ 存在信息交

换，则 ａｉｊ ＝ ２．在拓扑结构图 Ｇ１ 中 ｂ（１）
１ ＝ １，在 Ｇ３ 中

ｂ（３）
５ ＝ ３，并假设系统按照如下 ３ 种方式任意切换：

ｉ） Ｇ１→Ｇ２→Ｇ３；

０５４
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ｉｉ） Ｇ３→Ｇ１→Ｇ２；

ｉｉｉ） Ｇ２→Ｇ３→Ｇ１ ．
固定 ｔｋｉ－ｔｋｉ－１ ＝ １，即切换间隔为 １，则此切换方

式满足假设 １，其中 τ＝ １，Ｔ＝ ３．取 α＝ ０．８，跟随者初

值 ｒ（０）＝ １，２，３，４，５[ ] Ｔ，ｖ（０）＝ － ５，４，３，２，１[ ] Ｔ ．
引导者初值 ｒ０（０）＝ １，ｖ０（０）＝ １．系统在这 ３ 种

切换方式下随机切换情况下，系统的位移和速度状

态的时间历程仿真结果如图 ２、图 ３ 所示．

图 １　 三个联合连通网络拓扑结构

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｒｅｅ ｊｏｉｎｔｌｙ⁃ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｏｐｏｌｏｇｉｅｓ

图 ２　 引导者⁃跟随者的位移状态时间历程曲线图，

∗表示切换时刻引导者的位置

Ｆｉｇ．２　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｅｒ ｓｙｓｔｅｍ，

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ａｓｔｅｒｉｓｋｓ ∗ ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ

ｔｈｅ ｌｅａｄｅｒ ａｔ ｔｈｅ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｉｎｓｔａｎｔｓ

图 ３　 引导者⁃跟随者的速度状态的时间历程曲线，

∗表示切换时刻引导者的速度状态

Ｆｉｇ．３　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｅｒ ｓｙｓｔｅｍ，

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ａｓｔｅｒｉｓｋｓ ∗ ｓｈｏｗ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｓｔａｔｅｓ ｏｆ

ｔｈｅ ｌｅａｄｅｒ ａｔ ｔｈｅ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｉｎｓｔａｎｔｓ

４　 结论

本文在系统通信拓扑结构具有联合连通特性

这一假设条件下，分析了网络型调和振子系统的引

导－跟随同步问题，在无向网络拓扑结构下证明了

所有的跟随者状态最终与引导者保持一致．数值模

拟也进一步验证了理论结果的正确性．对于没有引

导者的网络系统，其同步轨道与拓扑结构的切换方

式有关系，其准确解析表达式目前我们还没有一个

确切的算法能够算出，希望在后续研究中给出相关

结果．
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