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摘要　 本文以飞行器机翼为工程背景，将机翼简化为悬臂板模型，在应用经典板理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立

横向和面内激励共同作用下压电复合材料悬臂板的无量纲非线性偏微分方程的基础上，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法

将系统离散为两自由度的非线性常微分方程．然后考虑主参数共振⁃１ ∶３内共振，运用多尺度法将两自由度的

系统控制方程进行摄动分析，推导出四维平均方程．基于四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，使用 ＭＡＴＬＡＢ 软件研究了横

向外激励幅值和压电参数项对压电复合材料悬臂板非线性动力学行为的影响．结果表明，系统存在周期和混

沌运动，所得结论对实际工程具有指导意义．
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ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃０２８

引言

实际工作环境中，飞行器机翼是复杂的非线性

系统，传统分析方法是忽略系统控制方程中的非线

性项，利用线性系统近似描述工程问题，但在工程

应用中发现，这样的研究结果与实际相差甚远，因
此选择合适的方法对其进行研究是很重要的．对于

大多数非线性系统的运动控制方程而言，由于非线

性项的存在和复杂的边界条件，使得求其精确解几

乎是不可能的，因此只能用数值方法或者是近似解

析方法来研究．
摄动方法就是近似解析方法的一种，它是重要

的求解非线性方程的数学工具．多尺度法是摄动法

的一种，自 ２０ 世纪 ６０ 年代以来多尺度法经过 Ｎａｙ⁃
ｆｅｈ［１，２］等人的发展与完善，成为很有效的近似分析

方法，已被广泛的应用于各种非线性问题的分析

中．多尺度法的基本思想是根据变量的变化不同，
来区分快慢时间尺度，将响应的展开式考虑成为多

个时间变量，即多个时间尺度的函数，而不是单个

时间变量的函数．多尺度法具有很多优点，可以方

便地处理多种类型的非线性系统，它既能计算周期

运动也能分析衰减振动，既能分析稳态响应，也能

用于非稳态过程的研究中．
１９９８ 年 Ａｂｅ［３，４］ 分析了在四边简支矩形层合

板受到谐波激励时的非线性动力学，用多尺度法分

析了系统的稳态响应，得到了激励的振幅和线性固

有频率在三阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散下的关系． ２００８ 年

Ｈａｏ［５］等人利用高阶板壳理论和多尺度法研究了

面内激励和横向外激励联合作用下四边简支矩形

功能梯度板的非线性动力学行为．２００９ 年 Ｎｅｊａｄ［６］

等人研究了粘弹性悬臂板的非线性振动行为，利用

多尺度和摄动方法对系统进行了分析，研究了系统

的混沌运动，分叉等现象．２０１３ 年陈建恩［７］ 等人应

用多尺度法得到了横向载荷和面内载荷联合作用

下四边简支点阵夹芯板的平均方程．通过数值方法

研究了不同共振情况下点阵夹芯板的非线性振动

响应．２０１７ 年郭翔鹰［８］等人将机翼简化为压电纤维

复合材料悬臂中厚壳模型，采用多尺度法得到极坐

标形式的平均方程．通过数值方法得到了中厚壳结

构的幅频响应曲线、分叉图等．
以上文献建立的动力学模型多为简支板模型，

悬臂板较少，而压电复合材料层合悬臂板模型未
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见．本文以飞行器机翼为工程背景，在推导出压电

复合材料悬臂板的无量纲非线性偏微分方程的基

础上，将系统离散为两自由度的非线性常微分方

程；运用多尺度法进行摄动分析，推导出系统四维

直角坐标形式的平均方程；使用 ＭＡＴＬＡＢ 软件分

析了横向外激励幅值和压电参数项对复合材料悬

臂板在主参数共振⁃１ ∶３内共振情况下的非线性动

力学响应．

１　 基本方程

将飞行器机翼简化为复合材料层合悬臂板，建
立力学模型如图 １ 所示．悬臂板由三层材料组成，
中间 为 基 底 层， 材 料 选 用 石 墨 ／环 氧 （ ＨＴ３ ／
ＱＹ８９１１）树脂，上下两层为压电薄膜（ＰＶＤＦ）层．悬
臂板总的长、宽、厚分别为 ａ， ｂ， ｈ，建立直角坐标

系在板的中面，ＯＢ 方向为 ｘ 方向，ＯＡ 方向为 ｙ 方

向，板受横向激励 Ｆ０ ＋Ｆ１ｃｏｓ（Ω１ ｔ）和面内激励 ｐ０ ＋
ｐ１ｃｏｓ（Ω２ ｔ）的作用．

图 １　 复合材料层合压电悬臂板的力学模型

Ｆｉｇ．１　 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｌａｔｅ

根据经典板理论［９］ 及 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，得内力

表示的压电复合材料层合悬臂板的控制方程如下：
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压电复合材料层合悬臂板内力与应变关系为：
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其中，
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（Ｑｉｊ）ｋ（１，ｚ）ｄｚ，（ｉ，ｊ ＝ １，２，６）

（５）
式（５）中（Ｑｉｊ） ｋ 为第 ｋ 层材料的刚度系数．

将式（４）带入到式（１）中，得到广义位移表示

的压电复合材料层合悬臂板的控制方程如下：
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∂ｗ０

∂ｙ
∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋

ｂ１４

∂ｗ０

∂ｙ
∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋ｂ１５

∂ｗ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ
＋ｂ１６

∂３ｗ０

∂ｘ２∂ｙ
＋ｂ１７

∂３ｗ０

∂ｙ３

＝ ｂ１８

∂２ｖ０
∂ｔ２

＋ｂ１９

∂３ｗ０

∂ｙ∂ｔ２
（８ｂ）

ｃ１０
∂４ｗ０

∂ｘ４ ＋ｃ１１
∂４ｗ０

∂ｘ２∂ｙ２＋ｃ１２
∂４ｗ０

∂ｙ４ ＋ｃ１３
∂ｗ０

∂ｘ
∂３ｗ０

∂ｘ∂ｙ２＋

ｃ１４
∂ｗ０

∂ｙ
∂３ｗ０

∂ｘ２∂ｙ
＋ｃ１５

∂２ｗ０

∂ｘ２

∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋ｃ１６（
∂ｗ０

∂ｘ
） ２ ∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋

ｃ１７（
∂ｗ０

∂ｙ
）２ ∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋ｃ１８（
∂ｗ０

∂ｘ
）２ ∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋ｃ１９（
∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ
）２＋

ｃ２０（
∂ｗ０

∂ｙ
）２ ∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋ｃ２１
∂ｗ０

∂ｘ
∂ｗ０

∂ｙ
∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ
＋ｃ２２

∂ｕ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋

ｃ２３
∂ｖ０
∂ｙ

∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋ｃ２４
∂ｕ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋ｃ２５
∂ｖ０
∂ｙ

∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋

ｃ２６
∂ｕ０

∂ｙ
∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ
＋ｃ２７

∂ｖ０
∂ｘ

∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ
＋ｃ２８

∂２ｕ０

∂ｘ∂ｙ
∂ｗ０

∂ｙ
＋

ｃ２９
∂２ｖ０
∂ｘ∂ｙ

∂ｗ０

∂ｘ
＋ｃ３０

∂２ｕ０

∂ｘ２

∂ｗ０

∂ｘ
＋ｃ３１

∂２ｕ０

∂ｙ２

∂ｗ０

∂ｘ
＋

ｃ３２
∂２ｖ０
∂ｘ２

∂ｗ０

∂ｙ
＋ｃ３３

∂２ｖ０
∂ｙ２

∂ｗ０

∂ｙ
＋ｃ３４

∂３ｕ０

∂ｘ∂ｙ２＋ｃ３５
∂３ｕ０

∂ｘ３ ＋

ｃ３６
∂３ｖ０
∂ｘ２∂ｙ

＋ｃ３７
∂３ｖ０
∂ｙ３ ＋ｃ３８

∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋ｃ３９
∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋

ｃ４５ｃｏｓ（Ω１ ｔ）＝ ｃ４０
∂ｗ０

∂ｔ
＋ｃ４１

∂２ｗ０

∂ｔ２
＋ｃ４２

∂４ｗ０

∂ｔ２∂ｘ２＋

ｃ４３
∂４ｗ０

∂ｔ２∂ｙ２＋ｃ４４（
∂３ｕ０

∂ｔ２∂ｘ
＋
∂３ｖ０
∂ｔ２∂ｙ

） （８ｃ）

上式中系数的表达式见附录．
利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，采用悬臂梁和自由梁的模

态函数的组合作为悬臂板的模态函数［１０］，系统第

一、二阶无量纲模态函数形式如下：

ｕ０ ＝ｕ１（ ｔ）ｓｉｎ（
πｘ
２
）ｃｏｓ（πｙ）

ｖ０ ＝ ｖ１（ ｔ）ｓｉｎ（
πｘ
２
）ｃｏｓ（πｙ）

ｗ０ ＝ｗ１（ ｔ）α１β１＋ｗ２（ ｔ）α１β２ （９）
式中 ｕ１（ ｔ）表示 ｘ 方向的第一阶振幅，ｖ１（ ｔ）表示 ｙ
方向的第一阶振幅，ｗ１（ ｔ），ｗ２（ ｔ）分别表示横向即 ｚ
方向的第一、二阶振幅，αｉ，βｉ 的表达式如下：

α１ ＝ｃｏｓｈｋ１ｘ－ｃｏｓｋ１ｘ－φ１（ｓｉｎｈｋ１ｘ－ｓｉｎｋ１ｘ）

２４４
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ｃｏｓｋｉｃｏｓｈｋｉ＋１＝ ０， ｋｉ
４ ＝ω２ ρＡ

ＥＪ
（ ｉ＝ １）

φｉ ＝
ｓｉｎｈｋｉ－ｓｉｎｋｉ

ｃｏｓｈｋｉ＋ｃｏｓｋｉ
（ ｉ＝ １）

β１ ＝ｃｏｓｈｍ１ｙ＋ｃｏｓｍ１ｙ－φ１（ｓｉｎｈｍ１ｙ＋ｓｉｎｍ１ｙ）
β２ ＝ｃｏｓｈｍ２ｙ＋ｃｏｓｍ２ｙ－φ２（ｓｉｎｈｍ２ｙ＋ｓｉｎｍ２ｙ）

ｃｏｓｍｉｃｏｓｈｍｉ－１＝ ０， ｍｉ
４ ＝ω２ ρＡ

ＥＪ
（ ｉ＝ １，２）

φｉ ＝
ｃｏｓｈｍｉ－ｃｏｓｍｉ

ｓｉｎｈｍｉ－ｓｉｎｍｉ
（ ｉ＝ １，２） （１０）

忽略（８ａ）（８ｂ）方程的所有惯性项和（８ｃ）关于

ｕ０，ｖ０ 的惯性项，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，将（９）和（１０）
代入方程（８），得压电复合材料层合悬臂板的两自

由度的非线性常微分方程如下：
ｗ̈１＋μ１ｗ̇１＋（ω１

２＋ｑ１ｃｏｓΩ２ｔ＋ｑｐｃｏｓΩ２ｔ）ｗ１＋ｑ２ｗ２＋

ｑ３ｗ１
２ｗ２＋ｑ４ｗ２

２ｗ１＋ｑ５ｗ１
３＋ｑ６ｗ２

３ ＝ ｆ１ｃｏｓΩ１ ｔ

（１１ａ）
ｗ̈２＋μ２ｗ̇２＋（ω２

２＋ｒ１ｃｏｓΩ２ｔ＋ｒｐｃｏｓΩ２ｔ）ｗ２＋ｒ２ｗ１＋

ｒ３ｗ２
２ｗ１＋ｒ４ｗ１

２ｗ２＋ｒ５ｗ２
３＋ｒ６ｗ１

３ ＝ ｆ２ｃｏｓΩ１ ｔ （１１ｂ）

２　 摄动分析

由于多尺度法是求解非线性系统很有效的近

似分析方法，因此应用多尺度法对压电复合材料层

合悬臂板两个自由度非线性常微分方程（１１）进行

摄动分析，引入如下的尺度变换：
μ１→εμ１， μ２→εμ２， ｑ１→εｑ１， ｑｐ→εｑｐ， ｑ２→εｑ２，
ｑ３→εｑ３， ｑ４→εｑ４， ｑ５→εｑ５， ｑ６→εｑ６， ｒ１→εｒ１，
ｒｐ→εｒｐ， ｒ２→εｒ２， ｒ３→εｒ３， ｒ４→εｒ４， ｒ５→εｒ５，
ｒ６→εｒ６， ｆ１→εｆ１， ｆ２→εｆ２ （１２）

将变换公式（１２）代入方程（１１）得含小参数 ε 的方

程：
ｗ̈１＋εμ１ｗ̇１＋ω１

２ｗ１＋εｑ１ｃｏｓΩｔｗ１＋εｑｐｃｏｓΩｔｗ１＋

εｑ２ｗ２＋εｑ３ｗ１
２ｗ２＋εｑ４ｗ２

２ｗ１＋εｑ５ｗ１
３＋εｑ６ｗ２

３

＝εｆ１ｃｏｓΩｔ （１３ａ）
ｗ̈２＋εμ２ｗ̇２＋ω２

２ｗ２＋εｒ１ｃｏｓΩｔｗ２＋εｒｐｃｏｓΩｔｗ２＋

εｒ２ｗ１＋εｒ３ｗ２
２ｗ１＋εｒ４ｗ１

２ｗ２＋εｒ５ｗ２
３＋εｒ６ｗ１

３

＝εｆ２ｃｏｓΩｔ （１３ｂ）
为了获得压电复合材料层合悬臂板的四维平

均方程，假设方程（１３）有如下形式的解：
ｗ１（ ｔ，ε）＝ ｘ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｘ１（Ｔ０，Ｔ１） （１４ａ）
ｗ２（ ｔ，ε）＝ ｙ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｙ１（Ｔ０，Ｔ１） （１４ｂ）

其中 Ｔ０ ＝ ｔ，Ｔ１ ＝εｔ．

考虑主参数共振和 １ ∶３内共振，则有如下形式

的内共振关系：

ω１
２ ＝ １

９
Ω１

２＋εσ１，ω２
２ ＝Ω２

２＋εσ２，

Ω１ ＝Ω２ ＝Ω＝ω， ω２≈３ω１ （１５）
式中 ω１ 和 ω２ 为相应线性系统的第一阶和第二阶

固有频率，σ１ 和 σ２ 为系统的调谐参数．
把式（１４）和（１５）代入式（１３），并且比较方程

两边小摄动参数 ε 同阶次的系数，得到下面的微分

方程：
ε０ 阶 ：

Ｄ０
２ｘ０＋

１
９
ω２ｘ０ ＝ ０ （１６ａ）

Ｄ０
２ｙ０＋ω２ｙ０ ＝ ０ （１６ｂ）

ε１ 阶：

Ｄ０
２ｘ１＋

１
９
ω２ｘ１

＝ －μ１Ｄ０ｘ０－σ１ｘ０－２Ｄ０Ｄ１ｘ０－（ｑ１＋ｑｐ）ｘ０ｃｏｓωｔ－

ｑ２ｙ０－ｑ３ｘ０２ｙ０－ｑ４ｙ０２ｘ０－ｑ５ｘ０３－ｑ６ｙ０３＋ｆ１ｃｏｓωｔ （１７ａ）
Ｄ０

２ｙ１＋ω２ｙ１

＝ －μ２Ｄ０ｙ０－σ２ｙ０－２Ｄ０Ｄ１ｙ０－（ｒ１＋ｒｐ）ｙ０ｃｏｓωｔ－

ｒ２ｘ０－ｒ３ｙ０２ｘ０－ｒ４ｘ０２ｙ０－ｒ５ｙ０３－ｒ６ｘ０３＋ｆ２ｃｏｓωｔ （１７ｂ）
将方程（１３）的解用复数形式表示为：
ｘ０ ＝Ａ（Ｔ１）ｅｉω１Ｔ０＋Ａ（Ｔ１）ｅ

－ｉω１Ｔ０

＝Ａ（Ｔ１）ｅ
１
３ ｉωＴ０＋Ａ（Ｔ１）ｅ

－ １
３ ｉωＴ０ （１８ａ）

ｙ０ ＝Ｂ（Ｔ１）ｅｉω２Ｔ０＋Ｂ（Ｔ１）ｅ
－ｉω２Ｔ０

＝Ｂ（Ｔ１）ｅｉωＴ０＋Ｂ（Ｔ１）ｅ
－ｉωＴ０ （１８ｂ）

式中 Ａ，Ｂ 分别是 Ａ，Ｂ 的共轭．
将方程（１８）带入方程（１７），得下式：

Ｄ０
２ｘ１＋

１
９
ω２ｘ１ ＝－μ１Ａ

１
３
ｉωｅ

１
３ ｉωＴ０－σ１Ａｅ

１
３ ｉωＴ０－

　 Ｄ１Ａ
２
３
ｉωｅ

１
３ ｉωＴ０－（ｑ１＋ｑｐ）Ａｅ

１
３ ｉωＴ０ｃｏｓωｔ－ｑ２ＢｅｉωＴ０－

　 ｑ３（Ａ２Ｂｅ
１
３ ｉωＴ０＋２ＡＡＢｅｉωＴ０）－ｑ４（ＡＢ２ｅ

５
３ ｉωＴ０＋

　 ２ＡＢＢｅ
１
３ ｉωＴ０）－ｑ５（Ａ３ｅｉωＴ０＋３Ａ２Ａｅ

１
３ ｉωＴ０）－

　 ｑ６（Ｂ３ｅ３ｉωＴ０＋３Ｂ２ＢｅｉωＴ０）＋ １
２
ｆ１ｅｉωＴ０＋ｃｃ （１９ａ）

Ｄ０
２ｙ１＋ω２ｙ１ ＝－μ２ＢｉωｅｉωＴ０－σ２ＢｅｉωＴ０－

　 ２Ｄ１ＢｉωｅｉωＴ０－（ｒ１＋ｒｐ）ＢｅｉωＴ０ｃｏｓωｔ－ｒ２Ａｅ
１
３ ｉωＴ０－

　 ｒ３（ＡＢ２ｅ
７
３ ｉωＴ０＋ＡＢ２ｅ

５
３ ｉωＴ０＋２ＡＢＢｅ

１
３ ｉωＴ０）－

　 ｒ４（Ａ２Ｂｅ
１
３ ｉωＴ０＋２ＡＡＢｅｉωＴ０）－ｒ５（Ｂ３ｅ３ｉωＴ０＋

３４４
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　 ３Ｂ２ＢｅｉωＴ０）－ｒ６（Ａ３ｅｉωＴ０＋３Ａ２Ａｅ
１
３ ｉωＴ０）＋

　 １
２
ｆ２ｅｉωＴ０＋ｃｃ （１９ｂ）

式中的符号 ｃｃ 和 ＮＳＴ 分别表示方程（１９）右边函数

的共轭项和非长期项，令方程（１９）的长期项等于零，
可以得到复数形式平均方程如下：

Ｄ１Ａ＝－ １
２
μ１Ａ＋

３ｉ
２ω

σ１Ａ＋
３ｉ
２ω

（ｑ１＋ｑｐ）Ａｃｏｓωｔ＋

３ｉ
２ω

ｑ３Ａ２Ｂ＋３ｉ
ω
ｑ４ＡＢＢ＋

９ｉ
２ω

ｑ５Ａ２Ａ （２０ａ）

Ｄ１Ｂ＝－ １
２
μ２Ｂ＋

ｉ
２ω

σ２Ｂ＋
ｉ
２ω

（ｒ１＋ｒｐ）Ｂｃｏｓωｔ＋

ｉ
ω
ｒ４ＡＡＢ＋

３ｉ
２ω

ｒ５Ｂ２Ｂ＋ ｉ
２ω

ｒ６Ａ３－ ｉ
４ω

ｆ２ （２０ｂ）

令 Ａ＝ ｘ１＋ｉｘ２，Ｂ＝ ｘ３＋ｉｘ４，代入（２０）得直角坐标

形式的四维平均方程：

ｘ̇１ ＝ － １
２
μ１ｘ１－

３
２ω

σ１ｘ２－
３（ｑ１＋ｑｐ）

２ω
ｘ２ｃｏｓωｔ－

３ｑ３

２ω
（ｘ１

２ｘ４－２ｘ１ｘ２ｘ３－ｘ２
２ｘ４）－

３ｑ４

ω
（ｘ２ｘ３

２＋ｘ２ｘ４
２）－

９ｑ５

２ω
（ｘ１

２ｘ２＋ｘ２
３） （２１ａ）

ｘ̇２ ＝ － １
２
μ１ｘ２＋

３
２ω

σ１ｘ１＋
３（ｑ１＋ｑｐ）

２ω
ｘ１ｃｏｓωｔ＋

３ｑ３

２ω
（ｘ１

２ｘ３＋２ｘ１ｘ２ｘ４－ｘ２
２ｘ３）＋

３ｑ４

ω
（ｘ１ｘ３

２＋ｘ１ｘ４
２）＋

９ｑ５

２ω
（ｘ２

２ｘ１＋ｘ１
３） （２１ｂ）

ｘ̇３ ＝ － １
２
μ２ｘ３－

１
２ω

σ２ｘ４－
ｒ１＋ｒｐ
２ω

ｘ４ｃｏｓωｔ－

ｒ４
ω
（ｘ１

２ｘ４＋ｘ２
２ｘ４）－

３ｒ５
２ω

（ｘ３
２ｘ４＋ｘ４

３）－

ｒ６
２ω

（－ｘ２
３＋３ｘ１

２ｘ２） （２１ｃ）

ｘ̇４ ＝ － １
２
μ２ｘ４＋

１
２ω

σ２ｘ３＋
ｒ１＋ｒｐ
２ω

ｘ３ｃｏｓωｔ＋

ｒ４
ω
（ｘ１

２ｘ３＋ｘ２
２ｘ３）＋

３ｒ５
２ω

（ｘ４
２ｘ３＋ｘ３

３）＋

ｒ６
２ω

（ｘ１
３－３ｘ２

２ｘ１）－
ｆ２
４ω

（２１ｄ）

３　 数值模拟

本节在得到压电复合材料层合悬臂板四维直角

坐标平均方程（２１）的基础上，选取无量纲横向激励

幅值 ｆ２ 和压电参数项 ｑｐ 作为控制参数，基于四阶

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件对主参数共振⁃
１ ∶３内共振情况下的压电复合材料层合悬臂板进行

数值模拟分析，得到系统的非线性动力学响应．
３．１　 横向外激励幅值对系统非线性振动特性影响

由于横向外激励幅值是影响系统非线性振动

响应最重要的因素之一，所以首先研究 ｆ２ 对系统

的影响．选取系统初始条件和参数值为：
ｘ１０ ＝ －０．２３， ｘ２０ ＝ －０．４８， ｘ３０ ＝ ０．０２，
ｘ４０ ＝ －０．０１， μ１ ＝ ０．０２， μ２ ＝ ０．０４，
σ１ ＝ ０．２５， σ２ ＝ ０．３７， ｑ１ ＝ ４．５， ｑｐ ＝ ３．７，
ｑ３ ＝ ６．３， ｑ４ ＝ ０．７， ｑ５ ＝ ６．４， ｒ１ ＝ １．２，
ｒｐ ＝ ６．４， ｒ４ ＝ ０．４５， ｒ５ ＝ ０．３１， ｒ６ ＝ ４．９ （２２）
将式（２２）的值代入到方程（２１），采用 ＭＡＴ⁃

ＬＡＢ 软件，通过数值模拟，得到系统随横向外激励

幅值 ｆ２ 变化的分叉图如图 ２ 所示．由图可以看出，
系统存在周期和混沌运动，并且周期与混沌交替出

现，且混沌幅值远高于周期的幅值．当无量纲的横

向激励幅值从 ８４ 变化到 ９７ 时，系统依次呈现单倍

周期→混沌→单倍周期→混沌→单倍周期的变化

规律．

图 ２　 系统随横向激励幅值变化的分叉图

Ｆｉｇ．２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｆ２

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

为了验证分叉图的正确性，取 ｆ２ ＝ ８５，绘制系

统前两阶波形图、相图、庞加莱映射如图 ３ 所示．由
图可以看出，系统运动呈现为单倍周期运动．

由分叉图可以看出，当系统发生混沌时，系统

幅值会发生大幅跳跃，运动形式由单倍周期转换为

混沌形式．当取 ｆ２ ＝ ９０ 时，绘制前两阶的波形图、相
图、庞加莱映射如图 ４ 所示，由图 ４ 看出系统的运

动确实为混沌运动．

４４４
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图 ３　 单倍周期运动

Ｆｉｇ．３　 Ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｗｈｅｎ ｆ２ ＝ ８５

３．２　 压电参数项对系统非线性振动特性影响

为了分析压电材料在系统振动过程中对系统

非线性响应的影响，选取另一组初始条件和参数值

如下：
ｘ１０ ＝ １．４， ｘ２０ ＝ ２．７， ｘ３０ ＝ ０．０５， ｘ４０ ＝ －０．０９，
μ１ ＝０．０２， μ２ ＝０．０４， σ１ ＝７．５， σ２ ＝９．３，ｑ１ ＝１１．２，
ｑ３ ＝ ６．３，ｑ４ ＝ ３１．６， ｑ５ ＝ １．４，ｒ１ ＝ １．２， ｒｐ ＝ ９．７，
ｒ４ ＝ ６．１， ｒ５ ＝ ５．６， ｒ６ ＝ ２．７， ｆ２ ＝ ８５ （２３）
取压电参数项 ｑｐ 从 ０ 变化到 １５，得到系统的

分叉图如图 ５ 所示．由图可知，随着压电参数项的

增大，系统由三倍周期运动逐渐变为分叉运动，最
后呈现为混沌运动，因此压电参数项对系统的非线

性振动响应有很重要的调节作用．

４　 结论

本文研究了在横向激励和面内激励联合作用

下，压电复合材料层合悬臂板的非线性动力学响

应．应用经典板理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立系统无量

纲偏微分动力学方程，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对系统进

行二阶离散，得到两自由度的无量纲常微分方程．

图 ４　 混沌运动

Ｆｉｇ．４　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｗｈｅｎ ｆ２ ＝ ９０

图 ５　 系统随压电参数项变化的分叉图

Ｆｉｇ．５　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｑｐ ｗｉｔｈ

ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ

考虑主参数共振⁃１ ∶３内共振，运用多尺度法进行摄

动分析，推导出四维平均方程．选取一组合适的参

数，数值模拟得到横向外激励幅值对复合材料悬臂

板非线性动力学响应的影响．结果表明当无量纲的

横向激励幅值从 ８４ 变化到 ９７ 时，系统存在周期和

混沌运动，并且周期与混沌交替出现，且混沌幅值

远高于周期的幅值．
选取另一组参数值，绘制出了系统幅值随压电

参数项变化的分叉图，由图可知压电参数项对系统

５４４
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的非线性振动响应有很重要的调节作用．因此，在
实际工程中，可以通过改变系统外激励幅值或压电

参数项，来调节系统振动的幅值，保持系统振动的

稳定性．
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ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｔｅｒｍ ｏｎ ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｃａｎ⁃
ｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ ａｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｔｈｅ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ａｒｅ ｉｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ，　 ｉｎｔｅｒｎａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ，　 ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ，　 ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｃａｌｅｓ ｍｅｔｈｏｄ，　 ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ

６４４
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附录：
　 　 式（８）中的系数如下：

ａ１０ ＝ １， ａ１１ ＝
ａ２

ｂ２

Ａ６６

Ａ１１

，ａ１２ ＝
（Ａ１２＋Ａ６６）

Ａ１１

，

ａ１３ ＝
ｈ２

ａ２， ａ１４ ＝
ｈ２

ｂ２

Ａ６６

Ａ１１

， ａ１５ ＝
ｈ２

ｂ２Ａ１１

（Ａ１２＋Ａ６６），

ａ１６ ＝ － ｈ２

ｂ２Ａ１１

（Ｂ１２＋２Ｂ６６），ａ１７ ＝ －
ｈ２Ｂ１１

ａ２Ａ１１

，

ａ１８ ＝
ａ２π４

ｈ２

Ｉ０
Ａ１１

， ａ１９ ＝ － ａｂπ４

ｈ
Ｉ１
Ａ１１

，

ｂ１０ ＝ １， ｂ１１ ＝
ｂ２

ａ２

Ａ６６

Ａ２２

， ｂ１２ ＝
（Ａ２１＋Ａ６６）

Ａ２２

，

ｂ１３ ＝
ｈ２

ｂ２ ， ｂ１４ ＝
ｈ２

ａ２

Ａ６６

Ａ２２

， ｂ１５ ＝
ｈ２

ａ２Ａ２２

（Ａ２１＋Ａ６６），

ｂ１６ ＝ － ｈ２

ａ２Ａ２２

（Ｂ２１＋２Ｂ６６）， ｂ１７ ＝ －
ｈ２Ｂ２２

ｂ２Ａ２２

，

ｂ１８ ＝
ｂ２π４

ｈ２

Ｉ０
Ａ２２

， ｂ１９ ＝ － ａｂπ４

ｈ
Ｉ１
Ａ２２

，

ｃ１０ ＝ －
ｈ３Ｄ１１

ａ４ ， ｃ１１ ＝ － ｈ３

ａ２ｂ２（Ｄ２１＋４Ｄ６６＋Ｄ１２），

ｃ１２ ＝ －
ｈ３Ｄ２２

ａ４ ， ｃ１３ ＝ － ｈ３

ａ２ｂ２（Ｂ１２－Ｂ２１），

ｃ１４ ＝
ｈ３

ａ２ｂ２（Ｂ１２－Ｂ２１）， ｃ１５ ＝
ｈ３

ａ２ｂ２（２Ｂ６６－Ｂ１２－Ｂ２１），

ｃ１６ ＝
３ｈ３

２ａ４Ａ１１， ｃ１７ ＝
３ｈ３

２ｂ４Ａ２２，

ｃ１８ ＝
ｈ３

ａ２ｂ２（
１
２
Ａ２１＋Ａ６６），ｃ１９ ＝

ｈ３

ａ２ｂ２（
１
２
Ａ１２＋Ａ６６），

ｃ２０ ＝
ｈ３

ａ２ｂ２（Ｂ１２＋Ｂ２１－２Ｂ６６），

ｃ２１ ＝
ｈ３

ａ２ｂ２（Ａ２１＋４Ａ６６＋Ａ１２），

ｃ２２ ＝
ｈ
ａ２Ａ１１， ｃ２３ ＝Ａ２２， ｃ２４ ＝

ｈ
ｂ２ Ａ２１，

ｃ２５ ＝
ｈ
ａ２Ａ１２， ｃ２６ ＝

２ｈ
ｂ２ Ａ６６， ｃ２７ ＝

２ｈ
ａ２ Ａ６６，

ｃ２８ ＝
ｈ
ｂ２ （Ａ２１＋Ａ６６），ｃ２９ ＝

ｈ
ａ２（Ａ１２＋Ａ６６），

ｃ３０ ＝
ｈ
ａ２Ａ１１， ｃ３１ ＝

ｈ
ｂ２ Ａ６６， ｃ３２ ＝

ｈ
ａ２Ａ６６，

ｃ３３ ＝
ｈ
ｂ２ Ａ２２， ｃ３４ ＝

ｈ
ｂ２ （２Ｂ６６＋Ｂ２１），

ｃ３５ ＝
ｈ
ａ２（２Ｂ６６＋Ｂ１２）， ｃ３６ ＝

ｈ
ａ２Ｂ１１， ｃ３７ ＝

ｈ
ｂ２Ｂ２２，

ｃ３８ ＝ －Ｎｘｘ
ｐｃｏｓ（Ωｐ ｔ）

１
Ｅｈ

ｂ
ａ３ ，

ｃ３９ ＝ －［Ｎｙｙ
ｐｃｏｓ（Ωｐ ｔ）＋ｐ０＋ｐ１ｃｏｓ（Ω２ ｔ）］

１
Ｅｈ

ａ
ｂ３ ，

ｃ４０ ＝
π４ｈ３

ａ２ｂ２ ｃ３， ｃ４１ ＝
π４

ｈ
Ｉ０， ｃ４２ ＝ －π

４ｂ
ｈａ

Ｉ２，

ｃ４３ ＝ －π
４ａ
ｈｂ

Ｉ２， ｃ４４ ＝
π４ （ａｂ）

１
２

ｈ２ Ｉ１， ｃ４５ ＝Ｆ１ａ
ａｂ

Ｅｈ２

７４４


