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摘要　 近年来，由于变体飞行器能够通过改变结构几何参数从而有效地改善飞行特性，成为了各国研究的

热点问题． 然而气动弹性问题一直是制约变体飞行器发展的瓶颈． 所以，通过计算特殊形状变体飞行器的气

动特性并分析结构的动态稳定性，能更多的了解变形结构的气动特性，也将推动变体飞行器中气动力计算

的发展及相关领域的研究． 本文主要研究了 Ｚ 型折叠机翼的气动力计算及非线性动力学分析．根据亚音速

下气流的特点，采用薄翼型理论计算 Ｚ 型折叠机翼的环量分布，然后利用 Ｋｕｔｔａ⁃Ｊｏｕｋｏｗｓｋｉ 升力定理，推导了

在理想不可压流体来流条件下定常气动升力的解析公式． 将上述得到的气动力作用在 Ｚ 型折叠机翼中，将 Ｚ

型折叠机翼简化为以刚性铰链相连接的三块碳纤维复合材料层合板，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了在亚音速气

动载荷作用下 Ｚ 型折叠机翼结构的非线性动力学方程，并根据特殊的边界条件得到了结构的模态函数．利用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法离散得到了结构带有折叠角度的常微分运动控制方程． 利用数值方法分析了一定气动力作用

下 Ｚ 型折叠机翼结构在折叠过程中的非线性动力学特性，分析了折叠角度对变形机翼结构稳定性的影响．
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引言

为了满足多飞行环境（如高度、速度）要求，或
执行不同任务使命（如巡航、盘旋、攻击等），人们

希望飞行器形态能像鸟类一样在飞行过程中作相

应的调整，达到全飞行阶段性能的优化［１］ ． 折叠机

翼变体飞行器是人类在尝试过程中的一个重大突

破，它的变形有利于提高飞机的机动性和敏捷性，
提高飞机的综合性能． 同时大幅度的变形也导致飞

机的转动惯量、重心位置、焦点位置等一系列机体

特性的改变，飞机的气动弹性和动态稳定性也随之

改变，因此需要对折叠机翼变体飞机气动特性进行

深入研究．
气动弹性力学是一门涉及空气动力学、结构动

力学和弹性力学的交叉学科，主要研究各类气动弹

性现象［２，３］ ． 变体飞行器可通过机翼机身气动外形

在飞行状态中的自适应变化，提高飞行器的综合性

能，使飞行器在不同飞行环境状态下的气动性能均

达到最佳［４］ ． 欧洲和美国的许多研究机构 （如

ＮＡＳＡ，ＡＦＲＬ，ＤＡＲＰＡ 等）进行了大量的对可变体

飞行器气动力的研究工作［５－９］ ． 近年来，Ｅｍｉｌｙ ［１０］

分析了蝙蝠翼的展开变形，利用蝙蝠迅速在飞行中

完成 １８０°旋转等自身特点，把形态学与飞机展开

联系起来，利用升力线理论和 ＸＦＯＩＬ 分析蝙蝠翅

膀变身．研究表明飞行中保持机翼表面连续性的同

时，通过改变翅膀的弯度和扭曲，可大大提高蝙蝠

形状机翼的升力和升阻比． Ｓａｍａｒｅｈ［１１］ 等人研究了

一种能自动生成关于气动参数、几何参数和形状变

化参数的模型，此模型可以用于研究结构的大变形

问题． Ｄｏｗｅｌｌ 和 Ｔａｎｇ［１２］ 运用线性平板理论将可折

叠飞行器分为机身、內翼和外翼三个部分，建立了

整体结构的运动方程，运用三自由度时域涡格气动

力模型研究了线性气弹稳定性，包括机翼折叠角和

内、外翼铰链扭转刚度对结构动力学特性和气动弹

性稳定性的影响，并与实验进行了对比． Ｓｎｙｄｅｒ［１３］

研究了 Ｍａｒｔｉｎ 折叠机翼的颤振，该折叠机翼可以变

化 ２００％的机翼面积． 在 Ｎａｓｔｒａｎ 平台下建立了折叠

翼的结构动力有限元模型，预计了不同折叠角度下
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机翼的固有频率和颤振速度． Ｊｕｎｇ［１４］ 研究了机翼

折叠运动中亚音速非定常气动力特性，描述了机翼

每个部件在整体坐标和局部坐标中的几何关系式，
结果表明折叠机翼更适合冲刺，随折叠角的增加，
升力系数和风阻系数降低． Ｈｅｒｎáｎｄｅｚ［１５］ 利用有限

元方法研究了折叠板的自由振动． Ｂｒａｉｌｏｖｓｋｉ［１６］ 等
人建立了一种变形机翼的流固耦合模型来评估这

种变形机翼在不同飞行条件下的力学性能和气动

性能． 乐挺［１７］进行了机翼变形过程中的 Ｚ 型翼变

体飞机纵向多体动力学建模仿真，推导了变形过程

中变体飞机的纵向动力学方程 ． 结果表明，折叠过

程中气动特性的变化是影响飞机动态特性的主要

因素． 陈钱［１８］研究了飞行器的变形方式存在三种

形式：局部小变形、中等变形和大尺度变形． 对于大

尺度变形在最近的大型研究项目“ｍｏｒｐｈｉｎｇ ａｉｒｃｒａｆｔ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ”中，确立了蝙蝠翼方案和折叠翼方案，对
后者进行了风洞试验． 郭秋亭［１９］ 等人通过数值模

拟指出跨声速飞行时，机翼折叠展开过程中其气动

特性会发生急剧的变化． 张伟［２０，２１］ 等人设计了一

种全尺寸折叠翼飞行器，并且对该飞行器不同折叠

角度状态的模态和动态响应进行分析，结果表明折

叠翼的折叠角度小于 ９０°时，其第 ３、第 ４ 阶模态表

现为弯扭组合变形，容易在亚声速条件下发生颤振

现象． Ｗａｎｇ［２２，２３］等对任意数量翼面的折叠翼模型

的气动弹性和结构动力学做了相关研究． Ｍｕｒｕ⁃
ｇａｎ［２４］等人以材料在飞机变形方向刚度最小，在承

受气动力方向弯曲刚度最大为设计目标，设计了一

种变形飞机的蒙皮． Ｏｔｓｕｋａ［２５］ 利用一种基于刚柔

耦合的多体动力学方法建立了折叠机翼的动力学

方程，描述了机翼折叠的弯扭耦合运动和刚体运

动． 尹文强［２６］等研究了飞翼布局折叠机翼变体飞

机的操稳特性，自行设计飞翼布局折叠机翼变体飞

机，结合工程估算法和 ＣＦＤ 仿真分析机翼折叠过

程对飞机操纵性的影响． 倪迎鸽［２７，２８］ 等根据折叠

机翼的特点基于模态综合法建立了颤振分析的参

数化气动弹性模型，对该模型分别采用模态价值分

析方法和平衡截断降阶方法建立结构的降阶模型，
并且利用可控度、可观度对两种降阶模型的精度进

行了对比分析．

１　 作用在 Ｚ 型折叠机翼上的气动力推导

考虑亚音速气动力作用下折叠机翼结构的气

动特性，所以本文选用薄翼理论计算气动力，对于

理想不可压缩流体的翼型绕流，流场为势流场，势
函数必满足拉普拉斯线性方程和叠加原理． 假设翼

型厚度很小，故只需分布涡即可． 当中弧线的弯度

很小时，在中弧线上布涡可以认为和在弦线上布涡

的作用是一样的（如图 １ 所示） ．

图 １　 用环量分布代替实际翼型

Ｆｉｇ．１　 Ｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ａｉｒｆｏｉｌ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｒｉｎｇ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

整个翼型的总环量可表示为：

Γ ＝ ∫
ｃ

０

γｄξ （１）

流场假设条件为无粘、无旋、不可压． 物面边界

条件要求流体光滑流过翼型表面：由涡面产生的法

向诱导速度 Ｖｎ 和来流引起的法向速度 ｗｎ 的叠加

应等于 ０，即全部涡对翼型上某一点的诱导速度和

来流的合速度恰与该处的中弧线相切．边界条件要

求流体光滑流过翼型表面，从而得到边界条件为：

α＋
Ｖｎ

Ｖ∞

＝ ｄｙ
ｄｘ

（２）

根据毕奥⁃萨瓦尔定理，边界条件可以转化为

如下表达式：

α ＋ １
Ｖ∞
∫
ｃ

０

γ（ξ）ｄξ
２π（ξ － ｘ）

＝ ｄｙ
ｄｘ

（３）

其中 γ（θ）是 γ（ξ）的傅氏级数表达形式：

γ（θ） ＝ ２Ｖ∞ Ａ０ｃｏｔ
θ
２

＋ ∑
∞

１
Ａｎｓｉｎｎθ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （４）

令 ｘ＝ ｃ
２
（１－ｃｏｓΘ），经过计算得到如下表达

式：

α － Ａ０ ＝ １
π ∫

π

０

ｄｙ
ｄｘ

ｄΘ （５ａ）

Ａｎ ＝ ２
π ∫

π

０

（ｄｙ
ｄｘ

）ｃｏｓｎΘ ｄΘ （５ｂ）

１３４
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根据薄翼型理论，得到总的环量公式为：

Γ ＝ ∫
ｃ

０

γ（ｘ）ｄｘ

＝ Ｖ∞ ｃ∫
π

０

Ａ０（１ ＋ ｃｏｓΘ） ＋ ∑
∞

１
ＡｎｓｉｎｎΘｓｉｎΘ[ ]

＝ πＶ∞ ｃ Ａ０ ＋ １
２
Ａ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （６）

翼型的升力为：

Ｌ＝ ρＶ∞ Γ＝πρＶ∞
２ｃ Ａ０＋

１
２
Ａ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ （７）

参考文献［２９］中指出当变体机翼折叠角速度

较小时，能够忽略非定常气动力效应． 利用准定常

假设来简化计算机翼折叠过程中变体飞机的气动

力：认为在机翼折叠的任一瞬时，全机的气动力仅

取决于该瞬时飞机的静态构型和飞行状态，从而推

导出机翼折叠过程中气动力的解析表达式．
由薄翼理论得到的气动力作用在 Ｚ 型折叠机

翼模型上时，平板本身就是它的几何弦，中弧线方

程： ｙ＝ ０，其斜率
ｄｙ
ｄｘ

＝ ０． 代入式（５）得：

α－Ａ０ ＝ ０ （８）
其他各项系数 Ａｎ 都为 ０． 将 Ａｎ 值代入式（６）

得总环量：

Γ ＝ ∫
ｃ

０

γ（ｘ）ｄｘ

＝ Ｖ∞ ｃ∫
π

０

Ａ０（１ ＋ ｃｏｓΘ） ＋ ∑
∞

１
ＡｎｓｉｎｎΘｓｉｎΘ[ ]

＝ παｃＶ∞ （９）
单位翼展的机翼升力是：
Ｌ＝παρｃＶ∞

２ （１０）
根据折叠机翼实际展开折叠的运动状况，将模

型的折叠角度 θ 设为 ０°～１５０°范围内，根据 Ｚ 型折

叠机翼的特点，可得到：
当 θ≤９０°时，

Δｐ ＝（ ｌ１＋ｌ２ｃｏｓ（π－θ）＋ｌ３）·Ｌ
＝παρｃＶ∞

２（ ｌ１＋ｌ２ｃｏｓθ＋ｌ３） （１１ａ）
当 θ≥９０°时，

Δｐ ＝（ ｌ１＋ｌ２ｃｏｓθ＋ｌ３）·Ｌ
＝παρｃＶ∞

２（ ｌ１＋ｌ２ｃｏｓθ＋ｌ３） （１１ｂ）
因此，作用在 Ｚ 型折叠翼上的气动力表达式

为：
Δｐ ＝（ ｌ１＋ｌ２ｃｏｓθ＋ｌ３）·Ｌ

＝παρｃＶ∞
２（ ｌ１＋ｌ２ｃｏｓθ＋ｌ３） （１２）

其中 θ 为折叠角，α 为迎角，ｃ 为翼型的弦长，ρ 为

来流的气体密度．

２　 Ｚ 型折叠机翼的动力学建模

引用文献［３０］的模型，将 Ｚ 型折叠机翼的内

翼，中间翼和外翼分别简化为内板、中间板和外板．
内板最左端是固定端，与机身相连接，外板外端是

自由端． 折叠角为 θ，为内板与中间板以及中间板

与外板的夹角． Ｏｉｘｉｙｉ 是原点 Ｏｉ 位于三块板最左

端点的局部坐标系，全局坐标 Ｏｘｙ 与局部坐标

Ｏ１ｘ１ｙ１ 重合，Ｘ ｉ 与 Ｙｉ（ ｉ＝ １，２，３）是设置在各板的中

心层上，板的轴向为 Ｘ 轴，横向为 Ｚ 轴，与横向垂

直的方向为 Ｙ 轴，如图 ２ 所示．

图 ２　 Ｚ 型折叠板的理论几何模型

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｚ ｔｙｐｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｌａｔｅｓ

根据 Ｚ 型折叠机翼在实际飞行过程中的展开

和折叠运动的实现方式，做如下假设：
（１） Ｚ 型折叠板结构的最左端是理想固支，最

右端是自由端；
（２） Ｚ 型折叠板折叠角处是理想的刚性铰链

连接；
（３） Ｚ 型折叠板在变形的过程中，内板和外板

始终保持平行；
（４） Ｚ 型折叠板的三块板是等厚度、等宽度的．
根据折叠机翼折叠角设为 ０° ～１５０°范围内，在

第一个铰链处施加力矩 Ｍ１ 作为驱动力，为 Ｚ 型折

叠机翼提供折叠角速度． 在第二个铰链处施加与

Ｍ１ 方向相反的力矩 Ｍ２，使外板与内板始终保持平

行，将上述得到的亚音速下的气动力表达式作用于

折叠机翼模型的三块板表面．
由于实际情况中，内板的振动非常小，所以下

面主要研究中间板和外板在气动力作用下的非线

２３４
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性振动响应．
根据文献［１９］的假设，根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，得

到气动力作用下的 Ｚ 型折叠板用广义位移表示的

非线性动力学方程为：
中间板 Ｘ、Ｙ、Ｚ 方向的动力学方程为：
∂Ｎｘｘ２

∂ｘ２
＋
∂Ｎｙｙ２

∂ｘ２
＋Ｎｘｙ２

＝ Ｉ０（ｓｉｎｋθ＋ｃｏｓｋθ）·

∂２ｕ０２

∂ｔ２
＋（

∂２ｗ０１（Ｌ１）
∂ｔ∂ｘ１

＋θ̇）ｕ０２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －Ｉ１（ｓｉｎｋθ＋ｃｏｓｋθ）·

∂３ｗ０１

∂ｔ２∂ｘ２

＋（
∂２ｗ０１（Ｌ１）

∂ｔ∂ｘ１
＋θ̇）

∂ｗ０２

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１３）

∂Ｎｘｘ２

∂ｙ２
＋
∂Ｎｙｙ２

∂ｙ２
＋Ｎｘｙ２

＝ Ｉ０
∂２ｖ０２
∂ｔ２

－Ｉ１（
∂３ｗ０２

∂ｔ２∂ｙ２

） （１４）

∂ｗ０２

∂ｘ２
（
∂Ｎｘｘ２

∂ｘ２
＋
∂Ｎｙｙ２

∂ｘ２
＋
∂Ｎｘｙ２

∂ｙ２
）＋

∂ｗ０２

∂ｙ２
（
∂Ｎｘｘ２

∂ｙ２
＋
∂Ｎｙｙ２

∂ｙ２
＋
∂Ｎｘｙ２

∂ｘ２
）＋

∂２ｗ０２

∂ｘ２
２ （Ｎｘｘ２

＋Ｎｙｙ２）＋
∂２ｗ０２

∂ｙ２
２ （Ｎｘｘ２

＋Ｎｙｙ２）＋

２Ｎｘｙ２

∂２ｗ０２

∂ｘ２∂ｙ２
－
∂２Ｍｘｘ２

∂ｘ２
２

－
∂２Ｍｘｘ２

∂ｙ２
２

－
∂２Ｍｙｙ２

∂ｘ２
２

－
∂２Ｍｙｙ２

∂ｙ２
２

－

∂２Ｍｘｙ２

∂ｘ２∂ｙ２
＋Ｐ２·ｃｏｓθ＝ －Ｉ０２ｓｉｎｋθ

∂２ｗ０２

∂ｔ２
＋

Ｉ０２ｃｏｓｋθ（
∂２ｗ０１（Ｌ１）

∂ｔ∂ｘ１
＋θ̇）ｗ０２＋Ｉ１（ｓｉｎｋθ＋ｃｏｓｋθ）·

∂３ｕ０２

∂ｔ２∂ｘ２

＋Ｉ１
∂３ｗ０２

∂ｔ２∂ｙ２

－Ｉ２
∂４ｗ０２

∂ｔ２∂ｙ２
２

＋Ｉ１（ｓｉｎｋθ＋ｃｏｓｋθ）·

（
∂２ｗ０１（Ｌ１）

∂ｔ∂ｘ１
＋θ̇）

∂ｕ０２

∂ｘ２
＋Ｉ２（ｓｉｎｋθ＋ｃｏｓｋθ）·

（
∂２ｗ０１（Ｌ１）

∂ｔ∂ｘ１
＋θ̇）

∂ｗ２
０２

∂ｘ２
２

－Ｉ２（ｓｉｎｋθ＋ｃｏｓｋθ）
∂４ｗ０２

∂ｔ２∂ｘ２
２

（１５）

外板在 Ｘ、Ｙ、Ｚ 方向的非线性动力学方程为：
∂Ｎｘｘ３

∂ｘ３
＋
∂Ｎｙｙ３

∂ｘ３
＋Ｎｘｙ３

＝ Ｉ０
∂２ｕ０３

∂ｔ２
－Ｉ１

∂３ｗ０３

∂ｔ２∂ｘ３

＋􀭹Ｆ（－θ）

（１６）
∂Ｎｘｘ３

∂ｙ３
＋
∂Ｎｙｙ３

∂ｙ３
＋Ｎｘｙ３

＝ Ｉ０
∂２ｖ０３
∂ｔ２

－Ｉ１（
∂３ｗ０３

∂ｔ２∂ｙ３

） （１７）

∂ｗ０３

∂ｘ３
（
∂Ｎｘｘ３

∂ｘ３
＋
∂Ｎｙｙ３

∂ｘ３
＋
∂Ｎｘｙ３

∂ｙ３
）＋

∂ｗ０３

∂ｙ３
（
∂Ｎｘｘ３

∂ｙ３
＋

∂Ｎｙｙ３

∂ｙ３
＋
∂Ｎｘｙ３

∂ｘ３
）＋

∂２ｗ０３

∂ｘ３
２ （Ｎｘｘ３

＋Ｎｙｙ３）＋

∂２ｗ０３

∂ｙ３
２ （Ｎｘｘ３

＋Ｎｙｙ３）＋２Ｎｘｙ２

∂２ｗ０２

∂ｘ２∂ｙ２
－
∂２Ｍｘｘ２

∂ｘ２
２

－

∂２Ｍｘｘ２

∂ｙ２
２

－
∂２Ｍｙｙ２

∂ｘ２
２

－
∂２Ｍｙｙ２

∂ｙ２
２

－
∂２Ｍｘｙ２

∂ｘ２∂ｙ２
＋Ｐ３

＝ Ｉ０
∂２ｗ０３

∂ｔ２
＋Ｉ１

∂３ｕ０３

∂ｔ２∂ｘ３

＋Ｉ１
∂３ｕ０３

∂ｔ２∂ｙ３

－

Ｉ２
∂４ｗ０３

∂ｔ２∂ｘ２
３

－Ｉ２
∂４ｗ０３

∂ｔ２∂ｙ２
３

（１８）

其中 􀭹Ｆ（－θ）表示力矩 Ｍ２ 的等效力．
得到结构整体的边界条件满足：

（Ａ１１＋Ａ１２）［
∂ｕ０ｉ

∂ｘｉ
＋ １
２
（
∂ｗ０ｉ

∂ｘｉ
） ２］

ｘ１＝０，Ｌｉ

＝ ０ （１９ａ）

（Ａ１２＋Ａ２２）［
∂ｖ０ｉ
∂ｙｉ

＋ １
２
（
∂ｗ０ｉ

∂ｙｉ
） ２］

ｙ＝０，ｂ

＝ ０ （１９ｂ）

Ａ６６（
∂ｖ０ｉ
∂ｘｉ

∂ｗ０ｉ

∂ｙｉ
＋
∂ｕ０ｉ

∂ｙｉ

∂ｗ０ｉ

∂ｙｉ
＋
∂ｗ０ｉ

∂ｘｉ
（
∂ｗ０ｉ

∂ｙｉ
） ２） －

［（Ｄ１２＋Ｄ２２）（
∂３ｗ０ｉ

∂ｘ３
ｉ

）＋４Ｄ６６

∂３ｗ０ｉ

∂ｘｉ∂ｙ２
ｉ

］
ｘ１＝０，Ｌｉ

＝ ０

（１９ｃ）
三块板之间的连接条件为

Ｌ１ｃｏｓ（
∂ｗ０１（Ｌ１）

∂ｘ１
）（

∂２ｗ０１

∂ｔ∂ｘ１
＋θ̇）

ｘ１＝Ｌ１

＝ ω􀲂ｔ＝ θ

（２０ａ）

Ｌ２［ｓｉｎ（－ｋθ）＋ｃｏｓ（－ｋθ）］［ｃｏｓ（
∂ｗ０２（Ｌ２）

∂ｘ２
）·

（
∂２ｗ０２

∂ｔ∂ｘ２
－θ̇）－ｓｉｎ（

∂ｗ０２（Ｌ２）
∂ｘ２

）（
∂２ｗ０１

∂ｔ∂ｘ１
－θ̇）］

ｘ２＝Ｌ２

＝ －ω􀲂ｔ＝ －θ （２０ｂ）

３　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散

为了方便分析，对上述变量进行无量纲处理，
并利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对结构的非线性运动方程

（１３） ～ （１８）进行离散，根据文献［３０］中 ＡＮＡＳＹＳ
模拟得到的 Ｚ 型折叠机翼结构的振动模态，选取横

向的前四阶振动模态函数形式为：
ｒｉ１ ＝Ｘ ｉ１∗Ｙ１， ｒｉ２ ＝Ｘ ｉ１∗Ｙ２，
ｒｉ３ ＝Ｘ ｉ２∗Ｙ１， ｒｉ４ ＝Ｘ ｉ２∗Ｙ２ （２１）

其中 ｉ 为表示第 ｉ 个板，ｉ ＝ ２ 是中间板， ｉ ＝ ３ 是外

板，ｂ 是板的宽度．
式（２１）中的函数表达式假设为：
Ｘ ｉ１ ＝Ａｉ１ｃｏｓｈ（ｋｉ１ｘ）－Ａｉ２ｃｏｓ（ｋｉ１ｘ）－

３３４
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Ａｉ３βｉ１ｓｉｎｈ（ｋｉ１ｘ）＋Ａｉ４ｓｉｎ（ｋｉ１ｘ）
Ｘ ｉ２ ＝Ｂ ｉ１ｃｏｓｈ（ｋｉ２ｘ）－Ｂ ｉ２ｃｏｓ（ｋｉ２ｘ）－

Ｂ ｉ３βｉ２ｓｉｎｈ（ｋｉ２ｘ）＋Ｂ ｉ４ｓｉｎ（ｋｉ２ｘ）

Ｙ１ ＝ １， Ｙ２ ＝ ３ （１－２ ｙ
ｂ
） （２２）

其中：

ｋｉ１ ＝ １．８７５Ｌｉ
－１， βｉ１ ＝

ｓｉｎｈ（ｋ１Ｌｉ）－ｓｉｎ（ｋ１Ｌｉ）
ｃｏｓｈ（ｋ１Ｌｉ）＋ｃｏｓ（ｋ１Ｌｉ）

ｋｉ２ ＝ ４．６９４Ｌｉ
－１， βｉ２ ＝

ｓｉｎｈ（ｋ２Ｌｉ）－ｓｉｎ（ｋ２Ｌｉ）
ｃｏｓｈ（ｋ２Ｌｉ）＋ｃｏｓ（ｋ２Ｌｉ）

（２３）
由于 Ｘ 和 Ｙ 两个方向的振幅较小，所以选取模

态函数如下：
前两阶 Ｘ 方向振动模态函数为：

ｍｉ１ ＝ｓｉｎ（ｘ ／ ２πＬｉ）ｃｏｓ
πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２４ａ）

ｍｉ２ ＝ｓｉｎ（３ｘ ／ ２πＬｉ）ｃｏｓ
２πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２４ｂ）

前两阶 Ｙ 方向振动模态函数为：

ｎｉ１ ＝ｃｏｓ（ｘ ／ ２πＬｉ）ｓｉｎ
πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２５ａ）

ｎｉ２ ＝ｃｏｓ（３ｘ ／ ２πＬｉ）ｓｉｎ
２πｙ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２５ｂ）

气动力为：

Ｆ ｉ ＝Ｆ ｉ１ｓｉｎ
３πｘ
ｌｉ

ｓｉｎ πｙ
ｂ
＋Ｆ ｉ２ｓｉｎ

πｘ
ｌｉ
ｓｉｎ ３πｙ

ｂ
（２６）

其中积分区间是在（０，Ｌ１）、（Ｌ１，Ｌ２）、（Ｌ２，Ｌ３）区域

内带入实际参数，得到中间板和外板的两自由度的

非线性运动控制方程．
中间板二自由度常微分运动控制方程为：
ｗ̈２１＋μ３ｗ̇２１＋ｍ２１２ｗ̈２２＋α２１１ｗ̈２１ｗ２１＋α２１２ｗ̈２２ｗ２１＋
α２１３ｗ̈２１ｗ２２＋α２１４ｗ̈２２ｗ２２＋α２１５ｗ２１θｓｉｎθ＋
α２１６ｗ２２θｃｏｓθ＋α２１７ｗ２１ｕ２１＋α２１８ｗ２１ｕ２２＋
α２１９ｗ２２ｕ２１＋α２１１０ｗ２２ｕ２２＋（α２１１１ ／ θ）ｗ３

２１＋
（α２１１２ ／ θ）ｗ３

２２＋α２１１３（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）ｗ２２ｗ２
２１＋

α２１１４（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）ｗ２１ｗ２
２２ ＝ ｆ ′２１Ｆ２１ｃｏｓ（ξｔ）ｃｏｓθ

（２７ａ）
ｗ̈２２＋μ４ｗ̇２２＋ｍ２１２ｗ̈１＋α２２１ｗ̈２１ｗ２１＋α２２２ｗ̈２２ｗ２１＋
α２２３ｗ̈２１ｗ２２＋α２２４ｗ̈２２ｗ２２＋α２２５ｗ２１θｓｉｎθ＋
α２２６ｗ２２θｃｏｓθ＋α２２７ｗ２１ｕ２１＋α２２８ｗ２１ｕ２２＋
α２２９ｗ２２ｕ２１＋α２２１０ｗ２２ｕ２２＋（α２２１１ ／ θ）ｗ３

２１＋
（α２２１２ ／ θ）ｗ３

２２＋α２２１３（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）ｗ２２ｗ２
２１＋

α２２１４（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）ｗ２１ｗ２
２２ ＝ ｆ ′２２Ｆ２２ｃｏｓ（ξｔ）ｃｏｓθ

（２７ｂ）

外板的二自由度常微分运动控制方程为：
ｗ̈３１＋μ５ｗ̇３１＋ｍ３１２ｗ̈３２＋α３１１ｗ３１＋α３１２ｗ３２＋
α３１３ｗ３

３１＋α３１４ｗ３
３２＋α３１５ｗ３２ｗ２

３１＋α３１６ｗ３１ｗ２
３２

＝ ｆ ′３１Ｆ３１ｃｏｓ（ξｔ） （２７ｃ）
ｗ̈３２＋μ６ｗ̇３２＋ｍ３２２ｗ̈３１＋α３２１ｗ３１＋α３２２ｗ３２＋
α３２３ｗ３

３１＋α３２４ｗ３
３２＋α３２５ｗ３２ｗ２

３１＋α３２６ｗ３１ｗ２
３２

＝ ｆ ′３２Ｆ３２ｃｏｓ（ξｔ） （２７ｄ）
其中方程（２７ａ），（２７ｂ）的参数中包含有位移量和

加速度量相互耦合，这是由于中间板的转动而产生

的项．

４　 数值模拟

本文用数值模拟方法研究了亚音速气动力作

用下 Ｚ 型折叠板在折叠过程中的非线性振动响应．
折叠机翼的大幅度变形必然引起飞机的转动惯量、
重心位置、 焦点位置等一系列机体特性的改变，飞
机的动力学响应特性也随之改变．因此，需要研究

随着折叠角的变化，导致气动力的改变，对结构非

线性振动响应产生的影响．通过分叉图，波形图、相
图、庞加莱截面等描述了系统的非线性动力学行

为．
根据实际参数选取范围无量纲后得到所选取

的参数为：
ｆ ′２１ ＝ ０．１１， ｆ ′２２ ＝ ０．１３， ｆ ′３１ ＝ ０．１２，
ｆ ′３２ ＝ ０．３３， α２１５ ＝ １５６．２２，
α２１６ ＝ １２．６５， α２１７ ＝ ３４．４３０９７，α２１８ ＝ ５．５３，
α２１９ ＝ １６．５７， α２１１０ ＝ ２０．１７３１４，
α２１１１ ＝ １４．５４５， α２１１２ ＝ １２．４８， α２１１３ ＝ ６．３，
α２１１４ ＝ １２．４５２１， α２２５ ＝ ４３．６８１，
α２２６ ＝ １３６．１５９， α２２７ ＝ １６．７６２８２，
α２２８ ＝ ２０．１７３１４， α２２９ ＝ １９．９０７７３，
α２２１０ ＝ ２４．１５３５７９，α２２１１ ＝ ２３．２１， α２２１２ ＝ １２．６７，
α２２１３ ＝ １３．４４， α２２１４ ＝ ２．３４５， α３１１ ＝ １４５．２２５，
α３１２ ＝ ３４．３６， α３１３ ＝ ３２．１５４６， α３１４ ＝ ２４．５６，
α３１５ ＝ １０．１３６， α３１６ ＝ ８．１， α３２１ ＝ ８１．３４，
α３２２ ＝ １４３．７７２， α３２３ ＝ ２０．１７６， α３２４ ＝ ２１．７６，
α３２５ ＝ １３．３６， α３２６ ＝ ８．７．
根据方程（２７），研究结构在气动力作用下，折

叠机翼结构展开过程中振动响应的变化情况．当折

叠角度从 ３０°变化到 １５０°的过程中，得到 Ｚ 型折叠

板的中间板横向位移的分叉图，如图 ３ 所示． 从分

叉图中分析可得，系统出现了周期和混沌运动的交

替变化． 折叠角度在 ３０°逐渐增大的过程中，系统

４３４
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开始从概周期运动进入到周期运动的状态，直到折

叠角度达到 ９０°时，系统达到最稳定的状态，折叠

角从 ９０°到 １５０°变化的过程中，系统从周期运动进

入了混沌运动的状态， 当折叠角度大于 １３５°时，系
统出现了混沌运动．

图 ３　 折叠角度 θ 分叉图

Ｆｉｇ．３　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ θ

下面给出在具体选取折叠角度 ３０°、６０°、９０°、
１２０°、１５０°时，Ｚ 型折叠板中间板和外板的波形图

和三维相图、庞加莱截面．其中，（ａ） （ｂ）为中间板

波形图，（ ｃ） （ｄ）为中间板的庞加莱截面图，（ ｅ）
（ｆ）为外板的波形图，（ ｇ）为外板和中间板的三维

相图．
当 θ＝ ３０°时系统的振动情况为：系统中间板和

外板均出现概周期运动，且外板的振幅大于中间板

的振幅，如图 ４ 所示．
当 θ＝ ６０°时系统的振动情况为：中间板、外板

振动情况均与折叠角度为 ３０°时一致，中间板和外

板的振动振幅与折叠角度为 ３０°时相比有所减小，
如图 ５ 所示．

当 θ＝ ９０°时，系统的中间板和外板振动情况最

为稳定，中间板在两个模态上均出现多倍周期运

动，振幅达到最小值．外板在两个模态上出现多倍

周期运动，振幅没有太大变化．

图 ４　 折叠角度为 ３０°的折叠板的运动

Ｆｉｇ．４　 Ｐｅｒｉｏｄ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｆｏｌｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ ｏｆ ３０°

５３４
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图 ５　 折叠角度为 ６０°的折叠板的运动

Ｆｉｇ．５　 Ｐｅｒｉｏｄ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｆｏｌｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ ｏｆ ６０°

图 ６　 折叠角度为 ９０°时折叠板的运动

Ｆｉｇ．６　 Ｐｅｒｉｏｄ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｆｏｌｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ ｏｆ ９０°

当 θ＝ １２０°时，系统的中间板振动情况较为稳

定，系统中间板在两个模态上均出现多倍周期运

动，振幅相对于 ９０°时有所增大． 外板在两个模态

上出现概周期运动，振幅相比之前有所增大．

图 ７　 折叠角度为 １２０°时折叠板的运动

Ｆｉｇ．７　 Ｐｅｒｉｏｄ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｆｏｌｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ ｏｆ １２０°

当 θ＝ １５０°时系统的振动情况为：系统中间板

在两个模态上均出现混沌运动． 系统外板在两个模

态上均出现概周期运动，如图 ８ 所示．
通过数值分析可知，折叠机翼本身的机构变形

导致了作用在机翼上气动力的变化，对系统的运动

稳定性有一定的影响． 折叠角度从 ３０°到 １５０°变化

过程中，在 Ｚ 型折叠板结构其他参数保持不变的情

况下，折叠角度的变化对结构非线性振动响应有一

定的影响．
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图 ８　 折叠角度为 １５０°时折叠板的运动

Ｆｉｇ．８　 Ｐｅｒｉｏｄ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｄｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｆｏｌｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ ｏｆ １５０°

具体分析如下：
（１）折叠角从 ３０°到 １５０°变化过程中，随着折

叠角度变化，中间板的振幅变化趋势为先减小再增

大，折叠角为 ９０°时，中间板的振幅达到最小值；
（２）外板的振幅在折叠角小于 ９０°时没有太大

变化，在折叠角从 ９０°到 １５０°的变化过程中逐渐增

大；在 ９０°时达到最稳定的状态；
（３）折叠角小于 ９０°时系统的振动状态相对于

折叠角大于 ９０°时更为稳定；
（４）折叠角的变化会影响 Ｚ 型折叠机翼的气

动特性，折叠角在 ３０°到 １３５°这个范围内时，系统

的运动状态比较稳定．

５　 结论

本文主要研究了 Ｚ 型折叠机翼的气动力计算

及非线性动力学分析，推导了在理想不可压流体来

流条件下，利用 Ｋｕｔｔａ⁃Ｊｏｕｋｏｗｓｋｉ 升力定理、薄翼型

理论，推导出 Ｚ 型折叠机翼气动升力的解析公式．
应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了在气动力载荷作用下 Ｚ
型折叠板的非线性动力学方程，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法

对所得到的 Ｚ 型折叠板模型的偏微分方程进行离

散，得到了带有折叠角度的四自由度常微分非线性

动力学方程． 利用数值方法分析了 Ｚ 型折叠板模

型在不同折叠角度下的非线性动力学特性，分析了

折叠角对机翼稳定性的影响．
根据研究结果发现，折叠角对系统的稳定性有

着重要的影响． 当折叠角度在 ３０°到 １３５°这个范围

内时，系统可以达到一个相对稳定的状态． 当折叠

角度为 ９０°时，系统处于最稳定的状态． 折叠角小

于 ９０°时系统的振动状态相对于折叠角大于 ９０°时
更为稳定．
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