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摘要　 研究了变截面粘弹性旋转梁的非线性参数振动．基于 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 粘弹性本构关系，考虑几何非线性

建立了变截面粘弹性旋转梁的非线性振动方程，用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法将其转化为常微分方程．运用多重尺度法得到

其幅频响应．用数值方法讨论了转速和轮毂半径对梁固有频率和幅频响应的影响．研究表明：不稳定域随轮

毂半径、转速的增大而增大，随锥度的增大而减小．

关键词　 变截面梁，　 参数振动，　 多重尺度法，　 非线性，　 幅频响应

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０８５

引言

变截面梁在航空机械中有很多应用，对其振动

特性和响应研究很多．Ｇｕｐｔａ 等［１］ 用有限元法得到

了截面直径线性变化的圆截面梁固有频率和模态；
Ｈｅｉｄｅｂｒｅｃｈｔ［２］基于变截面梁振动方程用傅里叶级

数法得到其固有频率和模态；崔灿等［３］提出了快速

计算变截面梁振动特性的半解析法；Ｇｈａｆａｒｉ［４］用多

项式降阶法得到旋转复合材料梁的固有频率．对粘

弹性梁，杨晓东等［５］用多重尺度法研究了粘弹性变

速运动梁的稳定性；Ｍａｒｔｉｎ 等［６］用修正变分迭代法

对粘弹性梁进行分析，得到其振幅；Ｍａｈｍｏｏｄ 等［７］

研究了粘弹性梁的非线性自由振动，得到阻尼对振

幅的影响；Ａｂｏｌｇｈａｓｅｍｉ 等［８］ 对不同倾角的旋转粘

弹性梁进行研究，讨论了吸引子的稳定性；蒋宝坤

等［９］对旋转粘弹性夹层梁的非线性自由振动特性

进行了研究，得到其固有频率和响应．刘金建等［１０］

研究了轴向运动功能梯度粘弹性梁横向振动的稳

定性，讨论了不同因素对稳定性的影响．目前对变

截面粘弹性旋转梁的研究较少．Ｖｉｎｏｄ 等［１１］ 提出了

一种适用于有锥度的旋转欧拉梁谱单元的计算公

式，验证了其正确性，并表明该单元在波传播问题

中有更好的收敛性． Ｚｏｌｋｉｅｗｓｋｉ［１２］ 研究了承受横向

变载荷并且固定在刚性盘上的变截面梁的振动问

题．朱由锋等［１３］ 用有限差分法对变截面旋转梁的

弯曲振动进行了研究，得到其幅频特性和相频特

性．本文将基于 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 粘弹性本构，考虑几何

非线性建立其振动方程，研究其振动特性和参数振

动，讨论其参数振动的稳定性．

１　 数学模型

１．１　 变截面粘弹性旋转梁模型

图 １ 为高度随长度线性变化的变截面粘弹性

旋转梁模型，刚性转毂半径 Ｒ，梁左端高度 ａ，右端

高度为 ｂ，锥度 Δ＝ ｂ ／ ａ，长度 ｌ，宽度 ｄ，绕轮毂旋转

角速度 Ω，材料弹性模量 Ｅ，粘性系数 η，密度 ρ．

图 １　 变截面粘弹性旋转梁模型

Ｆｉｇ．１　 Ｒｏｔａｔｉｎｇ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎ

１．２　 控制方程

仅考虑挥舞振动，旋转梁平衡方程［９］：
Ｍ，ｘｘ－ρＡｗ，ｔｔ＋（Ｎｗ，ｘ） ，ｘ ＝ ０ （１）

式中，Ｍ 为弯矩，ｗ 为 ｙ 方向挠度，Ａ 为横截面积，Ｎ
为轴力，ｗ，ｘ和 Ｍ，ｘｘ表示 ｗ 和 Ｍ 对 ｘ 的一阶、二阶偏
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导数，位于 ｘ 处横截面积和惯性矩分别为：

Ａ＝（ａ－ａ
－ｂ
ｌ
ｘ）ｄ， Ｉ＝ ｄ

１２
（ａ－ａ

－ｂ
ｌ
ｘ） ３

对于粘弹性材料，用 Ｋｅｌｖｉｎ⁃Ｖｏｉｇｔ 方程描述其本构

关系：
σ＝Ｅε＋ηε̇ （２）

几何非线性关系：

ε＝ １
２
ｗ２

，ｘ－ｙｗ，ｘｘ （３）

离截面 ｘ 处离心力为：

Ｎ１ ＝ ρΩ２∫ｌ
ｘ
Ａ（Ｒ ＋ ｘ）ｄｘ （４）

轴力为：

Ｎ ＝ Ｎ１ ＋ ∬
Ａ
σｄｙｄｚ

＝ ρΩ２ＡＲ（ ｌ － ｘ） ＋ ρΩ２Ａ（ ｌ２ － ｘ２）
２

＋

　 ＥＡ
２
ｗ２

，ｘ ＋ ηＡｗ，ｘｔｗ，ｘ （５）

式（５）代入式（１）中得变截面粘弹性旋转梁非线性

振动方程：
ηＩｗ，ｘｘｘｘｔ＋ＥＩｗ，ｘｘｘｘ＋２ＥＩ，ｘｗ，ｘｘｘ＋ＥＩ，ｘｘｗ，ｘｘ＋

ηＩ，ｘｘｗ，ｘｘｔ＋２ηＩ，ｘｗ，ｘｘｘｔ＋ρＡｗ，ｔｔ－（
Ｅ
２
Ａ，ｘｗ２

，ｘ＋

ＥＡｗ，ｘｘｗ，ｘ＋ηＡ，ｘｗ，ｘｔｗ，ｘ＋ηＡ（ｗ，ｘｘｗ，ｘｔ＋ｗ，ｘｗ，ｘｘｔ）－

ρΩ２Ａ（Ｒ＋ｘ））ｗ，ｘ－（
Ｅ
２
Ａｗ２

，ｘ＋ηＡｗ，ｘｔｗ，ｘ＋

ρΩ２ＡＲ（ ｌ－ｘ）＋ρΩ
２Ａ（ ｌ２－ｘ２）

２
）ｗ，ｘｘ ＝ ０ （６）

边界条件为：
ｗ（ｘ，ｔ） ｘ＝０ ＝ｗ （ｘ，ｔ） ，ｘ ｘ＝０ ＝ ０
ｗ （ｘ，ｔ） ，ｘｘ ｘ＝ ｌ ＝ｗ （ｘ，ｔ） ，ｘｘｘ ｘ＝ ｌ ＝ ０ （７）

２　 振动特性

方程（６）对应的线性振动方程为：
ηＩｗ，ｘｘｘｘｔ＋ＥＩｗ，ｘｘｘｘ＋２ＥＩ，ｘｗ，ｘｘｘ＋ＥＩ，ｘｘｗ，ｘｘ＋
ηＩ，ｘｘｗ，ｘｘｔ＋２ηＩ，ｘｗ，ｘｘｘｔ＋ρＡｗ ．ｔｔ＋

ρΩ２Ａ（Ｒ＋ｘ）ｗ，ｘ－（ρΩ２ＡＲ（ ｌ－ｘ）＋

ρΩ２Ａ（ ｌ２－ｘ２）
２

）ｗ，ｘｘ ＝ ０ （８）

设：

ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｙｉ（ｘ）ｑｉ（ ｔ） （９）

其中，

Ｙｉ（ｘ）＝ （ｃｏｓｐｉｘ－ｃｏｓｈｐｉｘ）－
ｃｏｓｐｉ ｌ＋ｃｏｓｈｐｉ ｌ
ｓｉｎｐｉ ｌ＋ｓｉｎｈｐｉ ｌ

（ｓｉｎｐｉｘ－ｓｉｎｈｐｉｘ） （１０）

为满足边界条件的试函数，ｑｉ（ ｔ）为广义模态坐标，
ｐｉ由方程（１１）：

ｃｏｓｐｌｃｏｓｈｐｌ＋１＝ ０ （１１）
确定，将方程（９）代入（８），基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法得：

Ｍｑ̈＋Ｃｑ̇＋Ｋｑ＝ ０ （１２）
式中 Ｍ，Ｃ，Ｋ 为广义质量，阻尼和刚度矩阵，其元

素为：
ｍｉｊ ＝ ρａ００

ｉｊ

ｃｉｊ ＝ηｆ０２ｉｊ ＋２ηｆ０３ｉｊ ＋ηｆ０４ｉｊ
ｋｉｊ ＝Ｅｆ０２ｉｊ ＋２Ｅｆ０３ｉｊ ＋Ｅｆ０４ｉｊ －ρΩ２Ｒ（ ｌａ０２

ｉｊ －ｂ０２
ｉｊ －ａ０１

ｉｊ ）－

ρΩ２（ ｌ２

２
ａ０２
ｉｊ －

ｃ０２ｉｊ
２
－ｂ０１

ｉｊ ） （１３）

其中 ａ００
ｉｊ ＝ ∫ｌ

０
ＡＹｉ（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ａ０１
ｉｊ ＝ ∫ｌ

０
ＡＹｉ′（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ａ０２
ｉｊ ＝ ∫ｌ

０
ＡＹｉ″（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｆ０２ｉｊ ＝ ∫ｌ
０
Ｉ″Ｙｉ″（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｆ０３ｉｊ ＝ ∫ｌ
０
Ｉ′Ｙｉ‴（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｆ０４ｉｊ ＝ ∫ｌ
０
ＩＹｉ″″（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｂ０１
ｉｊ ＝ ∫ｌ

０
ＡｘＹｉ′（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｂ０２
ｉｊ ＝ ∫ｌ

０
ＡｘＹｉ″（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｃ０２ｉｊ ＝ ∫ｌ
０
Ａｘ２Ｙｉ″（ｘ）Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｄ０２
ｉｊ ＝ ∫ｌ

０
ＡＹｉ″（ｘ）［Ｙｉ′（ｘ）］ ２Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ，

ｄ０３
ｉｊ ＝ ∫ｌ

０
Ａ′［Ｙｉ′（ｘ）］ ３Ｙ ｊ（ｘ）ｄｘ

３　 参数振动

在方程（９）中，取 Ｎ＝ １，代入（６）有：
ｍ１１ ｑ̈１＋ｃ１１ ｑ̇１＋ｋ１１ｑ１＋ｄ１１ｑ１

３＋ｇ１１ｑ１
２ ｑ̇１ ＝ ０ （１４）

设：
Ω＝Ω０＋εｃｏｓ（ωｔ） （１５）

式（１５）代入式（１４）有：
ｑ̈１＋εｃ１ ｑ̇１＋（ｋ１＋εｋ２ｃｏｓ（ωｔ））ｑ１＋

９１４
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ｄ１ｑ１
３＋ｇ１ｑ１

２ ｑ̇１ ＝ ０ （１６）
式中，

ｃ１ ＝
ｃ１１
ρａ００

１１

， ｋ１ ＝
ｋ１１

ρａ００
１１

，

ｋ２ ＝
Ω０Ｒ（－２ｌａ０２

１１＋２ｂ０２１１＋２ａ０１
１１）＋Ω０（－ｌ２ａ０２

１１＋ｃ０２１１＋２ｂ０１１１）
ａ００
１１

，

ｄ１ ＝
－（ Ｅ

２
ｄ０３

１１＋
３Ｅ
２
ｄ０２

１１）

ρａ００
１１

， ｇ１ ＝
－（ηｄ０３

１１＋３ηｄ０２
１１）

ρａ００
１１

用多尺度法求解方程（１６） ．
假设：

ｑ１ ＝ ｑ０＋εｑ２

∂
∂ｔ

＝ ∂
∂Ｔ０

＋ε ∂
∂Ｔ１

＝Ｄ０＋εＤ１

∂２

∂ｔ２
＝ ∂２

∂Ｔ０
２＋ε

∂２

∂Ｔ１
２＋２ε

∂２

∂Ｔ０Ｔ１

＝Ｄ０
２＋ε２Ｄ１

２＋２εＤ０Ｄ１ （１７）
代入（１６）中得：
ε０ 项

Ｄ０
２ｑ０＋ｋ１ｑ０ ＝ ０ （１８）

ε１ 项：
Ｄ０

２ｑ２＋ｋ１ｑ２ ＝ －ｃ１Ｄ０ｑ０－２Ｄ０Ｄ１ｑ０－

ｋ２ｑ０ｃｏｓ（ωｔ）－ｄ１ｑ０
３－ｇ１ｑ０

３Ｄ０ｑ０

（１９）
设 ｑ０ 解的形式为：

ｑ０ ＝Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０＋Ａ（Ｔ１）ｅ
－ｉω０Ｔ０ （２０）

并令：
ω＝ ２ω０＋εσ （２１）

将方程（２０）、（２１）代入到（１９）得：
Ｄ０

２ｑ２＋ｋ１ｑ２ ＝ －ｃ１（ ｉω０Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０－ｉω０Ａ（Ｔ１）ｅ
－ｉω０Ｔ０）－

２（ ｉω０ Ａ̇（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０－ｉω０ Ａ
·
（Ｔ１）ｅ

－ｉω０Ｔ０）－

ｋ２（Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０＋

Ａ（Ｔ１）ｅ
－ｉω０Ｔ０）ｃｏｓ（２ω０Ｔ０＋σＴ１）－

ｄ１（［Ａ（Ｔ１）］ ３ｅ３ｉω０Ｔ０＋３［Ａ（Ｔ１）］ ２·

Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０＋［Ａ（Ｔ１）］ ３ｅ－ｉω０Ｔ０＋

３Ａ（Ｔ１）［Ａ（Ｔ１）］ ２ｅ－ｉω０Ｔ０）－

ｇ１（ ｉω０［Ａ（Ｔ１）］ ３ｅ３ｉω０Ｔ０＋

ｉｉω０［Ａ（Ｔ１）］ ２Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０－

ｉω０Ａ（Ｔ１）［Ａ（Ｔ１）］ ２ｅ－ｉω０Ｔ０－

ｉω０［Ａ（Ｔ１）］ ３ｅ－３ｉω０Ｔ０） （２２）

消除（２２）式久期项得：

－ｉω０（ｃ１Ａ（Ｔ１）＋２Ａ̇（Ｔ１））－
ｋ２Ａ（Ｔ１）

２
ｅｉσＴ１－

３ｄ１［Ａ（Ｔ１）］ ２Ａ（Ｔ１）－ｉｇ１ω０［Ａ（Ｔ１）］ ２Ａ（Ｔ１）＝ ０

（２３）

假设 Ａ（Ｔ１）＝
１
２
αｅｉβ，代入（２３）得：

－ｉω０（
ｃ１α
２

＋α̇）＋ω０αβ̇－
ｋ２

４
α（ｃｏｓ（σＴ１－２β）＋

ｉｓｉｎ（σＴ１－２β））－
３
８
ｄ１α３－ １

８
ｉｇ１ω０α３ ＝ ０

（２４）
得到：

α̇＝ －
ｃ１α
２

－ １
８
ｇ１α３－

ｋ２

４ω０
αｓｉｎ（σＴ１－２β）

αβ̇＝
ｋ２

４ω０
α（ｃｏｓ（σＴ１－２β）＋

３
８ω０

ｄ１α３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２５）

令 γ＝σＴ１－２β，

α̇＝ －
ｃ１α
２

－ １
８
ｇ１α３－

ｋ２

４ω０
αｓｉｎγ

αγ̇＝ασ－ ３
４ω０

ｄ１α３－
ｋ２

２ω０
αｃｏｓγ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２６）

由 α̇＝ ０ 和 γ̇＝ ０ 得：

（－
ｃ１α
２

－ １
８
ｇ１α３） ２＋（ασ

２
－ ３
８ω０

ｄ１α３） ２ ＝（
ｋ２

４ω０
α） ２

（２７）

４　 数值计算及讨论

本节通过数值方法讨论了梁的振动特性和幅

频响应，计算中相关参数如表 １．
表 １　 材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｅ（Ｐａ） η ρ（ｋｇ ／ ｍ３）

２．１×１０１１ ０．０２ ７９００

４．１　 方法有效性验证

为验证本方法，计算其频率并与有限元结果对

比，有限元采用一维梁单元进行模拟，数值计算中

取 ｌ＝ ２ｍ，ａ ＝ ０．１ｍ，ｂ ＝ ０．０５ｍ，ｄ ＝ ０．０５ｍ，当模态阶

数取 １２ 时，频率趋于稳定．表 ２ 给出了轮毂半径为

０．１ｍ，模态阶数为 １２ 时有限元法（ＦＥＭ）及本文方

法得到的不同转速下的前四阶频率．

０２４
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表 ２　 不同转速下的频率

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｓｐｅｅｄｓ

Ω（ｒ ／ ｓ）
１ｓｔ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ） ２ｎｄ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ） ３ｒｄ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ） ４ｔｈ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ）

Ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ Ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ Ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ Ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ
０ ２１．６ ２２．６ １０８．７ １０８．５ ２７９．９ ２７９．８ ５３５．７ ５３５．４
１０ ２４．５ ２５．４ １１１．５ １１１．２ ２８２．６ ２８２．４ ５３８．４ ５３８．０
２０ ３１．６ ３２．１ １１９．５ １１８．９ ２９０．７ ２９０．３ ５４６．６ ５４６．０
３０ ４０．６ ４０．７ １３１．７ １３０．９ ３０３．６ ３０２．８ ５６０．０ ５５８．９

　 　 可见有限元与本文方法有非常好的一致性，说
明本文方法有效．
４．２　 轮毂半径和转速对频率的影响

图 ２ 给出了转速、锥度和轮毂半径对一阶频率

影响．

图 ２　 一阶固有频率随转速、锥度和轮毂半径变化

Ｆｉｇ．２　 Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｆｉｒｓｔ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｗｉｔｈ

ｒｏｔａｔｉｎｇ ｓｐｅｅｄ， ｔａｐｅｒ ａｎｄ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ｈｕｂ

可见，转速增大，频率增大，轮毂半径增大，频
率增大，锥度增大，频率减小．
４．３　 幅频响应

图 ３ 给出了轮毂半径为 ０．１ｍ，锥度为 ０．２５，转
速为 １ｒ ／ ｓ 时的幅频响应曲线．图中实线和虚线分别

代表系统的稳态和不稳态响应．可见系统从左到右

图 ３　 幅频响应曲线

Ｆｉｇ．３　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ

存在两个分岔点，系统开始时只存在稳定的平凡零

解，当到达第一分岔点时，系统发生音叉分岔，平凡

解稳定性消失，出现一稳定的非平凡解，到达下一

分岔点时，不稳定的平凡解变为稳定，同时分岔出

一个不稳定的非平凡解．
４．４　 参数对稳定性的影响

图 ４ 给出了转速为 １．０ｒ ／ ｓ，锥度为 ０．２５，轮毂

半径为 ０．１ｍ 和 ０．７ｍ 时的幅频响应曲线．可见轮毂

半径增大，系统不稳定域增大．

图 ４　 轮毂半径对稳定性影响

Ｆｉｇ．４　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｈｕｂ ｒａｄｉｕｓ ｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

图 ５ 给出了轮毂半径为 ０．１ｍ，锥度为 ０．２５，转
速为 ０．６ｒ ／ ｓ 和 １．２ｒ ／ ｓ 时的幅频响应．可见随着转速

增加，系统不稳定域增大，且使第一分岔点提前，第
二分岔点延后．
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图 ５　 转速对稳定性影响

Ｆｉｇ．５　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｓｐｅｅｄ ｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

图 ６ 给出了轮毂半径为 ０．１ｍ，转速为 １ｒ ／ ｓ，锥
度为 ０．２５ 和 ０．１５ 时的幅频响应．可见随着锥度的

增大，系统不稳定域减小．

图 ６　 锥度对稳定性影响

Ｆｉｇ．６　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔａｐｅｒ ｏｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

５　 结论

本文研究了变截面粘弹性旋转梁的振动特性

和参数振动，得到了幅频响应．讨论了轮毂半径和

转速对固有频率和幅频响应的影响，结果表明参数

振动不稳定区域随轮毂半径、转速的增大而增大，
随着锥度的增大而减小．
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