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的投影同步∗

陈旭　 李明　 郑永爱†

（扬州大学 信息工程学院， 扬州　 ２２５１２７）

摘要　 基于模糊控制理论和滑模控制理论以及自适应控制理论，研究了一类含有外部扰动的不确定分数阶

混沌系统的混合投影同步问题．提出了一种自适应模糊滑模控制的分数阶混沌系统投影同步方法．模糊逻辑

系统用来逼近未知的非线性函数和外部扰动，并且对逼近误差采用了自适应控制，同时构造了一种具有较

强鲁棒性的分数阶积分滑模面．应用分数阶 Ｂａｒｂａｌａｔ 引理设计了自适应模糊滑模控制器和参数自适应律．最

后数值仿真结果验证了所提控制方法的有效性．
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引言

尽管分数阶微积分的发展历时三百余年，但由

于理论相对复杂并且缺乏实际的应用背景，致使分

数阶微积分理论发展十分缓慢［１］ ．随着对分数阶微

积分相关理论研究的不断深入，研究者普遍认为与

传统的整数阶微积分相比，分数阶微积分可以更好

地描述一些实际系统，促进了分数阶微积分在不同

领域的广泛应用，完善了人们对客观世界的认识．
自 １９９０ 年，Ｐｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌｌ［２］ 对两个不同初始条

件的相同混沌系统实现同步以来，就掀起了混沌同

步问题的研究热潮．目前已有多种混沌同步方式被

提出，例如：完全同步［３］，广义同步［４］，相同步［５］，
反同步［６］，滞后同步［７］ 等多种同步方式． １９９９ 年

Ｍａｉｎｉｅｒｉ 和 Ｒｅｈａｃｅｋ［８］ 在研究部分线性系统时，观
察到驱动系统和响应系统之间的对应变量能够按

照一定的比例因子进行演化的现象，提出了投影同

步．随后被运用到了混沌加密领域，并取得了良好

的效果．同时实现混沌系统同步的多种控制方法也

相继提出，如线性反馈控制法［９］，主动控制法［１０］，
自适应控制法［１１］，滑模变结构控制法［１２］，模糊控

制法［１３］等．滑模控制因具有良好的动态性能和较

强的抗干扰能力和鲁棒性，得到广泛的关注．模糊

控制具有不需要建立被控对象的数学模型和容错

的特点，而被大量运用．
近十几年来，混沌系统的投影同步已成为非线

性领域研究的热点之一．文献［１４］提出了在驱动⁃
响应系统参数发生失配的情况下，利用脉冲控制技

术，实现驱动⁃响应系统的修正函数投影拟同步．文
献［１５］在模型不确定系统中采用模糊控制器和参

数自适应律，实现了非对称不确定混沌系统的广义

投影同步．文献［１６］通过利用一种新的分数阶滑模

面，设计了主动滑模控制器，实现了异结构分数阶

超混沌系统投影同步，但是并未考虑系统存在外部

扰动．文献［１７］根据整数 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论，在
响应系统不确定的情况下，采用自适应模糊滑模控

制策略，实现混沌系统的广义投影同步，其中模糊

系统用来逼近未知的系统以及外部扰动项，该方法

并未对逼近误差进行处理．
本文基于分数阶 Ｂａｒｂａｌａｔ 引理，针对含有外部

扰动和模型不确定的分数阶混沌系统投影同步问

题，设计了自适应模糊滑模控制器，通过模糊逻辑系

统来逼近未知的非线性项以及外部扰动项，并且对

逼近误差采用了自适应控制，同时设计了具有较强
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鲁棒性的分数阶滑模面以增强系统的抗干扰能力．
通过理论分析和数值仿真验证了该方法的有效性．

１　 预备知识

常用的分数阶微积分的定义有三种，分别是

Ｇｒｕｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ 定义，Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ（Ｒ⁃Ｌ）定

义和 Ｃａｐｕｔｏ 定义．本文选用 Ｃａｐｕｔｏ 定义［１］，因为

Ｃａｐｕｔｏ 定义的系统初值与整数阶系统的初值一样，
具有较好的物理意义，并且在工程实践当中应用较

为广泛．
Ｃａｐｕｔｏ 分数阶积分定义：

０Ｉｔ α ｆ（ ｔ） ＝ ０Ｄｔ
－α ｆ（ ｔ）

＝ １
Γ（α）∫

ｔ

０
（ ｔ － τ） α－１ ｆ（τ）ｄτ （１）

其中 Γ（·）为欧拉 Ｇａｍｍａ 函数：

Γ（ ｚ） ＝ ∫∞
０
ｔｚ－１ｅ －ｔｄｔ （２）

且有 Γ（ ｚ＋１）＝ ｚΓ（ ｚ） ．Ｃａｐｕｔｏ 分数阶微分定义为：

０Ｄα
ｔ ｆ（ ｔ） ＝ １

Γ（ｎ － α）∫
ｔ

０

ｆ（ｎ）（τ）
（ ｔ － τ） α＋１－ｎｄτ （３）

其中 ｎ－１≤α≤ｎ，ｆ（ ｔ）为当 ｔ＞０ 时在［０，ｔ］内有 ｎ＋１
阶连续有界可导函数．

引理 １［１８］ 　 考虑 ｎ 维分数阶自治系统：
Ｄαｘ＝Ａｘ （４）

其中 α∈（０，１）， ｘ∈Ｒｎ，Ａ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｄαｘ ＝ ［Ｄαｘ１，
Ｄαｘ２，…，Ｄαｘｎ］ Ｔ ．若：

１）当且仅当对矩阵 Ａ 的任意特征值

｜ ａｒｇ（ｅｉｇ（Ａ）） ｜ ＞απ
２

恒成立，系统是渐近稳定的；

２）当且仅当对矩阵 Ａ 的任意特征值

｜ ａｒｇ（ｅｉｇ（Ａ）） ｜≥απ
２

恒成立，系统是稳定的．

图 １　 分数阶系统稳定区域

Ｆｉｇ．１　 Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｙｓｔｅｍ

分数阶系统的稳定区域如图 １ 所示．由图 １ 可

知，如果分数阶系统的系数矩阵 Ａ 的所有特征值

的实部都不大于零，则系统是渐近稳定的．
引理 ２［１９］ 　 （分数阶 Ｂａｒｂａｌａｔ 引理）若 Ｖ（ ｔ）在

Ｃ１（Ｒ＋）上是一致连续有界函数，同时 ｌｉｍＩαＶ（ ｔ）→Ｌ
（Ｌ 是有界常数），如果 Ｖ（ ｔ）是一个正函数，则当

ｔ→∞时 Ｖ（ ｔ）→０．
引理 ３［２０］ 　 令 ｘ（ ｔ）∈Ｒｎ 为连续可微函数，则

对于任意 ｔ≥０ 有：
２－１ＤαｘＴ（ ｔ）ｘ（ ｔ）≤ｘＴ（ ｔ）Ｄαｘ（ ｔ） （５）

其中 α∈（０，１） ．
引理 ４［２１］ 　 （分数阶单调性原理）若 Ｄα

ｔ ｘ（ ｔ）≤

０，则 ｘ（ ｔ）在［０，＋∞ ）上单调减少；若 Ｄα
ｔ ｘ（ ｔ）≥０，

则 ｘ（ ｔ）在［０，＋∞ ）上单调增加．
引理 ５　 若 · １ 和 · 分别为 Ｒｎ 上的 １－范数

和 ２－范数，则存在正常数 ｃ 和 ｃ′使得 ｃ ｘ ≤ ｘ １

≤ｃ′ ｘ ，∀ｘ∈Ｒｎ ．
定理 １　 （万能逼近公式）设 ｆ（ｘ）是紧集 Ω 上

定义的连续函数，则对∀常数 ε＞０，都存在合适的模

糊逻辑系统逼近函数 ｆ^（ｘ），使得ｓｕｐ
Ω

ｆ（ｘ） － ｆ^（ｘ）

≤ε．

２　 同步控制器的设计及稳定性分析

２．１　 问题描述

设分数阶驱动混沌系统和响应混沌系统分别

为：
Ｄα

ｔ ｘ（ ｔ）＝ ｆ（ｘ（ ｔ）） （６）

Ｄα
ｔ ｙ（ ｔ）＝ ｇ（ｙ（ ｔ））＋ｕ（ ｔ）＋ｄ（ ｔ） （７）

其中 ｘ（ｔ）＝ ［ｘ１（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）］Ｔ∈Ｒｎ，ｙ（ ｔ）＝ ［ｙ１（ ｔ），

…，ｙｎ（ ｔ）］Ｔ∈Ｒｎ 分别是驱动系统和响应系统的可

测状态向量， ｆ，ｇ：Ｒｎ→Ｒｎ 为未知的非线性函数．ｄ
（ ｔ）＝ ［ｄ１（ ｔ），ｄ２（ ｔ），…，ｄｎ（ ｔ）］ Ｔ∈Ｒｎ×１是未知的外

部扰动，ｕ（ ｔ）＝ （ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ） Ｔ∈Ｒｎ×１是待设计的

响应系统控制器．
假设 １　 外部扰动 ｄ（ ｔ）是一个有界连续函数，

即存在未知常数 ρ，使得对所有 ｔ 满足如下不等式：
｜ ｄｉ ｜ ＜ρ＜＋∞ （∀ｔ＞０） （８）

定义系统的投影同步误差：
ｅ＝ ｙ－λｘ，ｅ＝（ｅ１，ｅ２，…ｅｎ） Ｔ∈Ｒｎ×１，

λ＝ ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ） Ｔ∈Ｒｎ×ｎ， · 表示向量

２－范数，则在任意初始值 ｘ（０），ｙ（０）下，若存在：

２１４
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ｌｉｍ
ｔ→∞

ｅ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙ（ ｔ）－λｘ（ ｔ） ＝ ０ （９）

则称驱动系统（６）与响应系统（７）实现混合投影同

步．
根据系统（６）和（７）误差系统可以表示为：

Ｄαｅ（ ｔ）＝ ｇ（ｙ（ ｔ））＋ｕ（ ｔ）＋ｄ（ ｔ）－λｆ（ｘ（ ｔ）） （１０）
２．２　 设计自适应模糊滑模控制器

设计积分滑模面：
ｓｉ（ ｔ）＝ ｅｉ（ ｔ）＋ηｉＤ

－αｅｉ（ ｔ）
Ｄαｓｉ ＝Ｄαｅｉ＋ηｉｅｉ （１１）
Ｄαｓｉ ＝ｇｉ（ｙ（ ｔ））－λ ｉ ｆｉ（ｘ（ ｔ））＋ｕｉ＋ｄｉ＋ηｉｅｉ （１２）
当系统发生滑模运动时，ｓｉ（ ｔ）＝ ０，即 Ｄαｅｉ（ ｔ）＝

－ηｉｅｉ（ ｔ），ηｉ ＞０ 根据引理 １，此时系统是渐近稳定

的，从而 ｅ→０，即驱动系统与响应系统将实现混合

投影同步．
因而等价控制器设计为：
ｕｉ ＝ －ｇｉ（ｙ（ ｔ））＋λ ｉ ｆｉ（ｘ（ ｔ））－ｄｉ－ηｉｅｉ （１３）
由于驱动系统和响应系统以及外部扰动未知，

所以等价控制器（１３）的设计无法实现．为了能够控

制和辨识驱动系统和响应系统以及外部扰动，由定

理 １ 知通过利用模糊逻辑系统 ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ）） ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ））

ｈ^ｉ（ ｔ）对未知的非线性函数 ｇｉ（ｙ（ ｔ）），ｆｉ（ｘ（ ｔ））和外

部扰动 ｄｉ（ ｔ）进行逼近．
模糊规则定义为：
Ｒ（ ｌ）： ｉｆ ｚ１ ｉｓ Ａｌ

１， ａｎｄ…， ａｎｄ

ｚｎ ｉｓ Ａｌ
ｎ， ｔｈｅｎ ｆ^ ｉ ｉｓ Ｂ１ｉ

ｌ， ａｎｄ ｇ^ｉ ｉｓ Ｂ２ｉ
ｌ

ｉｆ ｓｉ ｉｓ Ｓｌ， ｔｈｅｎ ｈ^ｉ ｉｓ Ｈｌ

（ ｉ＝ １，２，…，ｎ；ｌ＝ １，２，…，Ｎ）
模糊系统可描述为：

ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ（ ｔ））＝ θＴ
ｉ （ ｔ）φ（ｚ（ ｔ））

ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ（ ｔ））＝ βＴ
ｉ （ ｔ）φ（ｚ（ ｔ））

ｈ^ｉ（ｓ（ ｔ），γｉ（ ｔ））＝ γＴ
ｉ （ ｔ）ϕ（ ｓｉ（ ｔ））

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

其中 φ （ ｚ （ ｔ）） ＝ （ φ１ （ ｚ （ ｔ））， φ２ （ ｚ （ ｔ））， …，
φＮ（ｚ（ ｔ））） Ｔ和 ϕ（ｓ（ ｔ）） ＝ （ϕ１（ ｓｉ（ ｔ）），ϕ２（ ｓｉ（ ｔ）），
…，ϕｎ（ ｓｉ（ ｔ））） Ｔ是模糊基函数，θｉ（ ｔ）， β ｉ（ ｔ），γｉ（ ｔ）
是模糊系统的可调参数向量．

φ ｌ（ ｚ（ ｔ）） ＝
Π
ｎ

ｊ ＝ １
μ Ａｌｊ（ ｚ ｊ）

∑
Ｎ

ｌ ＝ １
Π
ｎ

ｊ ＝ １
μ Ａｌｊ（ ｚ ｊ）

，

ϕｌ（ ｓｉ（ ｔ）） ＝
μ Ｓｌ（ ｓｉ）

∑
Ｎ

ｌ ＝ １
μ Ｓｌ（ ｓｉ）

，

μＡｌｊ（ ｚ ｊ）和 μＳｌ（ ｓｉ）分别是 ｚ ｊ 和 δ 隶属度函数．

令模糊系统的最优估计参数向量为 θ∗
ｉ ， β∗

ｉ ，

γ∗
ｉ ，通常可假设 θ∗

ｉ ， β∗
ｉ ，γ∗

ｉ 是常数向量．

θ∗
ｉ ＝ａｒｇ ｍｉｎ

θｉ∈Ωｇ
[ ｓｕｐ

ｙ（ ｔ）∈Ωｙ
｜ ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ）－ｇｉ（ｙ（ ｔ）） ]

β∗
ｉ ＝ａｒｇ ｍｉｎ

βｉ∈Ωｆ
[ ｓｕｐ

ｘ（ ｔ）∈Ωｘ
｜ ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ）－ｆｉ（ｘ（ ｔ）） ]

γ∗
ｉ ＝ａｒｇ ｍｉｎ

γｉ∈Ωγ
[ ｓｕｐ

ｓ（ｔ）∈Ωｓ
｜ ｈ^ｉ（ｓｉ（ｔ），γｉ）－（ρ＋δ）ｓｇｎ（ｓｉ） ]

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１５）

Ωｇ，Ωｆ，Ωγ，Ωｘ，Ωｙ 和 Ωｓ 分别是 θｉ， β ｉ，γｉ，ｘ（ ｔ），

ｙ（ ｔ）和 ｓ（ ｔ）的集合，ｈ^ｉ（ ｓｉ（ ｔ），γ∗
ｉ ）＝ （ρ＋δ）ｓｇｎ（ ｓｉ），

δ 是一个正数，ｓｇｎ（·）是符号函数， ρ＋δ－ ｜ ｄｉ ｜ ＝ ｋｉ（ｋｉ

＞０） ｉ＝ １，２，…，ｎ．
设模糊系统的参数误差和最优估计误差分别

为：
􀭹θｉ ＝θｉ－θ∗

ｉ ， 􀭹β ｉ ＝β ｉ－β∗
ｉ ， 􀭹γｉ ＝γｉ－γ∗

ｉ （１６）

εｉ（ｙ（ ｔ））＝ ｇｉ（ｙ（ ｔ））－ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θ∗
ｉ ） （１７）

τｉ（ｘ（ ｔ））＝ ｆｉ（ｘ（ ｔ））－ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ），β∗
ｉ ） （１８）

假设模糊系统的最优估计误差有界，即 εｉ（ｙ

（ ｔ）） ≤εｉ， τｉ（ｘ（ ｔ）） ≤τｉ（εｉ＞０，τｉ＞０ 是未知常

数），ε^－ ｉ， τ^－ ｉ 是 εｉ，τｉ 的估计值，估计误差为􀭹εｉ ＝ ε^－ ｉ －

εｉ，􀭹τｉ ＝ τ^－ ｉ－τｉ ．
经过简单的推导，未知的非线性函数估计误差

可以写为：
ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ（ ｔ））－ｇｉ（ｙ（ ｔ））

＝ ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ（ ｔ））－ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ
∗）＋

ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ
∗）－ｇｉ（ｙ（ ｔ））

＝ ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ（ ｔ））－ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ
∗）－εｉ（ｙ（ ｔ））

＝ 􀭹θＴ
ｉ （ ｔ）φｉ（ｙ（ ｔ））－εｉ（ｙ（ ｔ）） （１９）

ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ（ ｔ））－ｆｉ（ｘ（ ｔ））

＝ ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ（ ｔ））－ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ
∗）＋

ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ
∗）－ｆｉ（ｙ（ ｔ））

＝ ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ（ ｔ））－ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ
∗）－τｉ（ｘ（ ｔ））

＝ 􀭹βＴ
ｉ （ ｔ）φｉ（ｘ（ ｔ））－τｉ（ｘ（ ｔ）） （２０）

根据上面的讨论，控制器设计为：
ｕｉ ＝ －ｇ^ｉ（ｙ（ ｔ），θｉ）＋λ ｉ ｆ^ ｉ（ｘ（ ｔ）， β ｉ）－

ｈ^ｉ（ ｓｉ（ ｔ），γｉ）－ηｉｅｉ－（ ε^－ ｉ＋λ ｉ τ^－ ｉ）ｓｇｎ（ ｓｉ） （２１）
自适应律：

３１４
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Ｄαθｉ ＝ ｒｉｓｉφｉ（ｙ（ ｔ））

Ｄαβ ｉ ＝ －σｉｓｉλ ｉφｉ（ｘ（ ｔ））

Ｄαγｉ ＝ ρｉｓｉϕ（ ｓｉ）

Ｄα 􀭹εｉ ＝ ｋｉ ｓｉ
Ｄα 􀭹τｉ ＝λ ｉωｉ ｓｉ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２２）

其中 ｒｉ，σｉ，ρｉ，ｋｉ，ωｉ ＞０ 为设计参数，因为常数的 α
阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数为 ０，所以有

Ｄα􀭹θｉ ＝Ｄαθｉ，

Ｄα􀭹β ｉ ＝Ｄαβ ｉ，Ｄα􀭹γｉ ＝Ｄαγｉ 　 ｉ＝ １，２，…，ｎ．

Ｄαｓｉ ＝ｇｉ（ｙ（ｔ））－ｇ^ｉ（ｙ（ｔ），θｉ）＋λｉ（ ｆ^ ｉ（ｘ（ｔ），β ｉ）－

　 λ ｉ ｆｉ（ｘ（ ｔ））＋ｈ^ｉ（ ｓｉ（ ｔ），γ∗
ｉ ）－

　 ｈ^ｉ（ｓ（ ｔ），γ（ ｔ））－ｈ^ｉ（ ｓｉ（ ｔ），γ∗
ｉ ）＋

　 ｄｉ－（ ε^－ ｉ＋λ ｉ τ^－ ｉ）ｓｇｎ（ ｓｉ）
＝ －􀭹θＴ

ｉ （ ｔ）φｉ（ｙ（ ｔ））＋εｉ（ｙ（ ｔ））－

　 ｈ^ｉ（ ｓｉ（ ｔ），γ∗
ｉ ）＋ｄｉ－􀭹γＴ

ｉ ϕ（ ｓｉ）＋

　 λ ｉ（􀭹βＴ
ｉ （ ｔ）φｉ（ｘ（ ｔ））－τｉ（ｘ（ ｔ）））－

　 （ ε^－ ｉ＋λ ｉ τ^－ ｉ）ｓｇｎ（ ｓｉ） （２３）
定理 ２　 对于误差系统（１０），设计如式（２１）所

表示的控制器和式（２２）所表示的自适应律，则误

差系统（１０）的运动轨迹稳定到滑模面上，即实现

驱动系统（６）和响应系统（７）的混合投影同步．
证明： 　 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数如下：

　 Ｖ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖｉ（ ｔ）

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
２
ｓ２ｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２ｒｉ

􀭹θＴ
ｉ
􀭹θｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２σ ｉ

􀭹βＴ
ｉ
􀭹β ｉ ＋

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
２ρ ｉ

􀭹γＴ
ｉ 􀭹γｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２ｋｉ

􀭹εＴ
ｉ
􀭹εｉ ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
２ω ｉ

􀭴τＴｉ 􀭴τｉ

根据引理 ３，５ 得：

ＤαＶ ≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉＤα ｓｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
ｒｉ
􀭹θＴ
ｉ Ｄα􀭹θｉ ＋

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
σ ｉ

􀭹βＴ
ｉ Ｄα 􀭹β ｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
ρ ｉ

􀭹γＴ
ｉ Ｄα􀭹γｉ ＋

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ｋｉ

􀭹εＴ
ｉ Ｄα 􀭹εｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
ω ｉ

􀭹τＴ
ｉ Ｄα 􀭹τｉ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉε ｉ（ｙ（ ｔ）） － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｓｉτ ｉ（ｘ（ ｔ）） －

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ ｈ^ｉ（ ｓｉ（ ｔ），γ∗

ｉ ） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｄｉ －

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ ε^－ ｉ － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ ｓｉ τ^－ ｉ ＋

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭹εｉ ｓｉ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

􀭹τｉ ｓｉ

≤ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ ε ｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ ｓｉ τ ｉ －

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ ε^－ ｉ － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ ｓｉ τ^－ ｉ －

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ （ρ ＋ δ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ ｄｉ ＋

　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １

􀭹εｉ ｓｉ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

􀭹τｉ ｓｉ

＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ （ρ ＋ δ） ＋ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ ｄｉ

＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ （ρ ＋ δ － ｄｉ ）

＝ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｋｉ ｓｉ

≤－ ｋｃ ｓ ≤ ０ （２４）
其中 ｋ＝ｍｉｎ｛ ｋ１，ｋ２，，，ｋｎ｝，由引理 ４ 可知 Ｖ（ ｔ）≤

Ｖ（０），两边同时取 α 阶积分得 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｋｃＤ－α
ｔ ｓ ≤ｌｉｍ

ｔ→∞

（Ｖ（０）－Ｖ（ ｔ））≤Ｖ（０）≤∞，由引理 ２ 知当 ｔ→∞时

ｓ →０，由于系统在滑模面 ｓ＝ ０ 上有 ｅ→０，故可实

现驱动系统与响应系统间的混合投影同步．

３　 数值仿真

为了验证本文的控制器和自适应律的有效性，
选取分数阶 Ｒöｓｓｌｅｒ 混沌系统和分数阶 Ａｒｎｅｏｄｏ 混

沌系统为例进行研究．在仿真中对变量 ｚｉ（ ｉ ＝ １，２，

３）选取隶属度函数为 μＡｌｊ（ ｚ ｊ）＝ ｅ
－（ ｚ（ ｊ）－ａ（ ｌ））２

０．３６ ，对变量 ｓｉ

（ ｉ＝ １，２，３）选取隶属度函数 μＳｌｊ（ ｓ ｊ）＝ ｅ
－（ ｓ（ ｊ）－ｂ（ ｌ））２

０．６４ ，模
糊规则数 Ｎ ＝ ５，ａ ＝ ［－１，－０．５，０，０．５，１］，ｂ ＝ ［ －２，
－１，０，１，２］ ．模糊系统可调向量的初值 θ１ （ ０），
θ２（０），θ３（０）β１（０），β２（０），β３（０），γ１（０），γ２（０），
γ３（０）均为 ５ 维随机向量．

例 １　 考虑分数阶 Ｒöｓｓｌｅｒ 混沌系统作为驱动

系统：
Ｄαｘ１ ＝ －ｘ２－ｘ３

Ｄαｘ２ ＝ ｘ１＋ａｘ２

Ｄαｘ３ ＝ ｂｘ１－（ｃ－ｘ１）ｘ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２５）

设计如下响应系统：
Ｄαｙ１ ＝ －ｙ２－ｙ３＋０．３ｓｉｎ（３ｔ）＋ｕ１

Ｄαｙ２ ＝ ｙ１＋ａｙ２＋０．３ｃｏｓ（４ｔ）＋ｕ２

Ｄαｙ３ ＝ ｂｙ１－（ｃ－ｙ１）ｙ３－０．３ｓｉｎ（３ｔ）＋ｕ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２６）

４１４



第 ５ 期 陈旭等：基于自适应模糊滑模控制的分数阶混沌系统的投影同步

令 α＝ ０．９５，ａ＝ ０．３４，ｂ＝ ０．４，ｃ＝ ４．５．
控制器取为：

ｕ１ ＝ －ｇ^１（ｙ（ ｔ），θ１）＋λ１ ｆ^１（ｘ（ ｔ）， β１）－

ｈ^１（ｓ（ ｔ），γ１（ ｔ））－η１ｅ１－（ ε^－ １＋λ１ τ^－ １）ｓｇｎ（ ｓ１）

ｕ２ ＝ －ｇ^２（ｙ（ ｔ），θ２）＋λ２ ｆ^２（ｘ（ ｔ）， β２）－

ｈ^２（ｓ（ ｔ），γ２（ ｔ））－η２ｅ２－（ ε^－ ２＋λ２ τ^－ ２）ｓｇｎ（ ｓ２）

ｕ３ ＝ －ｇ^３（ｙ（ ｔ），θ３）＋λ３ ｆ^３（ｘ（ ｔ）， β３）－

ｈ^３（ｓ（ ｔ），γ３（ ｔ））－η３ｅ３－（ ε^－ ３＋λ３ τ^－ ３）ｓｇｎ（ ｓ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２７）
参数自适应律为：

Ｄαθ１ ＝ｒ１ｓ１φ１（ｙ（ｔ））

Ｄαθ２ ＝ｒ２ｓ２φ２（ｙ（ｔ））

Ｄαθ３ ＝ｒ３ｓ３φ３（ｙ（ｔ））

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　

Ｄαβ１ ＝－σ１ｓ１λ１φ１（ｘ（ｔ））

Ｄαβ２ ＝－σ２ｓ２λ２φ２（ｘ（ｔ））

Ｄαβ３ ＝－σ３ｓ３λ３φ３（ｘ（ｔ））

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

Ｄαγ１ ＝ ρ１ｓ１ϕ（ ｓ１）

Ｄαγ２ ＝ ρ２ｓ２ϕ（ ｓ２）

Ｄαγ３ ＝ ρ３ｓ３ϕ（ ｓ３）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　

Ｄα 􀭹ε１ ＝ ｋ１ ｓ１
Ｄα 􀭹ε２ ＝ ｋ２ ｓ２
Ｄα 􀭹ε３ ＝ ｋ３ ｓ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

Ｄα 􀭹τ１ ＝λ１ω１ ｓ１
Ｄα 􀭹τ２ ＝λ２ω２ ｓ２
Ｄα 􀭹τ３ ＝λ３ω３ ｓ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２８）

设定驱动系统的初始值 ｘ（０）＝ ［２，１，３］ Ｔ，取受控

响应系统的初始值为 ｙ（０）＝ ［２，２，３］ Ｔ，（ ｒ１，ｒ２，ｒ３）
＝ （１００，２００，３５０），σ１ ＝σ２ ＝σ３ ＝ ０．０２，（ρ１，ρ２，ρ３）＝
（２００，３００，２００），模糊系统的逼近误差的估计初值

为 ε^－ １ ＝ ε^－ ３ ＝ τ^－ １ ＝ τ^－ ３ ＝ １．８，ε^－ ２ ＝ τ^－ ２ ＝ １．２，ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ３ ＝
０．０００９，ω１ ＝ω２ ＝ω３ ＝ ０．０００９，η１ ＝ η２ ＝ η３ ＝ ６０，比例

因子选为 λ１ ＝ －２，λ２ ＝ －１．８，λ３ ＝ １，时间步长 ｈ ＝
０．０１．其数值仿真结果如图 ２ 和图 ３ 所示．

图 ２　 驱动系统与响应系统的状态响应曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ２ 为驱动系统和响应系统的状态响应曲线，
图 ３ 为系统同步误差随时间变化的状态响应轨迹，
从仿真结果可知，对含有扰动的不确定分数阶混沌

系统在所设计的控制器和自适应律的作用下，ｅ１，
ｅ２，ｅ３ 随着时间的变化很快趋于零，即驱动系统和

响应系统很快实现混合投影同步，并且曲线变化平

滑具有较好的控制效果和鲁棒性．

图 ３　 同步误差与时间状态轨迹

Ｆｉｇ．３　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｔｉｍｅ

例 ２　 考虑分数阶 Ａｒｎｅｏｄｏ 混沌系统作为驱动

系统：
Ｄαｘ１ ＝ ｘ２

Ｄαｘ２ ＝ ｘ３

Ｄαｘ３ ＝ －ａ１ｘ１－ｂ１ｘ２－ｃ１ｘ３－ｄ１ｘ３
１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２９）

分数阶 Ｒöｓｓｌｅｒ 混沌系统作为响应系统：
Ｄαｙ１ ＝ －ｙ２－ｙ３＋０．５ｓｉｎ（５ｔ）＋ｕ１

Ｄαｙ２ ＝ ｙ１＋ａ２ｙ２＋０．２＋０．３ｃｏｓ（４ｔ）＋ｕ２

Ｄαｙ３ ＝ ｂ２ｙ１－（ｃ２－ｙ１）ｙ３－０．６ｓｉｎ（３ｔ）＋ｕ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３０）

令 α＝ ０．９５，ａ１ ＝ －５．５，ｂ１ ＝ －３．５，ｃ１ ＝ １，ｄ１ ＝ １，ａ２ ＝

０．３４，ｂ２ ＝ ０．４，ｃ２ ＝ ４．５．
控制器取为：

ｕ１ ＝ －ｇ^１（ｙ（ ｔ），θ１）＋λ１ ｆ^１（ｘ（ ｔ）， β１）－

ｈ^１（ｓ（ ｔ），γ１（ ｔ））－η１ｅ１－（ ε^－ １＋λ１ τ^－ １）ｓｇｎ（ ｓ１）

ｕ２ ＝ －ｇ^２（ｙ（ ｔ），θ２）＋λ２ ｆ^２（ｘ（ ｔ）， β２）－

ｈ^２（ｓ（ ｔ），γ２（ ｔ））－η２ｅ２－（ ε^－ ２＋λ２ τ^－ ２）ｓｇｎ（ ｓ２）

ｕ３ ＝ －ｇ^３（ｙ（ ｔ），θ３）＋λ３ ｆ^３（ｘ（ ｔ）， β３）－

ｈ^３（ｓ（ ｔ），γ３（ ｔ））－η３ｅ３－（ ε^－ ３＋λ３ τ^－ ３）ｓｇｎ（ ｓ３）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３１）
参数自适应律为：

Ｄαθ１ ＝ｒ１ｓ１φ１（ｙ（ｔ））

Ｄαθ２ ＝ｒ２ｓ２φ２（ｙ（ｔ））

Ｄαθ３ ＝ｒ３ｓ３φ３（ｙ（ｔ））

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　

Ｄαβ１ ＝－σ１ｓ１λ１φ１（ｘ（ｔ））

Ｄαβ２ ＝－σ２ｓ２λ２φ２（ｘ（ｔ））

Ｄαβ３ ＝－σ３ｓ３λ３φ３（ｘ（ｔ））

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

Ｄαγ１ ＝ ρ１ｓ１ϕ（ ｓ１）

Ｄαγ２ ＝ ρ２ｓ２ϕ（ ｓ２）

Ｄαγ３ ＝ ρ３ｓ３ϕ（ ｓ３）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　

Ｄα 􀭹ε１ ＝ ｋ１ ｓ１
Ｄα 􀭹ε２ ＝ ｋ２ ｓ２
Ｄα 􀭹ε３ ＝ ｋ３ ｓ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

５１４
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Ｄα 􀭹τ１ ＝λ１ω１ ｓ１
Ｄα 􀭹τ２ ＝λ２ω２ ｓ２
Ｄα 􀭹τ３ ＝λ３ω３ ｓ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３２）

设定驱动系统的初始值 ｘ（０）＝ ［０．７，０．３，１．３］ Ｔ，取
受控响应系统的初始值为 ｙ（０）＝ ［０．８，０．４，１．３］ Ｔ，
（ ｒ１，ｒ２，ｒ３） ＝ （６００，６００，６００），（ ρ１，ρ２，ρ３） ＝ （８００，
８００，８００），σ１ ＝ σ２ ＝ σ３ ＝ ０．００１ 模糊系统的逼近误

差的估计初值为 ε^－ ２ ＝ τ^－ ２ ＝ １．２，ε^－ １ ＝ ε^－ ３ ＝ τ^－ １ ＝ τ^－ ３ ＝ １．８，
ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ３ ＝ ０．００１，ω１ ＝ω２ ＝ω３ ＝ ０．００１，η１ ＝η２ ＝η３ ＝
６０，比例因子选为 λ１ ＝ －１，λ２ ＝ １．５，λ３ ＝ ２，时间步

长 ｈ＝ ０．０１．其数值仿真结果如图 ４ 和图 ５ 所示．

图 ４　 驱动系统与响应系统的状态响应曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ５　 同步误差与时间状态轨迹

Ｆｉｇ．５　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｔｉｍｅ

从仿真图 ４ 和图 ５ 可知，对含有扰动的异结构

分数阶混沌系统和在所设计的控制器和自适应律

的作用下，ｅ１，ｅ２，ｅ３ 随着时间的变化很快趋于零，即
驱动系统和响应系统很快实现混合投影同步，并且

曲线变化平滑具有较好的控制效果和鲁棒性．

４　 结论

基于分数阶 Ｂａｒｂａｌａｔ 理论，采用了自适应模糊

滑模控制策略，实现了含有扰动项的不确定混沌系

统的混合投影同步．本文的方法不需要知道被控对

象的精确模型，有较强的抗干扰能力．最后，以分数

阶 Ｒｏ̈ｓｓｌｅｒ 混沌系统和分数阶 Ａｒｎｅｏｄｏ 混沌系统为

例进行了数值仿真，仿真结果验证了该控制方法的

有效性．
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