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摘要　 在几何力学框架下提出了开链机械臂末端实时追踪避障算法．首先，将回转力引入机械臂末端的自然

运动方程，可以在工作空间获得光滑的避障轨迹；其次，利用阻尼最小二乘法求解相应的逆运动学问题，得

到关节空间的平滑运动轨迹；最后，通过 ６ 自由度机械臂的仿真，并与经典的 ＲＲＴ 算法作对比，验证了所提

算法的有效性．
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引言

随着工业机器人应用范围的扩展，机器人在导

航、搬运、装配、喷涂与焊接场景中与人交互工作的

情况越来越多，如何避免与人及障碍发生碰撞成为

机器人运动规划中的一个重要问题．目前运动规划

中对避障的处理可分为全局规划与反应规划两种

方式［１］ ．
全局规划通常采用概率方法， 尽可能找到一条

从运动起点到目标终点的无碰撞轨迹， 再利用样条

函数将轨迹光滑化． 常用的有 Ｋｕｆｆｎｅｒ 和 ＬａＶａｌｌｅ［２］

提出的一种基于采样的路径规划算法—ＲＲＴ（快速

随机生成树）， 其通过对状态空间中的随机采样点

进行碰撞检测， 从起始位置快速扩张树来规划路

径． Ｋａｒａｍａｎ 和 Ｆｒａｚｚｏｌｉ 等［３］提出了 ＲＲＴ∗法， 并证

明在一定条件下， 该方法以概率 １ 收敛到最优解．
这类基于采样的规划算法通常应用于已知的作业

环境中， 适合解决高维空间中多自由度、约束复杂

的规划问题， 但存在实时性与可重复性较差、碰撞

检测频繁等缺陷． 此外， 还可应用最优控制方法来

规划从起始点到目标点的无碰撞最优路径（如最省

时间， 最省能量等）， 如 Ｇｅｒｄｔｓ 等［４］ 应用 ＳＱＰ（序
列二次规划）法来求解多连杆机器人路径规划的最

优控制问题， 并引入隐面剔除策略来减少求解过

程中障碍带来的约束． 这类计算方法由于计算复杂

度高， 难以实时实现．
反应规划通常利用机械臂连杆到障碍物的距

离信息来实现避障． 由 Ｋｈａｔｉｂ［５］提出的人工势场法

是机器人反应规划最常用的一个方法： 机器人在

一个虚拟的力场中运动， 障碍物与其它机器人个

体设为斥力极， 目标点设为引力极， 机器人个体根

据力场的综合作用来实现无碰撞轨迹规划， 但由

于引力场和斥力场的相互作用， 易使机器人陷于

局部极小（零势场）点处． Ｌｕｏ 等［１］利用障碍物与机

械臂间的斥力矢量信息构造计算简单的一阶运动

方程实现避障， 但所生成的轨迹欠光滑． Ｃｈａｎｇ 和

Ｍａｒｓｄｅｎ［６］提出了平面质点躲避凸障碍的回转力控

制算法， 与势场法中的斥力极相比， 回转力总是垂

直于机器人的速度， 该性质保证了由势场力梯度

决定的控制律的收敛性． Ｇａｒｉｍｅｌｌａ 等［７］ 在此基础

上提出了三维空间欠驱动系统避障的回转力方法．
几何力学以微分几何与对称性方法［８］ 为工具

来研究力学系统的动力学与控制问题． 作为科学最

古老分支之一的经典力学与数学中的微分几何、李
群李代数等分支逐步携手， 形成了使用微分几何

中的无坐标语言描述、兼具优美和广泛性的现代拉

格朗日和哈密顿力学， 为多体系统、流体、场论及

几何控制理论等提供了统一的框架． 我国学者在基

于几何力学的非完整场论及约化、力学系统控制、
保结构算法等方面取得了大量原创性的成果［９－１２］ ．
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利用微分几何语言对机械臂建模的优势在于： 首

先， 可得到描述运动且独立于坐标选取的最简洁

运动方程； 其次， 能利用系统对称性进行约化， 并

使约化后的系统便于构造理想的控制律； 最后， 还

可利用几何结构的类似， 方便地将有限维连续系

统的结构推广至无穷维力学系统， 从而可应用于

软体机器人的建模仿真控制算法．
为克服上述算法存在的效率低、运动规划轨迹

欠光滑等缺陷， 本文考虑开链机械臂末端避障的

路径规划问题， 提出一种基于几何力学的反应规

划算法． 本文第一节利用回转力实现机械臂末端刚

体避障， 同时给出到达指定位姿的控制律， 进而获

得光滑的避障轨迹； 第二节引入几何力学框架下

的阻尼最小二乘法求解对应的机械臂逆运动学问

题； 第三节将所得算法与特殊欧式群 ＳＥ（３）中的

ＲＲＴ 算法作对比． 最后以六轴开链机械臂为例， 给

出相应的仿真实验结果．

１　 机械臂末端避障的回转力方法

考虑机械臂末端刚体， 其质量为 ｍ， 转动惯量

为J， 位形空间 ＳＥ（３）＝ ＳＯ（３）×｜ℝ３， 位置 ｘ ＝ （ｘ，ｙ，
ｚ） Ｔ∈ℝ３， 旋转姿态矩阵 Ｒ∈ＳＯ（３）， 体角速度为

ω＝（ωｘ，ωｙ，ωｚ） Ｔ∈ℝ３， 并记状态空间 Ｑ ＝ＴＳＥ（３）
≃ＳＥ（３）×ｓｅ（３）， 状态 ｓ＝（（Ｒ，ｘ），（ω，ｘ̇））∈Ｑ．

假设控制 ｕ 所在有界控制输入集为 Ｕ， 定义

控制力矩 τ：Ｑ×Ｕ→ℝ３， 作用力 ｆ： Ｑ×Ｕ→ℝ３， 受控

刚体运动方程可以写为：
Ｒ̇＝Ｒω^
Jω̇＝Jω×ω＋τ（ ｓ，ｕ）
ｍｘ̈＝ ｆ（ ｓ，ｕ）

（１）

其中·^： ℝ３→ｓｏ（３）为帽子映射：
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记当前可达的目标位姿为 ｓｇ ＝ （（ Ｒｇ， ｘｇ ），
（ωｇ，ｘ̇ｇ）） ．为了使刚体能够到达目标位置 ｘｇ， 并实

时躲避障碍． 选取由势场项、回转力项组成位置控

制律［７］：
ｆ＝ －ＫｘΔｘ－ＫｖΔｘ̇＋Γ（ ｓ） ｘ̇ （３）

其中 Ｋｘ，Ｋｖ∈ℝ ３×３为正定矩阵， Δｘ ＝ ｘ－ｘｇ 为误差

项， Γ（ ｓ）为斜对称矩阵．

定义函数 Ｖ＝ １
２
ΔｘＴＫｘΔｘ＋

１
２
Δｘ̇ＴｍΔｘ̇， 对 Ｖ 关

于时间求导， 并结合式（１）、式（３）得：
Ｖ̇ ＝ΔｘＴＫｘΔｘ̇＋ｍΔｘ̇ＴΔｘ̈＝ －Δｘ̇ＴＫｖΔｘ̇－ｘ̇Ｔ

ｇΓ（ ｓ） ｘ̇

（４）
若目标速度 ｘ̇ｇ ＝ ０， 则 Ｖ̇≤０， 记 Ｖｍａｘ为 Ｖ（０） ．根据

ＬａＳａｌｌｅ 不变原理， 易见目标位置是渐近可达的．
为使位置控制律具有避障性， Ｇａｒｉｍｅｌｌａ 等［７］

提出 Γ（ ｓ）的一种设计方法：

Γ（ ｓ） ＝ ∑Γｉ（ ｓ），Γｉ（ ｓ） ＝ ｋ１（θ ｉ）ｋ２（ｄｉ） ｅ^ｉ（ ｓ）

（５）
其中 Γｉ，ｋ１（θｉ），ｋ２（ｄｉ），ｅｉ（ ｓ）为对应障碍物 Ｏｉ 的

避障矩阵、角度系数、距离系数和旋转轴， 障碍物

可视为一系列圆柱、球及其组合． 为简单起见， 假

设单个障碍物为球形（若单个障碍物为圆柱， 旋转

轴 ｅ（ ｓ）可取为圆柱的中心轴）， 其半径为 ｒ， ｄ 为

刚体质心位置指向球心的向量， θ 为刚体质心运动

方向与 ｄ 之间的夹角， ｒｄ 为检测半径． 取：

ｋ１（θ）＝ ｅ（θ－１），ｋ２（ｄ）＝ ｋｏｂｓ

Ｓ（ ｒｄ＋ｒ－ ｄ ）
ｄ －ｒ

ｅ（ ｓ）＝ ｄ×ｘ̇
ｄ×ｘ̇

（６）

其中 ｋｏｂｓ≥πｅ ２Ｖｍａｘ 为正常数，Ｓ 形函数作为阶梯

函数的平滑近似，使 ｋ２（ｄ）与距离成反比，定义为：

Ｓ（ ｔ）＝ １
１＋ｅ－ｔ

（７）

同样的， 为使目标姿态 Ｒｇ 可达， 可选取姿态

控制律［１３］：
τ＝ －ｓｋｅｗ（ＫＲΔＲ）∨－Ｋω（ω－ΔＲＴωｇ）＋

ω×J（ΔＲＴωｇ）＋J（ΔＲＴω̇ｇ） （８）
其中 ΔＲ：＝ＲＴ

ｇＲ， ｓｋｅｗ（Ａ）：＝（Ａ－ＡＴ）， 算子（·）∨是

帽子映射·^的逆映射， ＫＲ，Ｋｗ 为正定矩阵．
结合位置控制律和姿态控制律， 可获得刚体

在 ＳＥ（３）中到达指定位姿的无碰撞轨迹 ｃ＝（Ｒ，ｘ）：
［０，ｔ］→ＳＥ（３） ．

２　 运动学逆解的阻尼最小二乘法

从机械的角度看， 对于 ｎ 连杆开链机械臂， 我

们可以用一系列通过转动或移动关节连接的刚体

运动链表示． 为简单起见， 只考虑转动情形． 此时

关节空间 Ｔｎ 是各独立关节角所在空间 Ｓ１ 的 ｎ 重

笛卡尔积． 考虑机械臂由关节空间到工作空间的正

运动学映射 ｇｓｔ：Ｔｎ→ＳＥ（３） ．

２９３
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逆运动学问题的处理一般可采用分析法或数

值法． 分析法利用机械臂特殊几何结构得到解析表

达式； 数值法通过迭代收敛得到局部的唯一解， 比

较著名的算法有循环坐标下降法（ＣＣＤ）、启发式

ＦＡＢＲＩＫ 策略； 还可将逆运动学问题转化为优化问

题， 利用 Ｎｅｗｔｏｎ 法、梯度下降法、阻尼最小二乘法

等优化算法进行求解（详见综述［１４］） ．
阻尼最小二乘法［１４］ 综合了 Ｎｅｗｔｏｎ 法以及梯

度下降法的优点， 并改善了两者的不足． 为应用欧

式空间的阻尼最小二乘法（ＤＬＳ）， 我们利用局部

微分同胚 ψ：ｓｅ（３）→ＳＥ（３）的逆映射将 ＳＥ（３）中
的逆问题转换到欧式空间 ｓｅ（３）中．

设 ｃｇ：［０，ｔ］→ＳＥ（３）为期望目标曲线， 令：
Ｆ（θ，ｔ）＝ ψ－１（ｃｇ（ ｔ）

－１ｇｓｔ（θ）） （９）
其中 ψ 可由指数映射或作为其近似的 Ｃａｙｌｅｙ 变换

给出． 利用 ＳＥ（３）中的 Ｃａｙｌｅｙ 变换［１５］：
ψ－１（Ｍ）＝ （Ｃａｙ－１（Ｒ），（Ｒ＋Ｉ３）

－１ｘ） （１０）
其中，Ｍ ＝ （Ｒ，ｘ）∈ＳＥ（３）， Ｉ３ 为 ３ 阶单位矩阵，
Ｃａｙ－１：ＳＯ（３）→ｓｏ（３）为：

Ｃａｙ－１（Ｒ）＝ （ Ｉ３＋Ｒ）
－１（ Ｉ３－Ｒ） （１１）

记 Ｆ （ θ， ｔ） 关于 θ 变量的雅克比矩阵为 Ｊ （ θ） ＝
∂Ｆ ｉ

∂θ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ×ｎ

， ｋ 为工作空间维数． 雅克比矩阵接近奇异

时将导致基于雅克比矩阵的算法发散．
为求解 Ｆ（θ，ｔ） ＝ ０ 的最佳近似解， 考虑优化

问题：
ｍｉｎθ（ ＪΔθ－ｅ ２＋λ２ Δθ ２） （１２）

其中 ｅ＝Ｆ（θ，ｔ）为误差项， λ∈ℝ 为非零阻尼系数．
阻尼最小二乘解为：

Δθ＝ＪＴ（ＪＪＴ＋λ２Ｉ） －１ｅ （１３）
当参数 λ 较小时， 算法效果趋近于 Ｎｅｗｔｏｎ 算

法， 反之， 算法效果趋近于梯度下降法．
下面给出回转力避障与阻尼最小二乘法相结

合的反应规划算法（算法 Ｉ）：
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ Ｉ　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ Ｐｌａｎｎｉｎｇ

Ｉｎｐｕｔ： ｓｃｕｒｒｅｎｔ ＝（（Ｒ，ｘ），（ω，ｘ̇））， ｓｇ ＝（（Ｒｇ，ｘｇ），（ωｇ，ｘ̇ｇ））

Ｒｅａｃｔｉｏｎ Ｐｌａｎｎｉｎｇ（ ）

１： Ｗｈｉｌｅ ｎｏｔ ｒｅａｃｈ （ｘｇ，Ｒｇ）

２： 　 ｓｎｅｘｔ ＝Ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ Ａｖｏｉｄａｎｃｅ（ｓｃｕｒｒｅｎｔ，ｓｇ）；

３： 　 θ＝Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ Ｉｎｖｅｒｓｅ（ｓｎｅｘｔ，ｓｃｕｒｒｅｎｔ）；

４： 　 ｓｃｕｒｒｅｎｔ ＝ ｓｎｅｘｔ；

Ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ Ａｖｏｉｄａｎｃｅ（ｓｃｕｒｒｅｎｔ，ｓｇ）

１： 　 ｍｘ̈＝ －ＫｘΔｘ－ＫｖΔｘ̇＋Γ（ｓ） ｘ̇；

２： 　 Jω̇＝Jω×ω－ｓｋｅｗ（ＫＲΔＲ）∨－Ｋω（ω－ΔＲＴωｇ）＋

ω×J（ΔＲＴωｇ）＋J（ΔＲＴω̇ｇ）；

３： 　 Ｒｅｔｕｒｎ ｓｎｅｘｔ；

Ｋｉｎｅｍａｔｉｃ Ｉｎｖｅｒｓｅ（ｓｎｅｘｔ，ｓｃｕｒｒｅｎｔ）

１： 　 Δθ＝ＪＴ（ＪＪＴ＋λ２Ｉ） －１ｅ；

２： 　 Ｒｅｔｕｒｎ θ；

３　 快速随机生成树（ＲＲＴ）算法

为检验前面所提规划算法的有效性， 我们将

其与经典的 ＲＲＴ 算法进行仿真对比． ＲＲＴ 方法采

样方式可分为关节空间采样［１６］ 与工作空间采

样［１７］ ． 由于正运动学映射的非线性， 一般采用工

作空间采样方式． Ｋｕｆｆｎｅｒ［１８］ 介绍了刚体工作空间

中常用的采样策略， 包括 ＳＥ（３）采样点间距离的

定义、插值方案的选取． 为实现在随机生成树中添

加新路径， 即“长树枝” （图 １）的过程， 我们利用

前述阻尼最小二乘法生成采样点与 ＲＲＴ 中父结点

的连接路径．

图 １　 快速随机生成树算法示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｒａｐｉｄ⁃ｅｘｐｌｏｒｉｎｇ ｒａｎｄｏｍ ｔｒｅｅ ｍｅｔｈｏｄ （ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ）

３９３
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　 　 具体实现过程为： 记初始位姿 Ｑ０∈ＳＥ（３）为
随机树 Ｔ 根结点． 预先给定某阈值 ｐ（ｐ∈（０，１］） ．
随机生成某数 ｐｃ（ｐｃ∈（０，１））， 若 ｐｃ≤ｐ， 则在工作

空间中随机采样， 采样点记为 Ｑｒａｎｄ； 否则直接取定

目标位姿为采样点 Ｑｒａｎｄ ．树 Ｔ 中距离 Ｑｒａｎｄ最近的结

点记为 Ｑｆａｔｈｅｒ， 记由 Ｑｆａｔｈｅｒ ．ｘ 指向 Ｑｒａｎｄ ．ｘ 方向上步长

为 ｐｓｔｅｐ处的结点为 Ｑｎｅｗ ． ｘ， Ｑｎｅｗ ．Ｒ 可利用四元数与

旋转矩阵的关系插值［１８］ 给出． 其中 Ｑ∗ ． ｘ 和 Ｑ∗ ．Ｒ
分别表示采样点 Ｑ∗ 位置和姿态． 若机械臂位姿

Ｑｎｅｗ不与障碍物发生碰撞， 则将 Ｑｎｅｗ插入树 Ｔ 并连

接 Ｑｎｅｗ与 Ｑｆａｔｈｅｒ ． 重复采样直至 Ｔ 到达目标位姿， 从

而获得一条由 Ｑ０ 到目标位姿 Ｑｄ 的规划路径．

４　 仿真研究

为验证我们所提出算法的有效性， 以简单的

六轴开链机械臂为例（图 ２）， 其杆长依次为 ｌ１，ｌ２，
…，ｌ６， 对应质量为 ｍ１，ｍ２，…，ｍ６ ．

机器人运动学正解由指数积公式［１９］给出：
ｇｓｔ（θ）＝ ｅξ^１θ１ｅξ^２θ２…ｅξ^６θ６ｇｓｔ（０） （１４）

其中机器人初始位姿：

ｇｓｔ（０）＝
Ｉ

０
ｌ２＋ｌ３＋ｌ４＋ｌ５＋ｌ６

ｌ１＋ｌ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１５）

运动旋量 ξ ｉ：

ξ ｉ ＝
－ωｉ×ｑｉ

ωｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， ｉ＝ １，…，６ （１６）

其中 ωｉ∈ℝ３是运动旋量轴线方向上的单位矢量，
定义为：

ω１ ＝ω４ ＝（０，０，１） Ｔ

ω２ ＝ω３ ＝ω５ ＝（１，０，０） Ｔ

ω６ ＝（０，１，０） Ｔ （１７）
ｑｉ∈ℝ３为轴线上的任一点， 取为：

ｑ１ ＝
０
０
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，ｑ２ ＝
０
０

ｌ０＋ｌ１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，ｑ３ ＝
０
ｌ２

ｌ０＋ｌ１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｑ４ ＝
０

ｌ２＋ｌ３
ｌ０＋ｌ１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，ｑ５ ＝
０

ｌ２＋ｌ３＋ｌ４
ｌ０＋ｌ１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｑ６ ＝
０

ｌ２＋ｌ３＋ｌ４＋ｌ５
ｌ０＋ｌ１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１８）

将式（１５） ～式（１８）代入式（１４）得到机械臂正

运动学映射． 在实验环境为 Ｉｎｔｅｌ ｉ５ ／ ２．５ＧＨＺ ／ ２Ｇ 的

计算机上， 给定 ３ 组机械臂末端初始状态及可达

目标状态， 分别采用 ＲＲＴ 算法测试， 取偏向概率 １
－ｐ＝ ０．６４， 步长 ｐｓｔｅｐ ＝ ２．８， 经样条函数光滑化， 得

到轨迹如图 ３ 所示．

图 ２　 六轴开链机械臂模型

Ｆｉｇ．２　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｓｉｘ⁃ａｘｉｓ ｏｐｅｎ ｃｈａｉｎ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

图 ３　 ＲＲＴ 规划算法所生成的避障轨迹

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ⁃ｆｒｅｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ＲＲＴ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
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图 ４　 由回转力控制所生成的避障轨迹

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ⁃ｆｒｅｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｆｏｒｃｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

　 　 为将算法 Ｉ 与 ＲＲＴ 方法比较， 在相同场景下，
考虑开链机械臂末端实现避障， 取机械臂末端质

量 ｍ６ ＝ ３．９２ｋｇ， 转动惯量J＝ ｄｉａｇ（２，２，１）， 刚体初

始及目标速度、体角速度均设为 ０， 得到轨迹如图

４ 所示， 两种算法规划结果比较见表 １．
表 １　 算法 Ｉ 与 ＲＲＴ 规划比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ Ｉ ａｎｄ ＲＲＴ ｐｌａｎｎｉｎｇ

／ Ｇｒｏｕｐ １ Ｇｒｏｕｐ ２ Ｇｒｏｕｐ ３
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ Ｉ Ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ（ｓ） ０．３３９ ０．３２６ ０．４８１

ＲＲＴ
Ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ（ｓ） ３．４３１ ４．３９０ ４．９７２
Ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｓａｍｐｌｉｎｇｓ ／

Ａｌｌ ｓａｍｐｌｉｎｇｓ ５８ ／ １１０ ７２ ／ １５６ １１６ ／ ３２６

由上述结果可知：相比于 ＲＲＴ 算法运行时间

长、采样效率低， 回转力与阻尼最小二乘法的结合

可达到快速避障的效果， 且无需用样条函数进行

光滑化处理， 适用于一些末端追踪过程中快速避

障的场景．

５　 小结

本文提出了一种基于几何力学的开链 ｎ 连杆

机械臂末端规划算法， 借助末端刚体的自然运动

方程， 分别引入势场力和回转力进行追踪与避障，
能够在工作空间中快速产生光滑的规划轨迹； 同

时利用阻尼最小二乘法进行运动学逆问题的求解，
得到关节空间的规划路径， 可以克服传统算法检

测频繁， 以及规划路径欠光滑等缺陷， 具有一定的

实际应用价值．
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