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摘要　 数字采样控制是当代主流控制技术，具有变更控制律方便、可靠性高、实时性好、抗干扰能力强等特

点．本文研究基于采样 ＰＤ 反馈的倒立摆控制系统自平衡问题，其受控方程是一类具有时变时滞的时滞微分

方程，其时滞是分段线性函数．首先将闭环系统方程转化为一个差分方程，然后研究了时滞量和采样周期对

差分方程的稳定性区域的影响，进而给出了使差分方程具有最快收敛速度的最优增益的计算方法，最后研

究了时滞量和采样周期对差分方程收敛速度的影响．数值算例表明，时滞量和采样周期对倒立摆控制系统稳

定性以及收敛速度具有重要影响．
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引言

倒立摆是一个结构简单的力学模型，具有广泛

的应用．例如，静止站立的人体［１－４］，竖立在手指指

尖的火柴棒［１，５］，旋转的机器人关节［６］ 和平衡车［７］

等都可以抽象成倒立摆模型．倒立摆系统是开环不

稳定的非线性系统，粘性阻尼不能使倒立摆力学系

统稳定，可具有复杂的动力学现象．倒立摆系统由

于其广泛应用和复杂的动力学特性吸引了众多学

者对其进行研究．在倒立摆的镇定控制中，文献［６］
使用 ＰＤ（ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ⁃ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ）控制器研究了机器

人姿态平衡问题，并验证了该控制器对弹性参数及

载荷质量均具有很好的鲁棒性．文献［８］在倒立摆

系统中使用了多个 ＰＩＤ（ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ⁃ｉｎｔｅｇｒａｌ⁃ｄｅｒｉｖａ⁃
ｔｉｖｅ）控制器，成功实现了开环系统的稳定控制和轨

迹控制，并且控制器对大振幅干扰和高频干扰具有

很好的鲁棒性．文献 ［９］ 结合经典的 ＬＱＲ（ ｌｉｎｅａｒ
ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒｅｇｕｌａｔｏｒ）方法与基因算法给出了控制倒

立摆系统的最优控制方法，模拟结果表明，对基因

算法求得的最优参数，控制器比经典控制具有更好

的控制效果．其它控制手段，如：非线性控制［１０］、模
糊控制［１１］、自动控制［１２］ 等都可实现对倒立摆系统

的控制．在控制环节，信息采集、传输、处理以及作动

器响应等过程都需要一定时间，不可避免地存在时

滞，从而控制系统方程是时滞微分方程．研究表明，
对于小时滞，时滞 ＰＤ 控制器能有效地控制倒立摆

系统，但是当时滞量超过一个临界值时，时滞 ＰＤ 控

制器将不能使倒立摆系统稳定［１，１３］ ．如果在时滞 ＰＤ
控制器中增加时滞加速度反馈项，得到时滞 ＰＤＡ
（ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ⁃ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ⁃ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ）控制，能有效地

增大增益平面稳定性区域的大小［１４，１５］ ．
数字采样控制是当前控制工程技术领域的一

种主流控制技术，它基于计算机完成信号采样、分
析、传输，并以离散的数字信号作为控制输入．采样

控制是具有分段线性时滞的反馈控制，时滞量和采

样周期对控制系统的动力学有重要影响．例如，在
研究采样 ＰＤ 控制作用下单自由度振动系统的稳

定性时，文献［１６］将采样控制中的时滞量从一个

采样周期滞后［１７］ 推广到了多个采样周期滞后，理
论上说明了随着时滞量的增加，稳定性区域将逐渐

减小．文献［１８］讨论了位移与速度反馈具有不同时

滞时，时滞 ＰＤ 采样控制中不同时滞量组合对一个

简单的力控制系统的稳定性区域的影响，与等时滞

情形相比较，当位移信号的时滞量两倍于速度信号

的时滞量时，在增益参数平面内具有更大的稳定性

区域．文献［１９］以单自由度系统为研究对象，考虑
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了速度信号和加速度信号都具有时滞效应的反馈

控制，发现时滞加速度信号在采样作用下可以被看

作是一种含时滞的参数激励，其能使不稳定系统得

到镇定，同时，在一定范围的采样周期下，增大采样

周期会使得稳定性区域增大．这表明，采样控制的

时滞量与采样周期都可能给系统的稳定性带来复

杂的影响．目前，多数文章研究了时滞量对采样控

制系统稳定性的影响，少有文章考虑采样周期对稳

定性的影响．本文将采样 ＰＤ 反馈控制应用于一个

含阻尼的倒立摆系统上，不仅考虑时滞量对系统稳

定性的影响，而且考虑采样周期对稳定性区域的影

响，以及时滞量和采样周期对收敛速度的影响．
本文第一节给出了采样控制作用下的倒立摆

控制系统的运动方程，它是一个微分⁃差分方程，然
后在满足采样定理条件下将其转化为差分方程；第
二节基于差分方程研究了采样周期与时滞量对倒

立摆系统稳定性区域大小的影响；第三节给出了控

制增益的选取方法，使倒立摆控制系统具有最快收

敛速度，并且讨论了采样周期与时滞量对收敛速度

的影响；第四节为本文的总结．

１　 受控倒立摆系统的运动方程

考察图 １ 所示的作平面运动的倒立摆系统，摆
长 Ｌ，质量 ｍ，摆的质心距转轴的距离 ｌ，摆的转动

惯量为 Ｊ，滑块的质 Ｍ，滑块与滚轴的摩擦阻力忽

略不计，滑块受到水平的控制力 Ｑ．设摆杆偏离竖

直向上的角度为 θ，滑块的水平位移为 ｘ．

图 １　 倒立摆模型

Ｆｉｇ．１　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎ ｉｎｖｅｒｔｅｄ ｐｅｎｄｕｌｕｍ

假定只考虑摆和滑块转轴之间的摩擦力，且产

生的耗散能量为
１
２
ｃθ̇２，其中 ｃ 为耗散系数．根据含

耗散能量项的拉格朗日方程：
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其中，ｑ ｊ 为广义坐标，Ｔ，Ｖ，Ｄ 和 Ｆｑ ｊ
分别表示系统的

动能、势能、耗散能和广义力．图 １ 的倒立摆系统是

一个二自由度系统，我们考虑的广义坐标是小车的

位移 ｘ 和摆角 θ．注意到：

Ｔ＝ １
２
ｍ ｄ

ｄｔ
（ｘ＋ｌｓｉｎθ）é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋ ｄ
ｄｔ

（ ｌｃｏｓθ）é

ë
êê

ù

û
úú

２

{ } ＋

１
２
Ｍｘ̇２＋ １

２
Ｊθ̇２

Ｖ＝ｍｇｌｃｏｓθ，Ｄ＝ １
２
ｃθ̇２

于是有：
∂Ｔ
∂ｘ

＝ ０，∂Ｔ
∂ｘ̇

＝（ｍ＋Ｍ） ｘ̇＋ｍｌｃｏｓθ·θ̇

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂ｘ̇

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝（ｍ＋Ｍ） ｘ̈＋ｍｌ（－ｓｉｎθ·θ̇２＋ｃｏｓθ·θ̈）

∂Ｖ
∂ｘ

＝ ０，∂Ｄ
∂ｘ̇

＝ ０，Ｆｘ ＝Ｑ

∂Ｔ
∂θ

＝ －ｍｌθ̇ｘ̇ｓｉｎθ （２）

∂Ｔ
∂θ̇

＝ Ｊθ̇＋ｍｌｃｏｓθ·ｘ̇＋ｍｌ２ θ̇

ｄ
ｄｔ

∂Ｔ
∂θ̇

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｊθ̈＋ｍｌ（ ｘ̈＋ｃｏｓθ－ｘ̇ｓｉｎθ·θ̇＋ｌθ̈）

∂Ｖ
∂θ

＝ －ｍｇｌｓｉｎθ，∂Ｄ
∂θ̇

＝ ｃθ̇，Ｆθ ＝ ０

将（２）式代入（１）中，得倒立摆的运动方程为：
（ｍ＋Ｍ） ｘ̈＋ｍｌｃｏｓθ·θ̈－ｍｌｓｉｎθ·θ２ ＝Ｑ
ｍｌｃｏｓθ·ｘ̈＋（Ｊ＋ｍｌ２） θ̈＋ｃθ̇－ｍｇｌｓｉｎθ＝ ０ （３）

其中，Ｊ＝ １
３
ｍｌ２，对方程组（３）进行解耦，消去 ｘ̈ 项，

得：
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在 θ＝ ０ 处进行线性化和无量纲化，得到关于

摆角 θ 满足的二阶微分方程：
θ̈（ ｔ）＋２ξΩθ̇（ ｔ）－Ω２θ（ ｔ）＝ ｕ（ ｔ） （５）

其中， ξ ＝ ｃ
２ｍｌ

３（ｍ＋Ｍ）
（４ｍ＋Ｍ）ｇｌ

， Ω ＝ ３（ｍ＋Ｍ）ｇ
（ｍ＋４Ｍ） ｌ

，

ｕ（ ｔ）＝ － ３
（ｍ＋４Ｍ） ｌ

Ｑ（ ｔ） ．

８７３



第 ４ 期 王强等：基于采样 ＰＤ 反馈的倒立摆控制系统的稳定性

采用等时长的采样，采样周期 Δｔ ＝ ｔｉ－ｔｉ－１，利用

零阶采样保持，具有输入时滞的采样 ＰＤ 反馈控制

可表示为：
ｕ（ ｔ）＝ －ｋｐθ（ ｔｉ－ｍ）－ｋｄ θ̇（ ｔｉ－ｍ） （６）

其中，ｔ∈［ ｔｉ，ｔｉ＋１），ｔｉ－ｍ ＝ ｔｉ －ｍΔｔ，ｍ∈Ｚ＋，ｋｐ 和 ｋｄ 分

别表示位移反馈增益和速度反馈增益．
在实际情况下，用 Δｔ 的整数倍近似表示时滞

量会产生
１
２
Δｔ 的误差，但对于高频（Δｔ 很小），这种

近似带来的误差会很小．比如，市场上的传感器设

备 ＧＹ－８５，其集成了加速度计、陀螺仪、电子罗盘

等传感器，其正常工作的频率为 ８ｋＨｚ，近似表示时

滞量的方法带来的误差不会超过 ６．２５×１０－５ ｓ，该误

差在一些应用中几乎可以忽略不计．
下面考虑受控倒立摆系统在平衡点处的局部

稳定性，将（６）式代入（５）式中，得到如下分段线性

微分－差分方程：
　 θ̈（ ｔ）＋２ξΩθ̇（ ｔ）－Ω２θ（ ｔ）＝ －ｋｐθ（ ｔｉ－ｍ）－ｋｄ θ̇（ ｔｉ－ｍ），

ｔ∈［ ｔｉ，ｔｉ＋１） （７）

此方程可转化为差分方程．事实上，令 ｙ１ ＝ θ，ｙ２ ＝ θ̇，
并代入（７）式中，得：

ｙ̇１（ ｔ）＝ ｙ２（ ｔ）

ｙ̇２（ ｔ）＝ －２ξΩｙ２（ ｔ）＋Ω２ｙ１（ ｔ）－ｋｐｙ１（ ｔｉ－ｍ）－
ｋｄｙ２（ ｔｉ－ｍ）

其中，ｔ∈［ ｔｉ，ｔｉ＋１） ．再令 Ｙ ＝ ［ｙ１ 　 ｙ２］ Ｔ，得到受控倒

立摆的状态方程：
Ｙ̇（ ｔ）＝ ＡＹ（ ｔ）＋ＷＹ（ ｔｉ－ｍ），ｔ∈［ ｔｉ，ｔｉ＋１） （８）
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在区间 ｔ∈［ ｔｉ，ｔｉ＋１）使用常数变易法，得到：

Ｙ（ ｔ） ＝ ｅＡ（ ｔ －ｔｉ）Ｙ（ ｔｉ） ＋ ∫ｔ
ｔｉ
ｅＡ（ ｔ －τ）ｄτ·ＷＹ（ ｔｉ －ｍ）

令 ｓ＝ ｔ－τ，有：
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０
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将 ｔ＝ ｔｉ＋１代入上式可以得到采样点之间的关系

式：

Ｙ（ ｔｉ ＋１） ＝ ｅＡΔｔＹ（ ｔｉ） ＋ ∫Δｔ
０
ｅＡｓｄｓ·ＷＹ（ ｔｉ －ｍ） （９）

由于 Ａ ＝ －Ω２≠０，从而（９）式右端项可写为：
Ｙ（ ｔｉ＋１）＝ ＡＹ（ ｔｉ）＋ＢＹ（ ｔｉ－ｍ） （１０）

其中，Ａ＝ｅＡΔｔ，Ｂ＝Ａ－１（ｅＡΔｔ－Ｉ）Ｗ．

为了计算 ｅＡΔｔ，首先求矩阵 ＡΔｔ 特征值：

λ１ ＝λＡ，１Δｔ＝（－ξ＋ ξ２＋１ ）ΩΔｔ

λ２ ＝λＡ，２Δｔ＝（－ξ－ ξ２＋１ ）ΩΔｔ
皆为实数；然后对 ＡΔｔ 进行对角化，可求得可逆矩
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进而可得：
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将上述结果代入（１０），得：
ｙ１（ ｔｉ＋１）＝ ａ１１ｙ１（ ｔｉ）＋ａ１２ｙ２（ ｔｉ）＋

ｂ１１ｙ１（ ｔｉ－ｍ）＋ｂ１２ｙ２（ ｔｉ－ｍ）
ｙ２（ ｔｉ＋１）＝ ａ２１ｙ１（ ｔｉ）＋ａ２２ｙ２（ ｔｉ）＋

ｂ２１ｙ１（ ｔｉ－ｍ）＋ｂ２２ｙ２（ ｔｉ－ｍ） （１１）
其中各系数分别为：

ａ１１ ＝
ｅλＡ，２ΔｔλＡ，１－ｅλＡ，１ΔｔλＡ，２

λＡ，１－λＡ，２

ａ１２ ＝
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ｂ２２ ＝
（ｅλＡ，１Δｔ－ｅλＡ，２Δｔ）ｋｄ

λＡ，１－λＡ，２

进一步，令：
［ ｚ１（ ｔｉ），…，ｚｍ＋１（ ｔｉ），ｚｍ＋２（ ｔｉ），…，ｚ２ｍ＋２（ ｔｉ）］ Ｔ

＝［ｙ１（ ｔｉ），…，ｙ１（ ｔｉ－ｍ），ｙ２（ ｔｉ），…，ｙ２（ ｔｉ－ｍ）］ Ｔ

＝Ｚ（ ｔｉ）
方程（１１）可改写成：

９７３
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Ｚ（ ｔｉ＋１）＝ ＧＺ（ ｔｉ） （１２）
其中，

２　 稳定性分析

在满足采样定理条件下，受控倒立摆系统（７）
的零解渐近稳定的充分必要条件是差分方程（１２）
中的系数矩阵 Ｇ 的所有特征值的复数模小于 １．下
面首先求出矩阵 Ｇ 的特征函数，然后讨论对哪些

反馈增益值，其所有零点的模均小于 １．
２．１　 增益平面的稳定性区域

求矩阵 λＩ－Ｇ 的行列式的值，将其按第 ２ 列和

第 ｍ＋３ 列进行展开，可得矩阵 Ｇ 的特征函数：
　 λＩ－Ｇ ＝λ２ｍ＋２－β１λ２ｍ＋１＋β２λ２ｍ－β３λｍ＋１＋β４λｍ＋β５

（１３）
其中，

β１ ＝ａ１１＋ａ２２，β２ ＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２２，
β３ ＝ ｂ１１＋ｂ２２，β４ ＝ａ１１ｂ２２＋ｂ１１ａ２２－ａ２１ｂ１２－ａ１２ｂ２１，
β５ ＝ ｂ１１ｂ２２－ｂ２１ｂ１２ ．

由于 Ｗ ＝ ０，所以有：
β５ ＝ Ａ－１（ｅＡΔｔ－Ｉ）Ｗ ＝ ０

因而（１３）式可化简为 λＩ－Ｇ ＝λｍｐＧ（λ），其中：

ｐＧ（λ）＝ λｍ＋２－β１λｍ＋１＋β２λｍ－β３λ＋β４ （１４）
其中的系数可进一步表示为：

β１ ＝ ｔｒ（ｅＡΔｔ）＝ ｔｒ
ｅλ１ ０
０ ｅλ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

＝ｅ（－ξ＋ ξ２＋１）ΩΔｔ＋ｅ（－ξ－ ξ２＋１）ΩΔｔ

β２ ＝ ｅＡΔｔ ＝ Ｂ
ｅλ１ ０
０ ｅλ２

Ｂ －１

＝ｅλ１＋λ２ ＝ｅ－２ξΩΔｔ

方程（１２）的稳定性由多项式 ｐＧ（λ）的零点分布完

全确定，进而得到在增益平面上的稳定性区域．
为此考察临界稳定性条件，将 λ ＝ ± １ 代入

（１４）式，得：

ｐＧ（±１）＝ （±１）ｍ·
（ｅλ１－１）（ｅλ２－１）（Ω２－ｋｐ）

Ω２ ，

因为 λ１λ２ ＝ －Ω２Δ２ ｔ≠０， 所以由 ｐＧ（ ±１） ＝ ０ 推出

ｋｐ ＝Ω２，此为临界曲线一支．将 λ ＝ ｅｉω ＝ ｃｏｓω＋ｉｓｉｎω，

ω∈（０，π），代入（１４）式，分离 ｐＧ（ｅｉω）的实部与虚

部得到：
　 ｒｐ（ω，ｋｐ，ｋｄ）＝ Ｒ（ｐＧ（ｅｉω））

＝ ｃｏｓ（（ｍ＋２）ω）－β１ｃｏｓ（（ｍ＋１）ω）＋
　 β２ｃｏｓ（ｍω）－β３ｃｏｓω＋β４

　 ｉｐ（ω，ｋｐ，ｋｄ）＝ Ｉ（ｐＧ（ｅｉω））
＝ ｓｉｎ（（ｍ＋２）ω）－β１ｓｉｎ（（ｍ＋１）ω）＋
　 β２ｓｉｎ（ｍω）－β３ｓｉｎω

再由关于增益的线性方程组：
ｒｐ（ω，ｋｐ，ｋｄ）＝ ０

ｉｐ（ω，ｋｐ，ｋｄ）＝ ０{ ，ω∈［０，π） （１５）

求出（ｋｐ，ｋｄ）关于 ω 的参数方程，在参数平面上确

定临界曲线的另一支．稳定性区域的边界曲线由临

界曲线组成．临界曲线将平面区域划分成多个连通

子区域，在每一个连通子区域内，模小于（或大于）
１ 的特征值的个数是相同的，所以，在连通子区域

中任意选取一组增益值对应控制系统的稳定性可

确定系统在整个子区域内的稳定性．
２．２　 采样周期对稳定性区域影响

下列算例中，取 ξ ＝ ０．１，Ω ＝ １，此时 ｋｐ ＝Ω２ ＝ １

是临界曲线之一．取固定的时滞量 ｍΔｔ ＝ ０．１，不同

的采样周期 Δｔ ＝ ０．０１，０．０２，０．０５，０．１，即所对应的

ｍ＝ １０，５，２，１．下面分别对这 ４ 种情况进行讨论．
（１）当 Δｔ＝ ０．０１，ｍ＝ １０ 时，ｐＧ（λ）＝ ０ 化为：

λ１２－０．１９９８×１０λ１１＋０．９９８０λ１０＋
（０．４９９７×１０－４ｋｐ＋０．９９９０×１０

－２ｋｄ）λ－

０．９９９０×１０－２ｋｄ＋０．４９９３×１０
－４ｋｐ ＝ ０ （１６）

将 λ＝ｃｏｓω＋ｉｓｉｎω 代入（１６）式，从中可以求得

ｋｐ，ｋｄ 关于 ω 的参数方程．令 ω 取遍［０，π），即得到

临界曲线，如图 ２ 所示．在所围成的封闭区域中，取
一组参数值（ｋｐ，ｋｄ）＝ （３０，８），方程（１６）的所有复

根如表 １ 所示，这 １２ 个根的模均小于 １，所以系统

在临界曲线与临界直线 ｋｐ ＝Ω２ ＝ １ 所围成的封闭区

域内是渐近稳定的．

０８３
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图 ２　 采样周期对稳定性区域的影响，其中 τ＝ ０．１

Ｆｉｇ．２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｇｉｏｎ

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｄｅｌａｙ ｖａｌｕｅ ｉｓ ｆｉｘｅｄ，τ＝ ０．１

表 １　 Δｔ＝ ０．０１，ｍ＝ １０ 取（ｋｐ，ｋｄ）＝ （３０，８）时的特征根

及其复数模

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｒｏｏｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｍｏｄｕｌｅ ｗｈｅｎ

Δｔ＝ ０．０１，ｍ＝ １０，（ｋｐ，ｋｄ）＝ （３０，８）

ｒｏｏｔ λ ｍｏｄｕｌｅ ｜λ ｜
０．９４１７ ０．９４１７
－０．７３５０ ０．７３５０

０．９７５９±０．９３５０×１０－１ ｉ ０．９８０４
０．６０９２±０．５３１８ｉ ０．８０８７
０．１８４４±０．７４６２ｉ ０．７６８６
－０．２６６０±０．６９９５ｉ ０．７４８４
－０．６０７８±０．４１８８ｉ ０．７３８１

（２）当 Δｔ＝ ０．０２，ｍ＝ ５ 时，ｐＧ（λ）＝ ０ 化为：

λ７－０．１９９６×１０－１λ６＋０．９９６０×１０－１λ５＋

（０．１９９７×１０－３ｋｐ＋０．１９９６×１０
－２ｋｄ）λ－

０．１９９６×１０－１ｋｄ＋０．１９９５×１０
－３ｋｐ ＝ ０ （１７）

与（１）的方法相同，可画出临界曲线，如图 ２
所示．在所围成的封闭区域中，取一组参数值（ ｋｐ，
ｋｄ）＝ （３０，８），方程（１７）的所有复根（７ 个根）的模

均小于 １，所以系统在临界曲线与临界直线 ｋｐ ＝ １
所围的封闭区域内是渐近稳定的．

（３）当 Δｔ＝ ０．０５，ｍ＝ ２ 时，ｐＧ（λ）＝ ０ 化为：

λ４－０．１９９３×１０λ３＋０．９９００λ２＋

（０．１２４６×１０－２ｋｐ＋０．４９７７×１０
－１ｋｄ）λ－

０．４９７７×１０－１ｋｄ＋０．１２４２×１０
－２ｋｐ ＝ ０ （１８）

其临界曲线如图 ２ 所示．在所围成的封闭区域

中取一组参数值（ｋｐ，ｋｄ）＝ （２０，８），方程（１８）的所

有复根的模均小于 １，所以系统在临界曲线与临界

直线 ｋｐ ＝ １ 所围的封闭区域内是渐近稳定的．
（４）当 Δｔ＝ ０．１，ｍ＝ １ 时，ｐＧ（λ）＝ ０ 化为：

λ３－０．１９９０×１０λ２＋（０．９８０２＋０．４９７１×１０－２ｋｐ＋

０．９９１７×１０－１ｋｄ）λ－０．９９１７×１０
－１ｋｄ＋

０．４９３８×１０－２ｋｐ ＝ ０ （１９）
其临界曲线如图 ２ 所示．在所围成的封闭区域

中，取一组参数值（ｋｐ，ｋｄ）＝ （１０，６），方程（１９）的所

有复根的模均小于 １，所以系统在临界曲线与临界

直线 ｋｐ ＝ １ 所围的封闭区域内是渐近稳定的．
由图 ２ 可以看出，对于固定时滞量的系统

（７），采样频率越高（采样周期越短），其稳定性区

域越大．其原因可能是采样频率越高，采样器在单

位时间内获取系统的实时状态信息就越多［１８］，其
更有利于控制系统稳定．
２．３　 时滞量对稳定性区域影响

选取固定的采样周期 Δｔ ＝ ０．０１，不同的时滞量

τ＝ｍΔｔ＝ ０．１，０．１１，０．１２，０．１３，即对应的 ｍ ＝ １０，１１，
１２，１３．其中 ｍ ＝ １０，已在前一节讨论过，对于 ｍ ＝
１１，１２，１３，使用同样的分析方法可以得到渐近稳定

区域，其结果如图 ３ 所示．

图 ３　 时滞量对稳定区域的影响，其中 Δｔ＝ ０．０１

Ｆｉｇ．３　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｏｎ ｓｔａｂｌｅ ｒｅｇｉｏｎ ｗｉｔｈ

ｓａｍｐｌｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄ ｗｈｅｒｅ Δｔ＝ ０．０１

由图 ３ 可以看出，对于固定采样周期的系统

（７），稳定性区域的大小对时滞量的变化非常敏

感：时滞量的小改变，会导致稳定性区域的大变化．

３　 最优反馈增益

令向量 ｅ（ｋ） ＝ Ｚ∗－Ｚ（ ｔｋ）表示迭代公式（１２）的

第 ｋ 步的状态误差，其中 Ｚ∗ ＝ ０ 是唯一的平衡点，
Ｚ（ ｔｋ）表示第 ｋ 步迭代结果．以 ｅ（０） ＝ Ｚ０ 为初始状

态，则状态误差满足 ｅ（ｋ＋１） ＝ Ｇｅ（ｋ），进而有 ｅ（ｋ） ＝
Ｇｋｅ（０），上式两边取范数得：
　 ｅ（ｋ） ≤ Ｇｋ · ｅ（０） ＝ （ Ｇｋ １ ／ ｋ ） ｋ ·

１８３
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ｅ（０）

故 Ｇｋ １ ／ ｋ的大小决定状态误差 ｅ（ｋ） 收敛到零向量

的速度， Ｇｋ １ ／ ｋ越小，收敛速度越快．由于：
ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｇｋ １ ／ ｋ＝ ρ（Ｇ）

其中，ρ（Ｇ）是矩阵 Ｇ 的谱半径，其值等于矩阵 Ｇ
的所有特征值的复数模最大值．当 ρ（Ｇ） ＜１ 时，迭
代格式收敛，ρ（Ｇ）越小，收敛速度越快．
３．１　 计算方法

为了在增益平面内求得使 ρ（Ｇ）取最小值的增

益值，对取定的 ｒ，令特征值 λ ＝ ｒｅｉω，ω∈［０，π），它
定义了增益平面上的参数曲线，该曲线将平面分割

成若干连通子区域，每个子区域中，模大于（或小

于） ｒ 的特征根的个数保持不变．在选定的稳定性增

益区域内，依次减小 ｒ（０＜ｒ＜１）的取值，直到有 ｒ ＝
ｒ∗使 λ＝ ｒ∗ｅｉω，ω∈［０，π）所围成的稳定性区域消

失，则 ｒ ＝ ｒ∗对应的增益值 ｋｐ ＝ ｋ∗
ｐ ， ｋｄ ＝ ｋ∗

ｄ 即最优

增益值．
以 ２．２（１）的讨论为例，取 ｍ＝ １０，Δｔ＝ ０．０１．令 λ

＝ ｒｅｉω代入（１８）式中，得：
ｐＧ（λ）＝ ｒ１２ｅ１２ｉω－１．９９８ｒ１１ｅ１１ｉω＋０．９９８０ｒ１０ｅ１０ｉω＋

（０．４９９７×１０－４ｋｐ＋０．９９９０×１０
－２ｋｄ） ｒｅｉω－

０．９９９０×１０－２ｋｄ＋０．４９９×１０
－４ｋｐ

（２０）
当 ω＝ ０ 时，即 λ ＝ ｒ，由 ｐＧ（ ｒ）＝ ０ 求得临界曲

线中的一条直线 ｌ１，再根据隐函数定理，其斜率为：

Ｓ１（ ｒ）＝
ｄｋｄ

ｄｋｐ
＝

∂ｐＧ

∂ｋｐ

∂ｐＧ

∂ｋｄ

（２１）

当 ω∈（０，π）时，由 ｐＧ（ ｒｅｉω） ＝ ０ 得到参数方

程：
ｋｐ（ω）＝ Ｈ１（ ｒ，ω）
ｋｄ（ω）＝ Ｈ２（ ｒ，ω） （２２）
上述参数方程表示临界曲线中的另外一支曲

线 ｌ２ ．由 ｐＧ（λ）的连续性知：
ｌｉｍ
ω→０

ｐＧ（ ｒｅｉω）＝ ｐＧ（ ｒ）

故 ｌ１ 与 ｌ２ 在 ω＝ ０ 处相交，并且相切情形发生

在 ω＝ ０ 处．不难算出曲线 ｌ２ 在 ω→０ 时的斜率：

Ｓ２（ ｒ）＝ ｌｉｍ
ω→０

∂Ｈ２（ ｒ，ω）
∂ω

∂Ｈ１（ ｒ，ω）
∂ω

（２３）

曲线 ｌ１ 与 ｌ２ 发生相切时，即：
Ｓ１（ ｒ）＝ Ｓ２（ ｒ） （２４）
可解得 ｒ（０＜ｒ＜１） 的根：０．７２００ 和 ０．９４５１．显然

发生第一次相切时，稳定性区域为空，而后随着 ｒ
减小，均不存在稳定性区域，故舍弃小的值 ０．７２００．

如图 ４ 所示，在 递减的过程中，分别取 ｒ ＝
０．９９，０．９８，０．９７，０．９４６，临界曲线所围的封闭区域

越来越小，直至 ｒ ＝ ０．９４６ 时稳定性区域几乎为空

集，区域内部的增益值对应的谱半径都比 ０．９４６ 要

小，对应于（１６）的所有特征根的模均小于 ０．９４６．

图 ４　 谱半径与稳定性区域（ｍ＝ １０，Δｔ＝ ０．０１）

Ｆｉｇ．４　 Ｐｌｏｔ ｏｆ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｒａｄｉｕｓ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｒｅｇｉｏｎｓ（ｍ＝ １０，Δｔ＝ ０．０１）

将 ｒ∗ ＝ ０．９４５１ 代入（２２）中，并令 ω→０，得：
ｋ∗
ｐ ＝ ｌｉｍω→０Ｈ１（ ｒ∗，ω）

ｋ∗
ｄ ＝ ｌｉｍω→０Ｈ２（ ｒ∗，ω） （２５）

增益（ｋ∗
ｐ ，ｋ∗

ｄ ）即为最优增益，ｒ∗为最优增益下

（１６）式的谱半径．经计算，最优增益为：
ｋ∗
ｐ ＝ ０．８４３５×１０， ｋ∗

ｄ ＝ ０．４４０７×１０
将上述增益代入（１６）中，求出特征函数的零

点，所有零点均在以 ｒ∗为半径的圆内，此时 ρ（Ｇ）
＝ ｒ∗ ．
３．２　 采样周期对最快收敛速度的影响

固定时滞量 τ ＝ｍΔｔ ＝ ０．１，考察采样周期为 Δｔ
＝ ０．０２，０．０５，０．１ 时的最快收敛速度．

由特征函数及（２１） ～ （２５）式可以求出各系统

参数下的最小谱半径和最优增益．表 ２ 给出 ４ 种不

同采样周期下最优增益及最快收敛速度的关系，从
中可以看出，随着 ｍ 减小，即采样周期增大，最优

增益中的速度增益和位移增益均减小，并且最小谱

半径也减小．在相同时间段 τ ＝ｍΔｔ ＝ ０．１，系统趋于

稳态的速度由 ｒ∗ｍ决定，由表 ２ 最后一列可知，采样
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周期越大，实际的最快收敛速度越慢．
表 ２　 采样周期对最优增益及最快收敛速度的影响

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄ ｏｎ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｇａｉｎ

ａｎｄ ｔｈｅ ｆａｓｔｅｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ

ｍ Δｔ ｋ∗ｐ ｋ∗ｄ ｒ∗ ｒ∗ｍ

１０ ０．０１ ０．８４３５×１０ ０．４４０７×１０ ０．９４５１ ０．５６８６
５ ０．０２ ０．７７９６×１０ ０．４２１５×１０ ０．８９７６ ０．５８２７
２ ０．０５ ０．６３４９×１０ ０．３７４４×１０ ０．７８６５ ０．６１８５
１ ０．１０ ０．４８５０×１０ ０．３１８５×１０ ０．６６３３ ０．６６３４

３．３　 时滞量对最快收敛速度的影响

时滞量对最快收敛速度有重要影响，以 ２．２ 节

中的 ｍΔｔ＝ ０．１，０．１１，０．１２，０．１３ 为例，根据 ３．２ 节的

结果，取 Δｔ＝ ０．０１，经计算，得到时滞量与谱半径的

关系，如表 ３ 所示，采样周期固定时，随着时滞量的

增加，系统最快收敛速度将减小．
表 ３　 时滞量对最优增益及最快收敛速度的影响

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｏｎ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｇａｉｎ ａｎｄ

ｔｈｅ ｆａｓｔｅｓｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ

ｍ Δｔ ｋ∗ｐ ｋ∗ｄ ｒ∗

１０ ０．０１ ０．９９８５×１０ ０．４２３９×１０ ０．５６８６
１１ ０．０１ ０．７１９３×１０ ０．４０３０×１０ ０．５９７１
１２ ０．０１ ０．６２７３×１０ ０．３７１４×１０ ０．６２２２
１３ ０．０１ ０．５５３８×１０ ０．３４４６×１０ ０．６４４４

４　 结论

采样 ＰＤ 反馈控制作用下倒立摆系统的稳定

性受诸多因素的影响，如采样周期、时滞量、反馈增

益等．研究表明，一方面，采样周期的减小可使反馈

增益平面的稳定性区域会增大、最快收敛速度得到

提高．时滞影响了反馈控制的性能：时滞量越大，系
统越难以控制，这极大地减小了稳定性区域的大

小，同时降低了最快收敛速度．另一方面，如果适当

增大采样周期，即降低对采样器性能的要求，虽然

会使得稳定性区域减小，最快收敛速度减小，但是，
相应的反馈增益可能会大大减小，即降低了对作动

器性能的要求．在实际应用中，应根据现实条件与

需求来设计控制策略，合理地采用作动器、采样器

以及控制指标来设定相关参数．
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