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摘要　 研究了一类二自由度模型在高速切削过程中的颤振运动．首先建立了二自由度切削运动模型，得到了

四维的非线性分段方程，然后研究切削力中的动态分量对切削颤振的影响，应用特征值法解析建立了系统

发生 Ｈｏｐｆ 分岔的临界条件．结果表明，当分岔参数经过某一临界值时发生 Ｈｏｐｆ 分岔．最后，通过数值方法对

该系统进行了数值模拟，从而验证了该临界条件的有效性．
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引言

在机械加工过程中，切削会引起刀具与工件之

间强烈的自激振动，这种不可避免的现象通常被称

为“颤振”．由于颤振会降低切削质量和切削效率，
降低刀具和机床的使用寿命，因此切削加工过程的

稳定性研究获得了国内外学者的广泛关注．自 ２０
世纪初 Ｔｌｕｓｔｙ 和 Ｔｏｂｉａｓ 等人［１－３］在切削颤振方面作

出诸多开创性研究之后，许多学者在机床切削颤振

领域做了大量的研究工作［４－７］ ．目前，刀具颤振的单

自由度稳定性分析方法已经成熟，两自由度的颤振

分析模型也有许多，而本文提出了一种刀尖横向振

动与工件扭转振动相耦合的两自由度系统，并给出

了一个分段切削力方程，由此，研究系统转变为非

光滑动力学系统．
近年来非光滑动力学系统深受广大学者的关

注，许多学者［８－１２］ 对其进行了研究．其中分段光滑

系统是一类典型的非光滑系统，其包含了丰富的动

力学特性，如：Ｈｏｐｆ 分岔、鞍结分岔、倍周期分岔等

等．熊［１３］研究了分段光滑的拟哈密顿系统的多个

参数的极限环分支问题．高和陈［１４］ 等以双线性分

段光滑隔振系统为理论模型，研究了摒除不利于隔

振的非线性动力学现象设计方法．梁和韩［１５］ 研究

了一类分段光滑系统并给出了广义双同宿分岔的

条件．有关分段光滑动力学系统的更多讨论在专著

［１６，１７］中可以找到．

　 　 本文试图揭示二自由度非光滑模型在高速切

削过程中的颤振运动的动力学特性，如分岔、混沌

运动等等．首先通过对系统微分方程的特征方程的

分析，讨论非光滑系统的稳定性．当某个参数达到

某一临界值时，系统将产生 Ｈｏｐｆ 分岔，从而有稳定

的周期运动．最后，以主轴旋转速度为分岔参数，数
值模拟了系统响应在旋转速度增加这一过程中的

分岔与混沌现象．

１　 切削系统的二自由度非光滑模型

考虑刀尖横向振动与工件扭转振动相耦合的

系统（图 １），其控制方程如下：
ｍｗ̈＋ｃ１ｗ̇＋ｋｗ＝Ｆτ

Ｊθ̈＋ｃ２ θ̇＋ＧＩｐθ＝Ｍ０－ｒＦτ
{ （１）

这里 ｗ̈、ϑ̈ 分别为刀尖横向振动与工件扭转振动对

时间 ｔ 的二阶导，Ｍ０ 为驱动力矩；Ｆτ 为车刀的环向

切削力分量，其与切削厚度、相对切削速度等因素

直接相关．
为简化分析，本文假设环向切削力有以下表达

式：

Ｆτ ＝
ｋｃｈ［ ｒ（Ω０＋θ̇）－ｗ̇］， ｈ＞０

０， ｈ≤０{ （２）

上式 Ω０ 为工件转动角速度；ｈ 为切削厚度，当车刀

发生横向振动时，切削厚度会发生改变（图 ２） ．设
车刀等效长度为 ｌ，振幅为 ｗ，则有：
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图 １　 切削系统示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｏｌ⁃ｗｏｒｋｐｉｅｃｅ ｓｙｓｔｅｍ

图 ２　 车刀横向振动引起切削厚度改变

Ｆｉｇ．２　 Ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｃｕｔｔｉｎｇ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｂｙ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｔｔｉｎｇ ｔｏｏｌ
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（３）

将式（２）和（３）代入方程（１），得到以下向量场

分段形式的控制方程：
ｍｗ̈＋ｃ１ｗ̇＋ｋｗ－ｋｃ［ｈ０－ｗ２ ／ （２ｌ）］［ ｒ（Ω０＋

　 　 θ̇）－ｗ̇］ ＝ ０

Ｊθ̈＋ｃ２ θ̇＋ＧＩｐθ＋ｒｋｃ［ｈ０－ｗ２ ／ （２ｌ）］［ ｒ（Ω０＋

　 　 θ̇）－ｗ̇］ ＝Ｍ０， ｈ＞０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（４）

和

ｍｗ̈＋ｃ１ｗ̇＋ｋｗ＝ ０

Ｊθ̈＋ｃ２ θ̇＋ＧＩｐθ＝Ｍ０，ｈ≤０{ （５）

引入以下无量纲量：

ω１ ＝ ｋ ／ ｍ ，ω２ ＝ ＧＩｐ ／ Ｊ ，ω＝ω２ ／ ω１

Ω＝Ω０ ／ ω１，ｙ＝ｗ ／ ｈ０

Ｒ＝ ｒ ／ ｈ０，Ｌ＝ ｌ ／ ｈ０，Ｍ＝Ｍ０ ／ （Ｊω２
１），η＝ｍｈ２

０ ／ Ｊ

μ１ ＝ ｃ１ ／ （２ｍω１），μ２ ＝ ｃ２ ／ （２Ｊω１），

μｃ ＝ ｋｃｈ０ ／ （２ｍω１）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（６）
对方程组（４） ～ （５）做无量纲化，得到：

ｙ″＋２μ１ｙ′＋ｙ－２μｃ［１－ｙ２ ／ （２Ｌ）］［Ｒ（Ω＋
　 　 θ′）－ｙ′］ ＝ ０
θ″＋２μ２θ′＋ω２θ＋２μｃηＲ［１－ｙ２ ／ （２Ｌ）］［Ｒ（Ω＋

　 　 θ′）－ｙ′］ ＝Ｍ， ｙ ＜ ２Ｌ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）
和

ｙ″＋２μ１ｙ′＋ｙ＝ ０

θ″＋２μ２θ′＋ω２θ＝Ｍ， ｙ ≥ ２Ｌ{ （８）

这里 ｙ″、θ″分别是对变量 τ 的二阶导．τ＝ω１ ｔ．
此外，作以下变量替换：

ｙ＝ ξ＋ξ０

θ＝ ζ＋ζ０
{ （９）

消去方程组（７），（８）中的静态项，有：
ξ″＋２μ１ξ′－２μｃ［１－ξ２

０ ／ （２Ｌ）］（Ｒζ′－ξ′）＋ξ＋

　 　
μｃ

Ｌ
（ξ２＋２ξ０ξ）［Ｒ（Ω＋ζ′）－ξ′］ ＝０

ζ″＋２μ２ζ′＋２μｃηＲ［１－ξ２
０ ／ （２Ｌ）］（Ｒζ′－ξ′）＋ω２ζ－

　 　
μｃηＲ
Ｌ

（ξ２＋２ξ０ξ）［Ｒ（Ω＋ζ′）－ξ′］ ＝０，

　 　 ξ＋ξ０ ＜ ２Ｌ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１０）
和

ξ″＋２μ１ξ′＋ξ＋ξ０ ＝ ０

ζ″＋２μ２ζ′＋ω２ζ＋ω２ζ０ ＝ ０， ξ＋ξ０ ≥ ２Ｌ{ （１１）

这里

ξ０ ＝
Ｌ２＋８Ｌμ２

ｃＲ２Ω２ －Ｌ
２μｃＲΩ

ζ０ ＝
Ｍ－ηＲ ξ０

ω２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１２）

２　 周期颤振运动的非光滑分析

为了便于对系统稳定性分析，方程 （ １０） 和

（１１）可以表示为：
ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ｘ̇１ ＝ｙ１

ｙ̇１ ＝－２μ１ｙ１＋２μｃ［１－ξ０
２ ／ （２Ｌ）］（Ｒｙ２－ｙ１）－ｘ１－

　 　
μｃ

Ｌ
（ｘ１

２＋２ξ０ｘ１）［Ｒ（Ω＋ｙ２）－ｙ１］

ｘ̇２ ＝ｙ２

ｙ̇２ ＝－２μ２ｙ２－２μｃηＲ［１－ξ０
２ ／ （２Ｌ）］（Ｒｙ２－ｙ１）－

　 　 ω２ｘ２＋
μｃηＲ
Ｌ

（ｘ１
２＋２ξ０ｘ１）［Ｒ（Ω＋ｙ２）－ｙ１］；

　 　 ｘ１＋ξ０ ＜ ２Ｌ （１３）

１５３
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和

ｘ̇１ ＝ ｙ１

ｙ̇１ ＝ －２μ１ｙ１－ｘ１－ξ０

ｘ̇２ ＝ ｙ２

ｙ̇２ ＝ －２μ２ｙ２－ω２ｘ２－ω２ζ０， ｘ１＋ξ０ ≥ ２Ｌ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１４）

式中，｛ξ ξ̇ ζ ζ̇｝ Ｔ ＝｛ｘ１ ｙ１ ｘ２ ｙ２｝ Ｔ ．

方程（１４）在（ξ，ξ̇，ζ，ζ̇）＝ （０，０，０，０）处的特征

根为：
λ１，２ ＝ －μ１±ｉω∗

１ ；λ３，４ ＝ －μ２±ｉω∗
２ （１５）

这里 ω∗
１ ＝ １－μ２

１ ，ω∗
２ ＝ ω２－μ２

２ ；显然，方程（１１）
在原点处的解是收敛的．

方程（１３）的向量场在（ξ，ξ̇，ζ，ζ̇）＝ （０，０，０，０）
处 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为：

Ｄｆ＝

０ １ ０ ０

－（１＋
２μｃＲΩ

Ｌ
ξ０） －２ μ１＋μｃ（１－

１
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ξ２
０）

é
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êê

ù

û
úú ０ ２μｃＲ（１－

１
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０）

０ ０ ０ １
２μｃηＲ２Ω

Ｌ
ξ０ ２μｃηＲ（１－

１
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ξ２
０） －ω２ －２ μ２＋μｃηＲ２（１－ １
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（１６）

该矩阵特征根方程为：
λ４＋ａλ３＋ｂλ２＋ｃλ＋ｄ＝ ０ （１７）

其中：

ａ＝ ２（μ１＋μ２）＋２μｃ（１＋ηＲ２）（１－ １
２Ｌ

ξ２
０）

ｂ＝ １＋ω２＋４μ１μ２＋
２μｃＲΩ

Ｌ
ξ０＋

　 　 ４μｃ（μ２＋μ１ηＲ２）（１－ １
２Ｌ

ξ２
０）

ｃ＝ ２（μ２＋μ１ω２）＋
４μｃμ２ＲΩ

Ｌ
ξ０＋

　 　 ２μｃ（ω２＋ηＲ２）（１－ １
２Ｌ

ξ２
０）

ｄ＝ω２＋
２μｃＲΩω２

Ｌ
ξ０
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方程（１７）有 ４ 个特征根，其中至少有一对共

轭复根，对应方程（１３）的线性化方程的解为稳定

或不稳定焦点（或焦－结点）；而当共轭复根的实部

为 ０ 时，对应临界情形．为确定该临界条件，令方程

（１７）的 ４ 个根分别为：λ１，λ２，ｉσ，－ｉσ．
即方程（１７）可表示为：
（λ－λ１）（λ－λ２）（λ－ｉσ）（λ＋ｉσ）＝ ０ （１８）
将（１８）式展开，并比较其与（１７）式 λ 同阶项

的系数，可得 λ１，λ２，σ 满足的 ４ 个条件，从其中消

去 λ１，λ２，σ，可以得到方程（１３）产生高维 Ｈｏｐｆ 型
分岔的条件：

ａ２ｄ＋ｃ２ ＝ａｂｃ （１９）
若固定方程（１７）下方的某特定参数外的其它

参数，就可得到该参数的分叉值，如固定 Ω 外的其

他参数即可得到参数 Ω 对应的分岔值．
由以上分析可知，方程（１４）所描述的系统是

渐近稳定的，因而其对由方程（１３）和（１４）组成的

分段光滑系统总是耗散的．故分段光滑系统有稳态

周期颤振运动的前提是：方程（１３）所描述的系统

必须是发散的（系统能量增加），如图 ３ 所示．

图 ３　 分段光滑系统稳态周期解的产生条件

Ｆｉｇ．３　 Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔａｂｌｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｃｈａｔｔｅｒ ｆｏｒ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｓｍｏｏｔｈ ｓｙｓｔｅｍ

因而，式（１９）正是分段光滑系统是否存

在稳态周期颤振运动的临界条件．
在条件（１９）中带入下列参数值（表 １），那么临

界条件（１９）将变为参数 Ω 和 ω 的关系，得到临界

线如图 ４（ａ）所示．
表 １　 除参数 Ω 和 ω 外的系统参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｅｘｃｅｐｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ω ａｎｄ ω

μ１ μ２ μｃ η Ｒ Ｌ
０．０５ ０．１２ ０．１０ ０．０８ ３０．０ ５０．０

２５３
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同样带入表 ２ 中的参数值将得到参数 Ω 和 μｃ

的关系，临界线如图 ４（ｂ） ．

表 ２　 除参数 Ω 和 μｃ 外的系统参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｅｘｃｅｐｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ω ａｎｄ μｃ

μ１ μ２ η Ｒ Ｌ ω
０．０５ ０．１２ ０．０８ ３０．０ ５０．０ ２．０

图 ４　 参数 Ω 分别与 ω 和 μｃ 的临界曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｃｒｉｔｉｃａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ω ａｎｄ ω， μｃ

参数 Ω 和 ω 的临界线将参数域（Ω，ω）分为两

部分：临界线上方区域Ⅰ是稳定的，下方区域Ⅱ是

非稳定状态的．为了验证这一结论，在参数域（Ω，
ω）中选取了两个点 Ａ 和 Ｂ，点 Ａ 位于临界线下方

区域Ⅱ，点 Ｂ 位于临界线上方区域Ⅰ．对于参数 Ｂ，
存在周期一的周期轨道（图 ５（ｂ）），而对于参数 Ａ
相应的相空间不存在周期轨道（图 ５（ａ）） ．

图 ５　 在图 ４（ａ）中区域Ⅰ和Ⅱ上点对应的相图

Ｆｉｇ．５　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｒｅｇｉｏｎｓⅠａｎｄ Ⅱｉｎ ｆｉｇｕｒｅ ４（ａ）

参数 Ω 和 μｃ 的临界线将参数域（Ω，μｃ）分为

三个部分：中间区域Ⅱ是稳定的，两边区域Ⅰ和Ⅲ
是不稳定的．为了验证这一结论，在参数域（Ω，μｃ）
中选取了三个点 Ａ、Ｂ 和 Ｃ，点 Ｂ 位于中间区域Ⅱ，
点 Ａ 和点 Ｃ 分别位于区域Ⅲ和Ⅰ．对于参数 Ｂ，存
在周期二的周期轨道（图 ６（ａ）），而对于参数 Ａ 和

参数 Ｃ 相应的相空间不存在周期轨道（图 ６（ｂ）和
（ｃ）） ．

图 ６　 在图 ４（ｂ）中区域Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ上点对应的相图和映射图

Ｆｉｇ．６　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ａｎｄ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ ｏｆ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ

ｒｅｇｉｏｎｓⅠ、Ⅱ、Ⅲ ｉｎ ｆｉｇｕｒｅ ４（ｂ）

３　 复杂颤振运动的数值模拟

为了便于分析颤振运动的不同类型，带入表 ３
中的数据参数进行数值模拟．并选择无量纲参数主

轴速度 Ω 作为分岔参数，通过模拟系统的分岔图、
相图、时域图和映射图来分析参数 Ω 对系统动力

学行为的影响．
表 ３　 除参数 Ω 外的系统参数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｅｘｃｅｐｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ω

μ１ μ２ μｃ η Ｒ Ｌ ω
０．０５ ０．１２ ０．１０ ０．０８ ３０．０ ５０．０ ２．０

变量 Ω 的分岔图如图 ７ 所示，从图中可看出，
随着分岔参数的增大，系统由周期一运动，倍周期

分岔到周期二运动，随着 Ω 持续增大，再次倍周期

分岔到周期四运动．在图 ７（ｂ）局部放大图中观察

更为明显．

图 ７　 参数 Ω 的分岔图

Ｆｉｇ．７　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ω

３５３
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图 ８ 描述的是在 Ω＝ ０．７ 时的时域图，其中的

收敛状态表示稳定的切削状态，并表明在相对较低

的主轴速度下切削没有颤振运动产生．随着主轴速

度的增大，将会产生 ｈｏｐｆ 分岔．图 ９ 显示的是当 Ω
＝２ 时，系统产生了一个极限环．图 ９ 是相平面（ｘ１，
ｙ１）的相图．

图 ８　 Ω＝ ０．７ 处的时域图

Ｆｉｇ．８　 Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｆｉｇｕｒｅ ｗｈｅｎ Ω＝ ０．７

图 ９　 Ω＝ ２ 处的相图

Ｆｉｇ．９　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｗｈｅｎ Ω＝ ２

当 Ω 增大到 １０ 时，系统到达了周期二运动状

态．随着 Ω 的不断增大，系统将达到周期四运动，甚
至变为周期六运动．

图 １０　 Ω＝ １６ 处的相图和映射图

Ｆｉｇ．１０　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ａｎｄ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐ ｗｈｅｎ Ω＝ １６

在图 １０ 当中的相图和映射图表示系统达到了

混沌运动状态，此时，Ω 增大到了 １６．由此可见，切

削运动从平衡状态，到周期运动状态，经过倍周期

分岔，最后通向了混沌的道路．

４　 结论

本文分析了刀尖横向振动与工件扭转振动相

耦合的二自由度模型在高速切削过程中的颤振运

动，并得到了颤振发生的临界条件，通过数值模拟

对临界条件进行了验证，验证结果证明了临界条件

的合理性．虽然切削力中的许多参数对削切颤振会

产生影响，文中主要研究了最可能的参数主轴速度

对系统动力学行为的影响．当主轴速度较小时，系
统可能保持稳定的切削状态；当主轴速度超过某个

临界值时，系统将可能发生颤振现象．

参　 考　 文　 献

１ Ｔｏｂｉａｓ Ｓ Ａ， Ｆｉｓｈｗｉｃｋ Ｗ． Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｒｅｇｅｎｅｒａｔｉｖｅ ｍａｃｈｉｎｅ

ｔｏｏｌ ｃｈａｔｔｅｒ． Ｔｈｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ， １９５８，２０５（７）：１９９～２０３

２ Ｔｏｂｉａｓ Ｓ Ａ． Ｍａｃｈｉｎｅ ｔｏｏｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｅａｒｃｈ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｃｈｉｎｅ Ｔｏｏｌ Ｄｅｓｉｇｎ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， １９６１，１（１⁃２）：

１～１４

３ Ｔｌｕｓｔｙ Ｊ， Ｍ． Ｐｏｌａｃｅｋ． Ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｍａｃｈｉｎｅ ｔｏｏｌｓ ａ⁃

ｇａｉｎｓｔ ｓｅｌｆ⁃ｅｘｃｉｔｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｍａｃｈｉｎｉｎｇ． ＡＳＭＥ Ｉｎｔｅｒｎａ⁃

ｔｉｏｎａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎ Ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９６３，１（１）：

４６５～４７４

４ Ｆｕ Ｚ Ｔ， Ｚｈａｎｇ， Ｘ Ｍ， Ｗａｎｇ Ｘ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｏｄ⁃

ｅｌｉｎｇ ｏｆ ｃｈａｔｔｅｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｃｕｔｔｉｎｇ ｕｓｉｎｇ ａ ｐｒｅ⁃

ｄｉｃｔｉｖｅ ｆｏｒｃｅ ｍｏｄｅｌ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ

Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１４，８８：１４５～１５３

５ Ａｈｍａｄｉ Ｋ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｃｈｉｎｉｎｇ ｃｈａｔｔｅｒ ｂｙ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｆ ｐｒｏｃｅｓｓ ｄａｍｐｉｎｇ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２０１７，３９３：２５２～２６４

６ Ｔａｍáｓ Ｇ， Ｍｏｌｎáｒ， ＴａｍáｓＩｎｓｐｅｒｇｅｒ，ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｅ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ⁃ｄｅｌａｙ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｃｕｔｔｉｎｇ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１６，８４（３）：１１４７～１１５６

７ Ｍｏｒａｄｉ Ｈ，Ｖｏｓｓｏｕｇｈｉ Ｇ， Ｍｏｖａｈｈｅｄｙ Ｍ Ｒ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａ⁃

ｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｉｌｌｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｉｔｈ ｔｏｏｌ ｗｅａｒ ａｎｄ

ｐｒｏｃｅｓｓ ｄａｍｐｉｎｇ： Ｓｕｂ⁃ｈａｒｍｏｎｉｃ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｕｎｄｅｒ ｒｅｇｅｎｅｒ⁃

ａｔｉｖｅ ｃｈａｔｔｅｒ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，

２０１４，８５：１～１９

８ Ｗａｇｇ Ｄ Ｊ． Ｒｉｓｉｎｇ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｓｌｉｄｉｎｇ ｂｉｆｕｒ⁃

ｃａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｔｗｏ⁃ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ｉｍｐａｃｔ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ． Ｃｈａｏｓ，

Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ＆ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００４，２２（３）：５４１～５４８

９ Ｓｏｕｚａ Ｓ Ｌ Ｔ Ｄ， Ｃａｌｄａｓ Ｉ Ｌ． Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏ⁃

４５３



第 ４ 期 刘喻等：高速切削过程中颤振现象的二自由度非光滑模型分析

ｎｅｎｔｓ ｉｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｍｐａｃｔｓ． Ｃｈａｏｓ Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ＆ Ｆｒａｃｔａｌｓ，

２００４，１９（３）：５６９～５７９

１０　 Ｊｉ Ｊ Ｃ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ

ａ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，

２００４，２７１（３⁃５）：９０５～９２０

１１　 Ｇｒａｎａｄｏｓ Ａ， Ｈｏｇａｎ Ｓ Ｊ， Ｓｅａｒａ Ｔ Ｍ． Ｔｈｅ Ｍｅｌｎｉｋｏｖ Ｍｅｔｈ⁃

ｏｄ ａｎｄ Ｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃ Ｏｒｂｉｔｓ ｉｎ ａ Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ⁃Ｓｍｏｏｔｈ Ｓｙｓｔｅｍ．

Ｓｉａｍ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１２， １１

（３）：８０１～８３０

１２ 　 Ｓｈｅｎｇ Ｌ Ｊ． Ｌｉｍｉｔ Ｃｙｃｌｅｓ ｏｆ ａ Ｃｌａｓｓ ｏｆ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｓｍｏｏｔｈ

Ｌｉéｎａｒｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ

Ｃｈａｏｓ， ２０１６，２６（１）：０２１８～１２７４

１３　 Ｘｉｏｎｇ Ｙ Ｑ． Ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｂｙ ｐｅｒｔｕｒｂｉｎｇ ｐｉｅｃｅ⁃

ｗｉｓｅ ｓｍｏｏｔｈ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｐａｒａｍｅ⁃

ｔｅｒｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，

２０１５，４２１（１）：２６０～２７５

１４　 高雪，陈前，刘先斌． 一类分段光滑隔振系统的非线性

动力学设计方法． 力学学报， ２０１５，４８（１）：１９２ ～ ２００

（Ｇａｏ Ｘ， Ｃｈｅｎ Ｑ， Ｌｉｕ Ｘ Ｂ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｄｅｓｉｇｎ ｆｏｒ

ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｓｍｏｏｔｈ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒ⁃

ｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５，４８（１）：

１９２～２００ （ｉｎ Ｃｈｉｎｉｅｓｅ））

１５　 Ｌｉａｎｇ Ｆ， Ｈａｎ Ｍ． Ｌｉｍｉｔ ｃｙｃｌｅｓ ｎｅａｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉ⁃

ｃａｎｄ ｄｏｕｂｌｅ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｌｏｏｐｓ ｉｎ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｓｍｏｏｔｈ ｓｙｓ⁃

ｔｅｍｓ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ＆ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２０１２，４５（４）：４５４～４６４

１６　 Ｂｅｒｎａｒｄｏ Ｍ Ｄ， Ｂｕｄｄ Ｃ Ｊ， Ｃｈａｍｐｎｅｙｓ Ａ Ｒ，ｅｔ ａｌ． Ｐｉｅｃｅ⁃

ｗｉｓｅ ｓｍｏｏｔｈ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ⁃ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．

Ｌｏｎｄｏｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， ２００８

１７　 赵琳燕，侍玉青，姜春霞． 一类存在间隙和摩擦的分段

光滑振动系统的动力学特性． 兰州交通大学学报，

２０１４，３３（３）：４１ ～ ４５ （Ｚｈａｏ Ｌ Ｙ， Ｓｈｉ Ｙ Ｑ， Ｊｉａｎｇ Ｃ Ｘ．

Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｔｈｅ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ

Ｓｍｏｏｔｈ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ａ Ｃｌｅａｒａｎｃｅ ａｎｄ Ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ

ｔｏ Ｆｒｉｃｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｌａｎｚｈｏｕ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， ２０１４，

３３（３）：４１～４５ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ２７ Ｆｅｂｒｕａｒｙ ２０１７，ｒｅｖｉｓｅｄ １９ Ａｐｒｉｌ ２０１７．
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｓｊ＿ｚｈ＠ ｓｉｎａ．ｃｏｍ

ＡＮＡＬＹＳＩＳ ＯＮ ＣＨＡＴＴＥＲ ＶＩＢＲＡＴＩＯＮ ＯＦ Ａ

ＴＷＯ⁃ＤＥＧＲＥＥ⁃ＯＦ⁃ＦＲＥＥＤＯＭ ＮＯＮ⁃ＳＭＯＯＴＨ

ＳＹＳＴＥＭ ＩＮ ＨＩＧＨ⁃ＳＰＥＥＤ ＣＵＴＴＩＮＧ ＰＲＯＣＥＳＳ∗

Ｌｉｕ Ｙｕ１ 　 Ｚｈａｎｇ Ｓｉｊｉｎ１† 　 Ｙｉｎ Ｓｈａｎ２

（１．Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ａｎｄ Ｖｅｈｉｃｌｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｃｈａｎｇｓｈａ　 ４１００８２， Ｃｈｉｎａ）

（２．Ｔｈｅ Ｓｔａｔｅ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｏｆ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ ｆｏｒ Ｖｅｈｉｃｌｅ Ｂｏｄｙ， Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｃｈａｎｇｓｈａ　 ４１００８２， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ 　 Ｔｈｅ ｃｈａｔｔｅｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｔｗｏ⁃ｄｅｇｒｅｅ⁃ｏｆ⁃ｆｒｅｅｄｏｍ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｔｈｅ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｃｕｔｔｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ ｗａｓ ａｎａ⁃
ｌｙｚｅｄ． Ａ ｓｅｔ ｏｆ ｆｏｕｒ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｏｆ ｃｕｔｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｍｏｄｅｌ ａｔ ｆｉｒｓｔ．Ａｆｔｅｒｗａｒｄｓ， ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｔｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｃｕｔｔｉｎｇ ｃｈａｔｔｅｒ ｗａｓ
ｓｔｕｄｉｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｔｔｅｒ ｗａｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂｙ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｔｈｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｉｔ ｒｅｖｅａｌｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ Ｈｏｐｆ′ｓ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｃｃｕｒｒｅｄ ａｔ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｔｅａｄｙ ｓｔａｔｅ ａｓ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｐａｓｓ ａ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ． Ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｂｙ ｆｕｌｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｃｈａｔｔｅｒ，　 ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｃｕｔｔｉｎｇ，　 ｎｏｎ⁃ｓｍｏｏｔｈ ｓｙｓｔｅｍｓ，　 Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

５５３


