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摘要　 为全面了解和准确预测两质点动力学系统运动特性． 本文以具有固定边界的两质点动力学系统为

例，构建了用于研究双自由度质点运动系统的余量谐波平衡解程序．解程序融合了谐波平衡与同伦方法优

势，其高阶近似仅依赖于初始谐波近似，不需要根据前一阶近似进行调整．研究结果表明：本文给出的 ２⁃阶近

似频率比已有的方法结果更加精确，相对误差不同程度减小，相应的近似响应与数值解更加吻合．因此， 余

量谐波平衡方法可广泛应用于其它质点动力学问题研究中．

关键词　 双自由度振动系统，　 余量谐波平衡，　 高阶近似，　 频率响应

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０５９

引言

非线性动力学与振动分析对机械、结构等动力

学问题研究是非常重要的，它能够全面了解和准确

预测系统运动特性．近年来， 双自由度非线性振动

系统的振动频率与周期响应已被广泛研究［１－５］ ．通
常，寻求此类复杂方程的精确解析解是比较困难

的．因此，多自由度振动系统的频率、响应分析主要

集中在近似分析方法方面，诸如：摄动法［３，４］、ＭＬＰ
法［５］、同伦摄动［６］、同伦分析法［７，８］等．

谐波平衡法是不受小参数约束应用最广泛的

定量分析方法．诸如：钱长照［９］ 运用谐波平衡法研

究了含有单向离合器、两滑轮及附件的轮⁃带驱动

系统稳定稳态周期响应． 杨荣刚等［１０］ 基于谐波平

衡法研究了摆线钢球行星传动系统的基频稳态响

应及动态特性． 谐波平衡法对于一阶近似解求解很

方便， 但精度不高． 因此， 许多研究者将谐波平衡

法进行了一些推广， 发展了一些诸如增量谐波平

衡［１１］、摄动⁃增量［１２］、谐波⁃能量平衡［１３］、线性谐波

平衡［１４］、牛顿谐波平衡［１５，１６］、余量谐波平衡［１７］、多

层余量谐波平衡［１８］等方法． 同伦［１９］ 是拓扑理论的

一个基本概念，用于描述两个对象间的连续变化．
因此，借鉴同伦思想，通过引入影射参数，可将原始

非线性问题扩展为一簇易于求解的问题．余量谐波

平衡［１７，１８］通过引入阶层参数， 融合同伦思想到谐

波平衡方法中， 继而余量延拓，易获得高阶近似解．
本文针对两类双自由度质点动力学运动系统

构建了其振动频率、稳态响应求解的余量谐波平衡

解程序，得到系统的高阶余量谐波平衡近似解频率

及响应表达式，并与已有结果进行了比较分析．

１　 动力学系统模型

１．１　 两质点动力学系统

考虑如图 １ 所示， 运动在光滑平面上的两质

点系统：
假定非线性恢复力函数为：
ｋ１（ｘ２－ｘ１）＋ｋ２（ｘ２－ｘ１） ３

振动系统的动能与势能分别为：

Ｔ＝ １
２
ｍｘ̇２

１＋
１
２
ｍｘ̇２

２，
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Ｖ＝ １
２
ｋ１（ｘ１－ｘ２） ２＋ １

４
ｋ２（ｘ１－ｘ２） ４ （１）

其中，ｋ１ 和 ｋ２ 分别为线性、非线性弹簧刚度系数，
ｘ１ 和 ｘ２ 分别为两等质量质点的位移函数．

图 １　 线性、非线性刚性连接的两质点动力学模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｗｏ⁃ｍａｓｓ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｂｙ

ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ

继而运用欧拉⁃拉格朗日方程，可获得运动在

光滑平面上的两质点运动方程为［２，４］：
ｍｘ̈１＋ｋ１（ｘ１－ｘ２）＋ｋ２（ｘ１－ｘ２） ３ ＝ ０，
　 　 ｘ１（０）＝ ｘ１０，ｘ̇１（０）＝ ０
ｍｘ̈２＋ｋ１（ｘ２－ｘ１）＋ｋ２（ｘ２－ｘ１） ３ ＝ ０，
　 　 ｘ２（０）＝ ｘ２０，ｘ̇２（０）＝ ０ （２）

１．２　 具有固定边界的两质点动力学系统

考虑如图 ２ 所示， 运动在光滑平面上且与线

性和非线性弹簧连接的两质点系统：

图 ２　 具有固定边界的两质点动力学模型

Ｆｉｇ．２　 Ｔｗｏ⁃ｍａｓｓ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

类似于模型系统（２），此振动系统的动能和势

能分别为：

Ｔ＝ １
２
ｍｘ̇２

１＋
１
２
ｍｘ̇２

２，

Ｖ＝ １
２
ｋ（ｘ２

１＋ｘ２
２）＋

１
２
ｋ１（ｘ１－ｘ２） ２＋ １

４
ｋ２（ｘ１－ｘ２） ４

（３）
其中，ｋ 为线性弹簧刚度系数．

同样，运用欧拉⁃拉格朗日方程，可获得具有固

定边界的两质点动力学系统为［２，４］：
ｍｘ̈１＋ｋｘ１＋ｋ１（ｘ１－ｘ２）＋ｋ２（ｘ１－ｘ２） ３ ＝ ０，
　 　 ｘ１（０）＝ ｘ１０，ｘ̇１（０）＝ ０
ｍｘ̈２＋ｋｘ２＋ｋ１（ｘ２－ｘ１）＋ｋ２（ｘ２－ｘ１） ３ ＝ ０，
　 　 ｘ２（０）＝ ｘ２０，ｘ̇２（０）＝ ０ （４）

２　 基于余量谐波平衡的近似求解

假定 ω 是模型系统（４）的未知振动频率，引入

变量 τ＝ωｔ，得：
ｍω２ｘ″１＋ｋｘ１＋ｋ１（ｘ１－ｘ２）＋ｋ２（ｘ１－ｘ２） ３ ＝ ０，
　 　 ｘ１（０）＝ ｘ１０，ｘ′１（０）＝ ０ （５）
ｍω２ｘ″２＋ｋｘ２＋ｋ１（ｘ２－ｘ１）＋ｋ２（ｘ２－ｘ１） ３ ＝ ０，
　 　 ｘ２（０）＝ ｘ２０，ｘ′２（０）＝ ０ （６）
根据文献［３］，引入如下变量：
ｕ＝ ｘ１，ｖ＝ ｘ２－ｘ１ （７）
方程（５），（６）变为：
ｍω２ｕ″＋ｋｕ－ｋ１ｖ－ｋ２ｖ３ ＝ ０ （８）
ｍω２（ｕ″＋ｖ″）＋ｋ（ｕ＋ｖ）＋ｋ１ｖ＋ｋ２ｖ３ ＝ ０ （９）

且：
ｕ（０）＝ ｘ１０，ｕ′（０）＝ ０，ｖ（０）＝ ｘ２０－ｘ１０，ｖ′（０）＝ ０

（１０）
将上述三式整理可得：
ｍω２ｖ″＋（ｋ＋２ｋ１）ｖ＋２ｋ２ｖ３ ＝ ０ （１１）
ｖ（０）＝ ｘ２０－ｘ１０≜Ａ，ｖ′（０）＝ ０ （１２）
基于方程（１１）的对称性，其周期解具有如下

基本解级数形式：
ｃｏｓ［（２ｋ＋１）τ ｋ＝ ０，１，２，…{ } （１３）

为方便计算，引入阶层参数 ｐ，并将系统稳态

下解响应及振动频率设为：
ｖ（τ）＝ ｖ０（τ）＋ｐｖ１（τ）＋ｐ２ｖ２（τ）＋…
ω２ ＝ω２

０＋ｐω１＋ｐ２ω２＋… （１４）
其中 ωｉ（ ｉ＝ ０，１，２，…）为未知频率．
２．１　 初始谐波近似

根据方程（１１）与初始条件（１２），初始谐波解

设为如下形式：
ｖ０（τ）＝ Ａｃｏｓ（τ），τ＝ω０ ｔ （１５）
将（１５）代入（１１）式，得初始余量项：
Ｒ０（τ）＝ ｍω２

０ｖ″０＋（ｋ＋２ｋ１）ｖ０＋２ｋ２ｖ３０

＝（－ｍω２
０Ａ＋ｋＡ＋２ｋ１Ａ＋

３
２
ｋ２Ａ３）ｃｏｓ（τ）＋

　 １
２
ｋ２Ａ３ｃｏｓ（３τ） （１６）

根据伽辽金法，消除久期项，易获得初始谐波

近似频率及周期响应为：

ω０ ＝
１
２ｍ

２ｋ＋４ｋ１＋３ｋ２Ａ２ ，

ｖ０（τ）＝ Ａｃｏｓ（ω０ ｔ） （１７）

５２３
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上述近似公式与振幅⁃频率公式［４］结果一致．
２．２　 １⁃阶余量谐波近似

将初始近似（１７）代入余量项（１６）时，ｃｏｓ（３τ）
系数非零．因此，我们将（１４）代入（１１）合并阶层参

数 ｐ 的一次系数，得：
Γ１（τ）＝ ｍω２

０ｖ″１＋ｍω１ｖ″０＋（ｋ＋２ｋ２）ｖ１＋６ｋ３ｖ２０ｖ１
（１８）

式（１８）为关于未知 ω１ 和 ｖ１（τ）的线性方程，根据

周期解级数形式（１３）及初始条件，假定：
ｖ１（τ）＝ ａ１１［ｃｏｓ（τ）－ｃｏｓ（３τ）］ （１９）
将（１９）代入（１８）式，并消除初始余量项，得：
Ｒ１（τ）＝ Γ１（τ）＋Ｒ０（τ）

＝ ［ａ１１（ｋ－３ｋ２Ａ２－ｍω２
０＋２ｋ１）－ｍω１Ａ］·

　 ｃｏｓ（τ）＋［ａ１１（－ｋ－２ｋ１－
３
２
ｋ２Ａ２＋９ｍω２

０）＋

　 １
２
ｋ２Ａ３］ｃｏｓ（３τ）－ ３

２
ｋ２ａ１１Ａ２ｃｏｓ（５τ）

（２０）
将初始余量项引入（２０）式，提高解的精确性．
根据伽辽金法，消除久期项，解 ｃｏｓ（τ）和 ｃｏｓ（３τ）

的系数方程得 １⁃阶余量谐波近似为：

ω（１）＝ ω２
０＋ω１ ，

ｖ（１）（τ）＝ ｖ（０）（τ）＋ｖ１（τ）
＝ （Ａ＋ａ１１）ｃｏｓ（τ）－ａ１１ｃｏｓ（３τ），

τ＝ω（１） ｔ （２１）
２．３　 ２⁃阶余量谐波近似

将 １⁃阶余量谐波近似（２１）代入余量项（２０）
时，ｃｏｓ（５τ）系数非零． 因此，我们将（１４）代入（１１）
合并阶层参数 ｐ 的 ２ 次系数，得：

Γ２（τ）＝ ｍ［ω２
０ｖ″２＋ω１ｖ″１＋ω２ｖ″０］＋

（ｋ＋２ｋ１）ｖ２＋６ｋ２［ｖ２０ｖ２＋ｖ０ｖ２１］ （２２）
式子（２２）为关于未知 ω２ 和 ｖ２（ τ）的线性方

程，根据周期解级数形式（３）及初始条件，假定：
ｖ２（τ）＝ ａ２１［ｃｏｓ（τ）－ｃｏｓ（３τ）］＋

ａ２２［ｃｏｓ（τ）－ｃｏｓ（５τ）］ （２３）
将（２３）代入（２２）式，并消除 １⁃阶余量项，得：
Ｒ２（τ）＝ Γ２（τ）＋Ｒ１（τ）

＝ ［ａ２１（ｋ＋２ｋ１＋３ｋ２Ａ２－ｍω２
０） ＋ａ２２（ｋ＋２ｋ１＋

９
２
ｋ２Ａ２ － ｍω２

０ ） ＋ ９
２

ｋ２Ａａ２
１１ － ｍω１ａ１１ －

ｍω２Ａ］ｃｏｓ（τ）＋［ａ２１（－ｋ－２ｋ１＋９ｍω２
０－

３
２
ｋ２Ａ２）＋９ｍω１ａ１１－

９
２
ｋ２Ａａ２

１１］ｃｏｓ（３τ）＋

［ａ２２（－ｋ－２ｋ１＋２５ｍω２
０－３ｋ２Ａ２）－

３
２
ｋ２Ａ（Ａａ２１＋ａ２

１１＋Ａａ１１）］ｃｏｓ（５τ）＋

３
２
ｋ２Ａ（ａ２

１１－Ａａ２２）ｃｏｓ（７τ） （２４）

根据伽辽金法，消除久期项，我们解 ｃｏｓ（ τ），
ｃｏｓ（３τ）和 ｃｏｓ（５τ）的系数方程得 ２⁃阶余量谐波近

似为：

ω（２）＝ ω２
０＋ω１＋ω２ ，

ｖ（２）（τ）＝ ｖ（０）（τ）＋ｖ１（τ）＋ｖ２（τ）
＝ （Ａ＋ａ１１＋ａ２１＋ａ２２）ｃｏｓ（τ）－
　 （ａ１１＋ａ２１）ｃｏｓ（３τ）－ａ２２ｃｏｓ（５τ），

τ＝ω（１） ｔ （２５）
２．４　 高阶余量谐波近似

类似于上述求解过程．一般地，ｋ⁃阶余量谐波近

似：

ω （ｋ） ＝ ω ２
（ｋ－１） ＋ ω ｋ ，ｋ ＝ ２，３，４，…，

ｖ（ｋ）（τ） ＝ ｖ（ｋ－１）（τ） ＋ ｖｋ（τ），
ｖ（ｋ－１）（τ） ＝ ｖ（ｋ－２）（τ） ＋ ｖｋ－１（τ），

ω （ｋ－１） ＝ ω ２
（ｋ－２） ＋ ω ｋ－１ ，

ｖｋ（τ） ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
ａｋｉ［ｃｏｓ（τ） － ｃｏｓ（（２ｉ ＋ １）τ）］，

ｖ（０） ＝ Ａｃｏｓ（τ），ω （０） ＝ ω ０，ｋ ＝ ２，３，４，…． （２６）
２．５　 稳态下的高阶近似响应

一方面，将方程（５），（６）相加得：
ｍ（ ｘ̈１＋ｘ̈２）＋ｋ（ｘ１＋ｘ２）＝ ０ （２７）
令 ρ（ ｔ）＝ ｘ１（ ｔ） ＋ｘ２（ ｔ），方程（２７）变为一个二

阶线性微分方程：
ｍ ρ̈＋ｋ ρ＝ ０ （２８）
初值条件为：
ρ（０）＝ ｘ１０＋ｘ２０， ρ̇（０）＝ ０ （２９）
其解为：

ρ≜ｘ１＋ｘ２ ＝（ｘ１０＋ｘ２０）ｃｏｓ（
ｋ
ｍ

ｔ） （３０）

另一方面，根据上述余量谐波平衡解程序，已
获得变量 ｖ（ ｔ）的各阶近似响应．如：２⁃阶余量谐波

平衡解为：
ｘ１－ｘ２ ＝（ｘ１０－ｘ２０）ｃｏｓ（ω（２） ｔ）＋ａ１１［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－

ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）］＋ａ２１［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－
ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）］＋ａ２２［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－
ｃｏｓ（５ω（２） ｔ）］ （３１）

６２３
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由（３０），（３１）得模型（４）的 ２⁃阶近似响应为：

ｘ１（ｔ）＝
ｘ１０＋ｘ２０

２
ｃｏｓ（ ｋ

ｍ
ｔ）＋

（ｘ１０－ｘ２０）
２

ｃｏｓ（ω（２） ｔ）＋

ａ１１

２
［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）］＋

ａ２１

２
［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）］＋

ａ２２

２
［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－ｃｏｓ（５ω（２） ｔ）］ （３２）

ｘ２（ｔ）＝
ｘ１０＋ｘ２０

２
ｃｏｓ（ ｋ

ｍ
ｔ）－

（ｘ１０－ｘ２０）
２

ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－

ａ１１

２
［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）］－

ａ２１

２
［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）］－

ａ２２

２
［ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－ｃｏｓ（５ω（２） ｔ）］ （３３）

同样地，模型系统（２）及（４）的高阶近似响应

易由（２６），（３０） ～ （３３）获得．

３　 结果分析及讨论

本部分结合实例分析，图解了模型系统（２）、
（４）的各阶余量谐波平衡解频率以及与已有文献

的结果比较．系统（４）的精确解频率［４，１５］为：

ωＥｘａｃｔ（ｘ１０，ｘ２０）＝
π

ｋ＋２ｋ１

ｍ
＋
ｋ２

ｍ
（ｘ２０－ｘ１０） ２

２
·

（∫ π
２ ０

ｄｔ
１ － Δ ｓｉｎ２ ｔ

） －１ （３４）

其中 Δ＝

ｋ２

ｍ
（ｘ２０－ｘ１０） ２

２［
ｋ＋２ｋ１

ｍ
＋
ｋ２

ｍ
（ｘ２０－ｘ１０） ２］

．

针对系统（２）、（４），表 １～２ 给出了各阶近似余

量谐波平衡解频率及本文 ２⁃阶余量谐波近似结果

与已有文献结果的比较． 其中相对误差定义为

（相对误差％）＝
ω－ωＥｘａｃｔ

ωＥｘａｃｔ
×１００％ （３５）

从表 １ａ 和 ２ａ 可以看出，模型系统（２）和（４）
在稳态下的近似解与精确频率的误差随着余量谐

波平衡解阶数的增大而大大减小，这表明余量谐波

平衡解程序的收敛性．本文给出的 ２ 阶近似振动频

率结果与已有文献相比：本文的结果比改进的振

幅⁃频率公式［４］，初始同伦分析解［８］，Ｐａｄｅ 同伦近

似［８］，３⁃阶线性谐波平衡解［１４］，３⁃阶牛顿谐波平衡

解［１５］ 等在各类参数下结果更加精确，与精确解的

表 １ａ　 模型系统（２）的各阶余量谐波平衡解频率

Ｔａｂｌｅ １ａ　 Ｖａｒｉｏｕｓ⁃ｏｒｄｅｒｓ ｒｅｓｉｄｕｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｂａｌａｎｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ｓｙｓｔｅｍ （２）
Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｍ ｋ１ ｋ２ ｘ１０ ｘ２０
Ｉｎｉｔｉａｌ ｈａｒｍｏｎｉｃ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

１⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｉｄｕｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

２⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｉｄｕｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

Ｅｘａｃｔ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

１ ５ ５ ５ １ １１．４０１８ （１．８７３６％） １１．１９７６ （０．０４９１４％） １１．１９１６ （－０．００４４６７％） １１．１９２１
１ １ １ １０ －５ １８．４２５５ （２．１９２４％） １８．０４２２ （０．０６６５６％） １８．０２９２ （－０．００５５４６％） １８．０３０２
５ １０ １０ ２０ ３０ １７．４３５６ （２．１５８５％） １７．０７８２ （０．０６４４５％） １７．０６６３ （－０．００５２７３％） １７．０６７２
１０ ５０ －０．０１ －２０ ４０ ２．１４４７６ （３．１３８３％） ２．０８２２８ （０．１３３６９％） ２．０７９７９ （０．００９６１８％） ２．０７９５０
１００ ２００ ３００ ４００ ２００ ４２４．２６８７ （２．２２０４％） ４１５．３３６２ （０．０６８２３％） ４１５．０２９４３ （－０．００５６７９％） ４１５．０５３０

表 １ｂ　 模型系统（２）的近似解频率结果比较

Ｔａｂｌｅ １ｂ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌ ｓｙｓｔｅｍ （２）
Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｍ ｋ１ ｋ２ ｘ１０ ｘ２０
ωＩＡＦＦ

［４］
ω０ＨＡＭ

［８］
ω［１，１］ｐａｄｅ′

［８］
ω３ＬＨＢ

［１５］
ω３ＮＨＢ

［１５］
ω２ＲＨＢ ωＥｘａｃｔ

１ ５ ５ ５ １ １１．４０１８
（１．８７４％）

１１．４０１７
（１．８７３％）

１１．１９７５
（０．０４８％）

１１．１９２７
（０．００５％）

１１．１９２６
（０．００４％）

１１．１９１６
（－０．００４％） １１．１９２１

１ １ １ １０ －５ １８．４２５５
（２．１９２％）

１８．４２５５
（２．１９２％）

１８．０４２２
（０．０６７％）

１８．０３１６
（０．００８％）

１８．０３１４
（０．００７％）

１８．０２９２
（－０．００５５％） １８．０３０２

５ １０ １０ ２０ ３０ １７．４３５６
（２．１５９％）

１７．４３５６
（２．１５９％）

１７．０７８２
（０．０６４％）

１７．０６８５
（０．００８％）

１７．０６８３
（０．００７％）

１７．０６６３
（－０．００５３％） １７．０６７２

１０ ５０ －０．０１ －２０ ４０ ２．１４４８０
（３．１４０％）

２．１４０４８
（２．９３％）

２．０８２２
（０．１３％）

２．０７９９
（０．０１９％）

２．０７９８
（０．０１８％）

２．０７９７９
（０．０１４％） ２．０７９５０

１００ ２００ ３００ ４００ ２００ ４２４．２６８８
（２．２２０％）

４２４．２６８８
（２．２２０％）

４１５．３３７２
（０．０６８％）

４１５．１５２１
（０．００８％）

４１５．０８２３
（０．００７％）

４１５．０２９４
（－０．００５７％） ４１５．０５３０

７２３
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表 ２ａ　 模型系统（４）的各阶余量谐波平衡解频率

Ｔａｂｌｅ ２ａ　 Ｖａｒｉｏｕｓ⁃ｏｒｄｅｒｓ ｒｅｓｉｄｕｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｂａｌａｎｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ｓｙｓｔｅｍ （４）

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｍ ｋ ｋ１ ｋ２ ｘ１０ ｘ２０

Ｉｎｉｔｉａｌ ｈａｒｍｏｎｉｃ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

１⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｉｄｕｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

２⁃ｏｒｄｅｒ ｒｅｓｉｄｕｅ ｈａｒｍｏｎｉｃ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

Ｅｘａｃｔ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

１ １ １ １ ５ １ ５．１９６２ （１．７３０７％） ５．１０９９ （０．０４１１１％） ５．１０７６ （－０．００３９１６％） ５．１０７８

１０ ２５ ２０ －０．０５ －１０ １０ １．８７０８ （１．６０２１％） １．８４２０ （０．０３８０２％） １．８４１３ （０．００２２０％） １．８４１３

５ １０ ２０ ３０ －１０ １０ ６０．０８３３ （２．２０７５％） ５８．８２５３ （０．０６７５３％） ５８．７８２３ （－０．００５６１４％） ５８．７８５６

１０ ５０ ７０ ９０ ２０ －４０ ２２０．４９７１ （２．２１８６％） ２１５．８５８３ （０．０６８１５％） ２１５．６９９１ （－０．００５６５６％） ２１５．７１１３

１００ ２００ ３００ ４００ －５０ ５０ ２４４．９６５３ （２．２１９６％） ２３９．８０９０ （０．０６８０２％） ２３９．６３１９ （－０．００５８８４％） ２３９．６４６

表 ２ｂ　 模型系统（４）的近似解频率结果比较

Ｔａｂｌｅ ２ｂ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌ ｓｙｓｔｅｍ （４）

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｍ ｋ ｋ１ ｋ２ ｘ１０ ｘ２０

ωＩＡＦＦ

［４］
ω０ＨＡＭ

［８］
ω［１，１］ｐａｄｅ′

［８］
ω３ＬＨＢ

［１５］
ω３ＮＨＢ

［１５］
ω２ＲＨＢ ωＥｘａｃｔ

１ １ １ １ ５ １ ５．１９６１
（１．７３％）

５．１９６１
（１．７３％）

５．１０９９
（０．０４１％）

５．１０８０
（０．００４％）

５．１０８０
（０．０３９％）

５．１０７６
（－０．０３９％） ５．１０７８

１０ ２５ ２０ －０．０５ －１０ １０ １．８７０８
（１．６０２％）

１．８７０８
（１．６０２％）

１．８４１９
（０．０３３％）

１．８４１４
（０．００５％）

１．８４１４
（０．００５４％）

１．８４１３４
（０．００２２％） １．８４１３

５ １０ ２０ ３０ －１０ １０ ６０．０８３３
（２．２１％）

６０．０８３２
（２．２１％）

５８．８２５４
（０．０６８％）

５８．７９０４
（０．００８％）

５８．７８９７
（０．００７０％）

５８．７８２３
（－０．００５６％） ５８．７８５６

１０ ５０ ７０ ９０ ２０ －４０ ２２０．４９７２
（２．２２％）

２２０．４９７２
（２．２２％）

２１５．８５８８
（０．０６８％）

２１５．７２９０
（０．００８％）

２１５．７２６５
（０．００７１％）

２１５．６９９１
（－０．００５７％） ２１５．７１１３

１００ ２００ ３００ ４００ －５０ ５０ ２４４．９６５３
（２．２２％）

２４４．９６５３
（２．２２％）

２３９．８０９５
（０．０６８％）

２３９．６６５２
（０．００８％）

２３９．６６２４
（０．００６８％）

２３９．６３１９
（－０．００５９％） ２３９．６４６

相对误差已降低．诸如，对于系统（２），在参数 ｍ＝ １０，
ｋ１ ＝５０，ｋ２ ＝－０．０１， ｘ１０ ＝ －２０，ｘ２０ ＝ ４０ 下，上述文献方

法的解相对误差依次为 ３． １４％，２． ９３％，０． １３％，
０．０１９％， ０．０１８％，本文的 ２ 阶⁃余量谐波平衡解频率

与精确解间相对误差为：０．１４％．对于系统（４），在
参数 ｍ ＝ １０，ｋ ＝ ５０， ｋ１ ＝ ７０，ｋ２ ＝ ９０，ｘ１０ ＝ ２０，ｘ２０ ＝
－４０下，上述文献方法的解相对误差依次为 ２．２２％，
２．２２％， ０．０６８％， ０．００８％， ０．００７１％， 本文的 ２ 阶⁃
余量谐波平衡解频率与精确解的相对误差为：
－０．００５７％．

为进一步图解本文获得响应的有效性，图 ３～５
分别显示了系统（２）和（４）在不同参数下系统的时

域振幅曲线比较．
图 ３ 在系统（２）参数 ｍ＝ ５，ｋ１ ＝ １０，ｋ２ ＝ １０， ｘ１０ ＝

２０，ｘ２０ ＝３０ 下的近似解析响应为：
　 ｘ１（ｔ）＝ ２５－４．７７９６ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－０．２１１７ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）－

０．００８７ｃｏｓ（５ω（２） ｔ），ω（２）＝ １７．０６６３，
　 ｘ２（ｔ）＝ ２５＋４．７７９６ｃｏｓ（ω（２） ｔ）＋０．２１１７ｃｏｓ（３ω（２） ｔ）＋

０．００８７ｃｏｓ（５ω（２） ｔ），ω（２）＝ １７．０６６３．
图 ４ 在系统（４）参数 ｍ＝ １，ｋ＝ １，ｋ１ ＝ １， ｋ２ ＝ １，

ｘ１０ ＝ ５，ｘ２０ ＝ １ 下的近似解析响应为：

　 ｘ１（ ｔ）＝ ３ｃｏｓ（ ｔ）＋１．９１２９ｃｏｓ（ω（２） ｔ）＋
０．０８３７ｃｏｓ（３ω（２） ｔ） ＋０．００３４ｃｏｓ（５ω（２） ｔ），
ω（２）＝ １０．８６８４，

　 ｘ２（ ｔ）＝ ３ｃｏｓ（ ｔ）－１．９１２９ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－
０．０８３７ｃｏｓ（３ω（２） ｔ） －０．００３４ｃｏｓ（５ω（２） ｔ），
ω（２）＝ １０．８６８４．

图 ５ 在系统（４）参数 ｍ ＝ ５０，ｋ ＝ １，ｋ１ ＝ １， ｋ２ ＝
１，ｘ１０ ＝ １０，ｘ２０ ＝ ５ 下的近似解析响应为：

图 ３ａ　 解析近似响应 ｘ１（ ｔ）与数值解比较， 当 ｍ＝ ５，ｋ１ ＝ １０，

ｋ２ ＝ １０，ｘ１０ ＝ ２０，ｘ２０ ＝ ３０

Ｆｉｇ．３ａ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ１（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｎｅ

ｆｏｒ ｃａｓｅ ｍ＝ ５，ｋ１ ＝ １０，ｋ２ ＝ １０，ｘ１０ ＝ ２０，ｘ２０ ＝ ３０

８２３
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图 ３ｂ　 解析近似响应 ｘ２（ ｔ）与数值解比较， 当 ｍ＝ ５，ｋ１ ＝ １０，

ｋ２ ＝ １０，ｘ１０ ＝ ２０，ｘ２０ ＝ ３０．

Ｆｉｇ．３ｂ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ２（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｎｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｍ＝ ５，ｋ１ ＝ １０，ｋ２ ＝ １０，ｘ１０ ＝ ２０，ｘ２０ ＝ ３０

图 ４ａ　 解析近似响应 ｘ１（ ｔ）与数值解比较， 当 ｍ＝ １，ｋ＝ １，

ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ ５，ｘ２０ ＝ １

Ｆｉｇ．４ａ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ１（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｎｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｍ＝ １，ｋ＝ １，ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ ５，ｘ２０ ＝ １

图 ４ｂ　 解析近似响应 ｘ２（ ｔ）与数值解比较， 当 ｍ＝ １，ｋ＝ １，

ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ ５，ｘ２０ ＝ １

Ｆｉｇ．４ｂ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ２（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｎｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｍ＝ １，ｋ＝ １，ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ ５，ｘ２０ ＝ １

图 ５ａ　 解析近似响应 ｘ１（ ｔ）与数值解比较， 当 ｍ＝ ５０，ｋ＝ １，

ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ １０，ｘ２０ ＝ ５

Ｆｉｇ．５ａ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ１（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｎｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｍ＝ ５０，ｋ＝ １，ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ １０，ｘ２０ ＝ ５

图 ５ｂ　 解析近似响应 ｘ２（ ｔ）与数值解比较， 当 ｍ＝ ５０，ｋ＝ １，

ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ １０，ｘ２０ ＝ ５

Ｆｉｇ．５ｂ　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ２（ ｔ） ｗｉｔｈ ｔｈｅ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｏｎｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｍ＝ ５０，ｋ＝ １，ｋ１ ＝ １，ｋ２ ＝ １，ｘ１０ ＝ １０，ｘ２０ ＝ ５

　 ｘ１（ ｔ）＝ ７．５ｃｏｓ（ １
５０

ｔ）＋２．３９７１ｃｏｓ（ω（２） ｔ）＋

０．０９９０ｃｏｓ（３ω（２） ｔ） ＋０．００３８ｃｏｓ（５ω（２） ｔ），
ω（２）＝ ０．８８３３０５，

　 ｘ２（ ｔ）＝ ７．５ｃｏｓ（ １
５０

ｔ）－２．３９７１ｃｏｓ（ω（２） ｔ）－

０．０９９０ｃｏｓ（３ω（２） ｔ） －０．００３８ｃｏｓ（５ω（２） ｔ），
ω（２）＝ ０．８８３３０５．

从图 ３～５ 不难看出，本文给出的近似响应与

数值解在系统（２）、（４）不同参数下都吻合得相当

好．

４　 结论

基于谐波平衡，通过融合同伦思想优势，构建

９２３
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了不含小参数，适用于求解双自由度非线性两质点

振动系统的高阶近似余量谐波平衡解程序．不同于

线性谐波平衡与牛顿谐波平衡方法，本文解程序在

每一阶近似中均消除了上一阶的谐波余量，高阶振

动频率近似表达仅需初始谐波近似，不需根据前一

阶近似进行调整．理论上，任何精度的高阶近似均

能依次获得．相应地，系统的高阶近似响应表达易

通过求解、整合获得．结果显示，本文获得 ２⁃阶余量

谐波平衡近似振动频率比已有的在改进振幅⁃频率

公式法、初始同伦分析法、３⁃阶线性谐波平衡法、３⁃
阶牛顿谐波平衡法等方面更加精确，与精确解的相

对误差在不同参数下均降低了．相应地，本文获得

的 ２⁃阶解析近似响应与数值解吻合得相当好．
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