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摘要　 将严格实用稳定性相关概念推广到具有控制输入的非线性奇异系统，利用两个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数方法和

比较原理，得出其严格实用稳定及严格实用渐近稳定的判别准则．另外，我们给出了含有时滞的非线性奇异

系统关于两个测度严格实用稳定的定义，并得出该类系统严格实用稳定及严格实用渐近稳定的充分条件．
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引言

２０ 世纪 ７０ 年代，英国学者 Ｈ．Ｈ．Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ 提

出奇异系统的概念，它是比正常状态系统应用范围

更广泛的一类系统，此类系统已在飞行器模型、电
路系统等领域有广泛的应用［１，２］ ．到目前为止，关于

线性奇异系统已经取得了很多研究成果，其中大多

数是研究实用稳定性． 实用稳定性理论是现代运动

稳定性理论的研究方向之一，所研究的系统，数学

意义上可能是不稳定的，但是在实际问题中是可以

接受的［３］ ．因此，从实际的角度可以认为这些系统

是稳定的，正因为如此，实用稳定性引起了很多学

者的关注，并取得了许多研究成果．文献［４］研究了

初始时刻不同的非线性微分方程的实用稳定性，文
献［５］讨论了脉冲系统的实用稳定性，利用比较原

理得出该类系统实用稳定的充分条件．文献［６］研
究了含有时滞的脉冲微分方程的最终实用稳定性，
得到了此类方程最终实用稳定的判别准则．

严格实用稳定性是一类可以给出解的衰减速

度信息的稳定性［７，８］ ．它与实用稳定性的关系是，某
个系统的解是严格实用稳定的，那么它也是实用稳

定的，不同点是实用稳定性仅对上界进行了估计，
没有对解的下界进行估计，仅仅是单边估计．基于

此，Ｌａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｍ［７］ 等提出了严格稳定性的概

念，得出微分方程严格实用稳定的若干判据． 随后，
Ｌａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｍ 和 Ｚｈａｎｇ［８］提出了泛函微分系统严

格实用稳定的定义，给出泛函微分系统严格实用稳

定的充分条件． Ｚｈａｎｇ 和 Ｓｕｎ［９，１０］ 研究了脉冲系统

及脉冲泛函微分系统严格实用稳定等问题．Ｌｉ［１１］等
研究了非线性脉冲系统的严格实用稳定性．Ｌｉｕ 和

Ｙａｎｇ［１２］利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 技巧，
得到了脉冲泛函微分方程严格实用稳定的判据．

然而，关于非线性奇异系统稳定性的研究成果

较少，本文将严格实用稳定性的概念推广到非线性

奇异系统，通过利用两个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和比较原

理，得出具有控制输入的非线性奇异系统严格（一
致）实用稳定及严格（一致）实用渐近稳定的判定定

理． 时滞系统普遍存在于自然和工程实际中，是不可

忽略的因素，在一些机械设计过程中，如果忽略时

滞，就会降低控制效果，甚至会导致失败［１３，１４］ ．已有

结果表明，时滞会使系统产生复杂的动力学行为［１３］ ．
因此，我们考虑了含有时滞的非线性奇异系统，给出

其关于两个测度严格实用稳定的定义，利用上述两

种方法，得到了这一类系统严格（一致）实用稳定和

严格（一致）实用渐近稳定的判别准则．

１　 预备知识

首先考虑时滞为零的非线性奇异系统［２］：
Ｅｘ̇＝ ｆ（ ｔ，ｕ，ｘ）， Ｅｘ（ ｔ０）＝ Ｅｘ０ （１）

其中， Ｅ∈Ｒｎ×ｎ， ｒａｎｋＥ ＝ ｒ≤ｎ， ｘ∈Ｒｎ 是状态向量，
ｆ（ ｔ，ｕ，ｘ）∈Ｃ（Ｒ＋ ×Ｒｍ ×Ｒｎ，Ｒｎ）对所有参数都连续

可微，ｕ（ ｔ）∈Ｒｍ 是控制输入［２］ ．
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定义 １．１［２］ 　 控制项 ｕ（ ｔ）∈Ｒｍ 被称为可容许

的，如果对任何的初始条件 Ｅｘ０，系统（１）有唯一的

无脉冲的解． 所有的容许输入的集合定义为 Ω．
假设 １［２］ 　 对于任何的初始条件 Ｅｘ０ 和控制

ｕ（ ｔ），系统（１）有唯一的解；
假设 ２［２］ 　 集合 Ω 是非空集合；
假设 ３［２］ 　 零解是系统（１）的平衡点．
令 ｕ＝ａ（ ｔ，ｘ）∈Ω 满足 ａ（ ｔ，０）≡０，系统（１）变

为：
Ｅｘ̇＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ａ（ ｔ，ｘ（ ｔ）），ｔ），Ｅｘ（ ｔ０）＝ Ｅｘ０ （２）
为方便应用，给出下面这些符号的定义：

　 Ｒ＋ ＝ ０，＋∞[ )

　 Ｒ＋
τ ＝ ｔ∈Ｒ ｔ≥－τ，τ∈Ｒ＋{ }

　 Ｋ＝ α∈Ｃ Ｒ＋，Ｒ＋( ) α（ｔ）严格单增且 α（０）＝ ０{ }

　 Ｌ＝ σ∈Ｃ Ｒ＋，Ｒ＋( ) σ（ｔ）严格递减且 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

σ（ｔ）＝ ０{ }

　 Γ＝ ｈ∈Ｃ Ｒ＋×Ｒｎ，Ｒ＋( ) ｉｎｆｈ（ｔ，ｘ）＝ ０{ }

　 Γτ ＝ ｈ∈Ｃ Ｒ＋
τ×Ｒｎ，Ｒ＋( ) ｉｎｆｈ（ｔ，ｘ）＝ ０，∀ｔ∈Ｒ＋

τ{ }

　 Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ））＝ ｌｉｍ
ｈ→０＋

ｓｕｐｈ－１（Ｖ（ｔ＋ｈ，ｙ＋ｈｙ̇）－Ｖ（ｔ，ｙ））

　 Ｄ－Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ））＝ ｌｉｍ
ｈ→０－

ｉｎｆｈ－１（Ｖ（ｔ＋ｈ，ｙ＋ｈｙ̇）－Ｖ（ｔ，ｙ））

　 ＬＫ＝｛α∈Ｃ（Ｒ２
＋，Ｒ＋） ａ（ｕ，ｖ）∈Ｌ，∀ｖ，

且 ａ（ｕ，ｖ）∈Ｋ，∀ｕ｝
首先给出非线性奇异系统严格实用稳定的相关定

义．
定义 １．２　 称系统（２）的解 ｘ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ；ｔ０，ｘ０，

ｕ∗）是：
（１）严格实用稳定的，如果对于给定的（λ１，

Ａ１）：０＜λ１≤Ａ１ 与某个 ｔ０∈Ｒ＋，可由‖Ｅｘ０‖＜λ１，得
出‖Ｅｘ（ ｔ）‖＜Ａ１，并且对任意的 λ２＜λ１，存在 Ａ２≤
λ２，可由‖Ｅｘ０‖＞λ２，得出‖Ｅｘ（ ｔ）‖＞Ａ２ 对所有的

ｔ≥ｔ０ 成立；
（２）一致严格实用稳定的，如果对所有的 ｔ０∈

Ｒ＋满足定义（１）的条件；
（３）严格吸引的，如果对任意给定的 δ１＞０，ε１＞

０ 与某个 ｔ０ ∈Ｒ＋，对每个 δ２ ＜δ１，存在 ε２ ＜ε１，Ｔ１ ＝
Ｔ１（ ｔ０，ε１）与 Ｔ２ ＝Ｔ２（ ｔ０，ε２），使得当 λ２＜‖Ｅｘ（ ｔ０）‖
＜λ１ 时，有 ε２＜‖Ｅｘ（ ｔ）‖＜ε１，对所有的 ｔ０＋Ｔ１≤ｔ≤
ｔ０＋Ｔ２ 成立；

（４）严格一致吸引的，如果满足条件（３）且 Ｔ１，
Ｔ２ 不依赖于 ｔ０；

（５）严格实用渐近稳定的，如果（１），（３）成立，
且 δ１ ＝λ；

（６）严格一致实用渐近稳定的，如果（２），（４）

成立，且 δ１ ＝λ．
下面给出比较系统及相关定义．
考虑下列微分系统［２］：
ω̇１ ＝ｇ１（ ｔ，ω１，ｘ），ω１（ ｔ０）＝ ω１０≥０ （３ａ）
ω̇２ ＝ｇ２（ ｔ，ω２，ｘ），ω２（ ｔ０）＝ ω２０≥０ （３ｂ）

其中， ｇ１，ｇ２∈Ｃ Ｒ＋×Ｒ＋×Ｒｎ，Ｒ( ) ．
定义 １．３［８］ 　 称比较系统（３）为：
（１）严格实用稳定的，如果对给定的（λ１，Ａ１）：

０＜λ１＜Ａ１ 与某个 ｔ０∈Ｒ＋，可由 ω１０＜λ１，得出 ω１（ ｔ） ＜
Ａ１，同时，对任意的 λ２＜λ１，存在 Ａ２＜λ２，使得当 ω２０＞
λ２ 时，有 ω２（ ｔ）＞Ａ２ 对所有的 ｔ≥ｔ０ 成立；

（２）严格一致实用稳定的，如果（１）对所有的

ｔ０∈Ｒ＋都成立；
（３）严格吸引的，如果对给定的 δ１＞０，ε１＞０，与

某个 ｔ０∈Ｒ＋，对每个 δ２ ＜δ１，存在 ε２ ＜ε１，Ｔ１ ＝ Ｔ１（ ｔ０，
ε１）与 Ｔ２ ＝Ｔ２（ ｔ０，ε２），使得当 ω１０ ＜δ 时，有 ω１（ ｔ） ＜
ε１，且当 ω２０＞δ２ 时，有 ω２（ ｔ）＞ε２，对所有的 ｔ０＋Ｔ１≤ｔ
≤ｔ０＋Ｔ２ 成立；

（４）严格一致吸引的，如果 Ｔ１，Ｔ２ 不依赖于 ｔ０；
（５）严格实用渐近稳定的，如果（１），（３）成立，

且 δ１ ＝λ１；
（６）严格一致实用渐近稳定的，如果（２），（４）

成立，且 δ１ ＝λ１ ．
注：（１）和（３）或者（２）和（４）不同时成立．
关于含有时滞的非线性奇异系统的相关定义．
考虑下面的奇异系统［２］：
Ｅｘ̇＝ ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ），ｘｔ（θ）） （４）

其中，Ｅ∈Ｒｎ×ｎ， ｒａｎｋＥ＝ ｒ≤ｎ，
ｘｔ（θ）＝ ｘ（ ｔ＋θ），θ∈［－τ，０］，τ＞０，ｘ∈Ｒｎ

ｆ∈Ｃ Ｒ＋×Ｒｎ×ξ，Ｒｎ( ) ， ｆ（ ｔ，０，０）≡０， ｔ≥ｔ０≥０
系统（４）的初始条件为 ｘｔ０

＝φ，φ∈ξ．
令 Ｓｋ（ ｔ０）表示过初始时刻 ｔ０ 的所有初始函数

的集合［２］，∀φ∈Ｓｋ（ ｔ０），过点（ ｔ０，φ）至少存在一个

连续解［２］，其中 ｔ∈ ｔ０－τ，＋∞[ ) ．
定义 １．４［２］ 　 令 ｈ０∈Γτ，φ∈ξ，对于任意的 ｔ∈

Ｒ＋，定义：
􀭹ｈ０（ ｔ，φ）＝ ｓｕｐ

－τ≤θ≤０
ｈ０（ ｔ＋θ，φ（θ））

定义 １．５［２］ 　 令 ｈ０∈Γτ，ｈ∈Γ，φ∈Ｓｋ（ ｔ０），称系

统（４）的解是：
（１） （􀭹ｈ０，ｈ）实用稳定的，如果对给定的（λ，

Ａ）：０＜λ＜Ａ 及某个 ｔ０∈Ｒ＋，当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ） ＜λ 时，有
ｈ（ ｔ，ｘ）＜Ａ，对所有的 ｔ≥ｔ０ 成立；

８１３



第 ４ 期 王贵元等：非线性时滞奇异系统的严格实用稳定性研究

（２） （􀭹ｈ０，ｈ）一致实用稳定的，如果（１）对于任

意的 ｔ０∈Ｒ＋都成立；

（３） （􀭹ｈ０，ｈ）严格实用稳定的，如果（１）成立，

且对每个 μ≤λ，∃Ｂ＜μ，使得当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ） ＞μ 时，可
得出 ｈ（ｘ（ ｔ））＞Ｂ，对所有的 ｔ≥ｔ０ 成立；

（４） （􀭹ｈ０，ｈ）严格一致实用稳定的，如果（３）对
于任意的 ｔ０∈Ｒ＋都成立；

（５） （􀭹ｈ０，ｈ）吸引的，如果对给定的 δ＞０，ε＞０，
与某个 ｔ０∈Ｒ＋，对于每个 δ＞０，∃Ｔ＝Ｔ（ ｔ０，ε）使得当

􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜δ 时，有 ｈ（ ｔ，ｘ） ＜ε，对所有的 ｔ≥ｔ０＋Ｔ 成

立；
（６） 一致吸引的，如果（５）对于任意的 ｔ０∈Ｒ＋

都成立；
（７） （􀭹ｈ０，ｈ）严格吸引的，如果对给定的 δ１＞０，

ε１＞０ 与某个 ｔ０∈Ｒ＋，对每个 δ２＜δ１，存在 ε２＜ε１，Ｔ１ ＝

Ｔ１（ｔ０，ε１）与 Ｔ２ ＝Ｔ２（ｔ０，ε２），使得当 λ２＜‖􀭹ｈ０（ｔ０，φ）‖＜
λ１ 时，有 ε２＜‖ｈ（ｘ（ ｔ））‖＜ε１，对所有的 ｔ０ ＋Ｔ１≤ｔ
≤ｔ０＋Ｔ２ 成立；

（８） （􀭹ｈ０，ｈ）严格一致吸引的，如果（７）对于

∀ｔ０∈Ｒ＋都成立；

（９） （􀭹ｈ０，ｈ）一致实用渐近稳定的，如果同时满

足（２）和（６），且 δ＝λ；
（１０） （􀭹ｈ０，ｈ）严格一致实用渐近稳定的，如果

同时满足（４）和（８），且 δ１ ＝λ．

假设 ４［２］ 　 对任意的 ρ＞０，Ｓｋ（ ｔ０）∩Ｓ（􀭹ｈ０，ρ）≠
０，

其中，Ｓ（􀭹ｈ０，ρ）＝ （ ｔ，φ）∈Ｒ＋×ξ 􀭹ｈ０（ ｔ，φ）＜ρ{ } ．
引理 １．１［２］

令 ｙ＝Ｅｘ，Ｖ（ ｔ，ｙ）∈Ｃ（Ｒ＋ ×Ｒｎ，Ｒ＋）关于 ｙ 满足

局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，Ｖ（ ｔ，ｙ（ ｔ））沿着系统（１）的 Ｄｉｎｉ
导数定义为：

Ｄ＋Ｖ（ｔ，ｙ（ｔ））＝ ｌｉｍ
ｈ→０＋

ｓｕｐｈ－１（Ｖ（ｔ＋ｈ，ｙ＋ｈｙ̇）－Ｖ（ｔ，ｙ））

注：本文均假设 Ｖ（ ｔ，ｙ（ ｔ））关于 ｙ 满足局部

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件．
下面给出两个比较原理．
引理 １．２［２，８］ 　 假设下列条件成立：
（１）存在 Ｖ∈Ｃ（Ｒ＋ ×Ｒｎ，Ｒ＋），Ｖ（ ｔ，ｙ）关于 ｙ 满

足局部李氏条件，其中 ｙ＝Ｅｘ；
（２）存在 ｇ１ ∈Ｃ（Ｒ＋ ×Ｒ＋ ×Ｒｎ，Ｒ）使得 Ｄ＋ Ｖ≤

ｇ１（ ｔ，Ｖ（ ｔ，Ｅｘ），ｘ），∀（ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋ ×Ｒｎ，其中 ｘ（ ｔ） ＝

ｘ（ ｔ；ｔ０，ｘ０，ｕ∗）是系统（１）的任何一个解；

（３） ｒ（ ｔ；ｔ０，ω０，ｘ０，ｕ∗）是比较系统：
ω̇１ ＝ｇ１（ ｔ，ω１，ｘ），ω１（ ｔ０）＝ ω１０≥０ （５）

的最大解．则当 Ｖ（ ｔ０，Ｅｘ０）≤ω１０时，有：
Ｖ（ ｔ，Ｅｘ）≤ｒ（ ｔ；ｔ０，ω０，ｘ０，ｕ∗），∀ｔ≥ｔ０ ．
另一方面，若 Ｄ－Ｖ≥ｇ２（ ｔ，Ｖ（ ｔ，Ｅｘ），ｘ），ρ（ ｔ；ｔ０，

ω０，ｘ０，ｕ∗）是比较系统：
ω̇２ ＝ｇ２（ ｔ，ω２，ｘ），ω２（ ｔ０）＝ ω２０≥０

的最小解．则当 Ｖ（ ｔ０，Ｅｘ０）≥ω２０时，有：
Ｖ（ ｔ，Ｅｘ）≥ρ（ ｔ；ｔ０，ω０，ｘ０，ｕ∗），∀ｔ≥ｔ０ ．
引理 １．３［８］ 　 假设：
（１）ｕ∈Ｃ Ｒ＋，Ｒ＋( ) 且 Ｄ＋ｕ≤ｇ（ ｔ，ｕ）；
（２）ｇ∈Ｃ Ｒ２

＋，Ｒ( ) ，对每个 ｔ∈Ｒ＋，ｇ（ ｔ，ｕ）关于 ｕ
单调不减；

（３） ｒ（ ｔ）是比较系统．
ｖ̇＝ｇ（ ｔ，ｖ），ｖ（ ｔ０）＝ ｖ０≥０，ｔ０≥０，ｔ∈Ｒ＋（Ａ）
的最大解，则当 ｕ（ ｔ０）≤ｖ（ ｔ０） ＝ ｖ０ 时 ｕ（ ｔ）≤

ｖ（ ｔ），ｔ≥ｔ０ ．
相反，当 Ｄ－ｕ≥ｇ（ ｔ，ｕ），ｔ≥ｔ０， ρ（ ｔ）是（Ａ）式的

最小解，则当 ｕ（ ｔ０）≥ｖ０，有 ｕ（ ｔ）≥ρ（ ｔ），ｔ≥ｔ０ ．

２　 主要结果

定理 ２．１　 假设：
（１）对给定的（λ１，Ａ１）：０＜λ１ ＜Ａ１，存在 Ｖ１（ ｔ，

Ｅｘ）满足：
β１（‖Ｅｘ‖）≤Ｖ１（ ｔ，Ｅｘ）≤α１（‖Ｅｘ‖）

其中 α１，β１∈Ｋ 并且存在 ｕ∗ ＝ａ（ ｔ，ｘ）∈Ω，使得：
Ｄ＋Ｖ１≤ｇ１（ ｔ，Ｖ１（ ｔ，Ｅｘ），ｘ）；
（２）存在 Ｖ２（ ｔ，Ｅｘ）满足：
β２（‖Ｅｘ‖）≤Ｖ２（ ｔ，Ｅｘ）≤α２（‖Ｅｘ‖）

其中 α２，β２∈Ｋ 且：
Ｄ－Ｖ２≥ｇ２（ ｔ，Ｖ２（ ｔ，Ｅｘ），ｘ）

这里 ｇ１，ｇ２∈Ｃ Ｒ＋×Ｒ＋×Ｒｎ，Ｒ( ) ．
则比较系统（３）的解严格实用稳定蕴含系统（２）的
解严格实用稳定．

证明　 系统（３）是严格实用稳定的，即存在

（λ１，Ａ１）：０＜λ１＜Ａ１，使得 α１（λ１） ＜β１（Ａ１）且当 ω１０＜
α１（λ１）时，有 ω１（ ｔ） ＜β１（Ａ１），同时，对任意的 λ２ ＜
λ１，∃Ａ２ ＜ λ２， 使得当 ω２０ ＞ β２ （ λ２ ） 时， ω２ （ ｔ） ＞
α２（Ａ２）， 对所有的 ｔ≥ｔ０ 成立．

只须证，当：
‖Ｅｘ０‖＜λ１ 时，‖Ｅｘ（ ｔ）‖＜Ａ１ （６）

假设不成立，即存在 ｔ１，ｔ２，使得：‖Ｅｘ（ ｔ１）‖ ＝ λ１，

９１３
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‖Ｅｘ（ ｔ２）‖＝Ａ１，λ１≤‖Ｅｘ（ ｔ）‖≤Ａ１，ｔ∈［ ｔ１，ｔ２］ ．
由条件（１）可得：

β１（Ａ１）＝ β１（‖Ｅｘ（ ｔ２）‖）≤Ｖ１（ ｔ２，Ｅｘ（ ｔ２））
≤ｒ ｔ２，ｔ１，ω（ ｔ１），ｘ（ ｔ１），ｕ∗( )

＜β１（Ａ１）
矛盾，所以（６）式成立；

另一方面，只须证明：
‖Ｅｘ０‖＞λ２ 时，‖Ｅｘ（ ｔ）‖＞Ａ２ （７）
反证法，假设结论不成立，即当满足‖Ｅｘ０‖＞

λ２ 时，存在 ｔ１ 使得：
‖Ｅｘ（ｔ１）‖＝Ａ２，Ａ２≤‖Ｅｘ（ｔ）‖≤Ａ１，ｔ∈［ｔ０，ｔ１］．

利用条件（２）和引理 １．２ 得：
α２（Ａ２）＝ α２（‖Ｅｘ（ ｔ１）‖）≥Ｖ２（ ｔ１，Ｅｘ（ ｔ１））

≥ρ ｔ１，ｔ０，ω（ ｔ０），ｘ０，ｕ∗( ) ＞α（Ａ２）
矛盾，所以（７）式成立．故系统（２）的解是严格实用

稳定的．
类似地，可以得出如下定理．
定理 ２．２　 如果定理 ２．１ 中的条件（１），（２）都

成立，且比较系统（３）严格一致实用渐近稳定，则
系统（２）的解是严格一致实用渐近稳定的．

定理 ２．３　 假设：
（１）对给定的（λ１，Ａ１）：０＜λ１＜Ａ１＜ρ，存在：
α１∈ＬＫ，β１∈Ｋ，Ｖ１（ｔ，Ｅｘ），∀（ｔ，Ｅｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（ρ）

使得：
α１（ ｔ０，λ１）＜β１（Ａ１）
β１（‖Ｅｘ‖）≤Ｖ１（ ｔ，Ｅｘ）≤α１（ ｔ０，‖Ｅｘ‖）

并且存在 ｕ∗ ＝ａ（ ｔ，ｘ）∈Ω 使得 Ｄ＋Ｖ１≤０，ｔ∈Ｒ＋；
（２）存在 Ｖ２（ ｔ，Ｅｘ），α２∈ＬＫ，β２∈Ｋ，使得：
β２（‖Ｅｘ‖）≤Ｖ２（ ｔ，Ｅｘ）≤α２（ ｔ０，‖Ｅｘ‖）

且满足：
Ｄ－Ｖ２≥０，α２（ ｔ０，Ａ２）＜β２（λ２）
则称系统（２）的解是严格实用稳定的．
证明　 对给定的（λ１，Ａ１）：０＜λ１≤Ａ１ ＜ρ，使得

当：
‖Ｅｘ０‖＜λ１ 时，‖Ｅｘ（ ｔ）‖＜Ａ１ 成立．

（８）
若结论不成立，即∃ｔ１，ｔ２，使得当：
‖Ｅｘ（ ｔ１）‖＝λ１，‖Ｅｘ（ ｔ２）‖＝Ａ１

λ１≤‖Ｅｘ（ ｔ）‖≤Ａ１，ｔ１≤ｔ≤ｔ２
时，由条件（１）得：

β１（Ａ１）＝ β１（‖Ｅｘ（ ｔ２）‖）≤Ｖ１（ ｔ２，Ｅｘ（ ｔ２））
≤Ｖ１（ ｔ１，Ｅｘ（ ｔ１））≤α１（ ｔ１，Ｅｘ（ ｔ１））
≤α１（ ｔ０，λ１）

又因为：
α１（ ｔ０，λ１）＜β１（Ａ１）

矛盾，（８）式成立；
另一方面，只须证明对任何 λ２ ＜λ１，存在 Ａ２ ＜

λ２，使得当 ０＜Ａ２＜λ２＜λ１ 时，有：
λ２＜‖Ｅｘ０‖＜λ１⇒Ａ２＜‖Ｅｘ（ ｔ）‖＜Ａ１，ｔ≥ｔ０

（９）
若结论不成立，即存在 ｔ１，ｔ２ 使得：
‖Ｅｘ（ ｔ２）‖＝λ２，‖Ｅｘ（ ｔ１）‖＝Ａ２，
Ａ２≤‖Ｅｘ（ ｔ）‖≤λ２，ｔ０＜ｔ２＜ｔ１
由条件（２）可得：
α２（ ｔ０，Ａ２）≥α２（ ｔ１，Ａ２）＝ α２（ ｔ１，‖Ｅｘ（ ｔ１）‖）

≥Ｖ２（ ｔ１，Ｅｘ（ ｔ１））≥Ｖ２（ ｔ２，Ｅｘ（ ｔ２））
＞β２（λ２）

因为：
α２（ ｔ０，Ａ２）＜β２（λ２）

矛盾，因此（９）式成立．因此系统（２）的解是严格实

用稳定的．
推论 ２．１　 如果定理 ２．３ 中的 α１（ ｔ０，‖Ｅｘ‖），

α２（ ｔ０，‖Ｅｘ‖）分别用 α１（‖Ｅｘ‖）和 α２（‖Ｅｘ‖）
来代替，其它条件不变， 则系统（２）的解是严格一

致实用稳定的．
推论 ２．１ 证明的过程类似定理 ２．３，详细证明

过程从略．
定理 ２．４　 假设：
（１）对给定的（λ，Ａ）：０＜λ＜Ａ＜ρ；
（２）ｈ０∈Γτ，ｈ∈Γ 且存在 ψ∈ＬＫ 使得：

ｈ（ｔ，ｘ）≤ψ（ｔ，􀭹ｈ０（ｔ，ｘ）），∀（ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（􀭹ｈ０，λ）

其中，Ｓ（􀭹ｈ０，λ）＝ （ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｒｎ 􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ）＜λ{ } ；
（３）如果存在：
Ｖ１：Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）→Ｒ＋，α１∈ＬＫ，β１∈Ｋ

使得当（ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）时，有：

β１（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤α１（ ｔ，􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ））
Ｄ＋Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤０
（４）如果存在：
Ｖ２：Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）→Ｒ＋，α２∈ＬＫ，β２∈Ｋ

使得当（ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）时，有：

β２（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ２（ ｔ，ｘ）≤α２（ ｔ，􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ））
Ｄ－Ｖ２（ ｔ，ｘ）≥０
（５）ψ（ ｔ０，λ）＜Ａ，α１（ ｔ０，λ）＜β１（Ａ） ．

则系统（４）的解是（􀭹ｈ０，ｈ）严格实用稳定的．

证明　 ∀φ∈Ｓｋ（ ｔ０）∩Ｓ（􀭹ｈ０，λ），由条件（２），

０２３
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（５）可得：
ｈ（ ｔ０，φ）≤ψ（ ｔ０，􀭹ｈ０（ ｔ０，φ））≤ψ（ ｔ０，λ）＜Ａ．

下证，当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜λ 时， ｈ（ ｔ，ｘ）＜Ａ，∀ｔ≥ｔ０ ．
设 ｘ（ ｔ， ｔ０，φ）是系统（４）的解，由条件（３）可

得：
β１（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤Ｖ１（ ｔ０，φ）

≤α１（ ｔ０，􀭹ｈ０（ ｔ０，φ））
≤α１（ ｔ０，λ）＜β１（Ａ） （１０）

所以，ｈ（ ｔ，ｘ）＜Ａ，ｔ≥ｔ０ ．
另一方面，对于∀η：０＜η≤λ，存在 Ｂ＜η，使得

α２（ ｔ０，Ｂ）＜β２（η），可由 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＞η 推出 ｈ（ ｔ０，φ） ＞
Ｂ．反证法，若结论不成立，则 ｈ（ ｔ０，φ）≤Ｂ，由条件

（４）可得：
α２（ ｔ０，Ｂ）＜β２（η）≤β２（􀭹ｈ０（ ｔ０，φ））≤Ｖ２（ ｔ０，φ）

≤α２（ ｔ０，ｈ（ ｔ０，φ））≤α２（ ｔ０，Ｂ）
矛盾，所以 ｈ（ ｔ０，φ）＞Ｂ．

下证， 当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ） ＞η 时，有 ｈ（ ｔ，ｘ） ＞Ｂ，ｔ≥ｔ０ ．
如若不然，则存在系统（４）的一个解 ｘ（ ｔ，ｔ０，φ），有
􀭹ｈ０（ ｔ０，φ） ＞η，且存在 ｔ１（ ｔ１＞ｔ０）使得 ｈ（ ｔ，ｘ）≤Ｂ，由
条件（４）可知 Ｖ２（ ｔ，ｘ）单调递增，故 Ｖ２（ ｔ０，φ）≤
Ｖ２（ ｔ，ｘ），ｔ≥ｔ０，由此可得：

β２（η）≤β２（􀭹ｈ０（ ｔ０，φ））≤Ｖ２（ ｔ０，φ）
≤Ｖ２（ ｔ１，ｘ（ ｔ１））≤α２（ ｔ１，ｈ（ｘ（ ｔ１）））
≤α２（ ｔ１，Ｂ）≤α２（ ｔ０，Ｂ）＜β２（η） （１１）

矛盾，系统（４）的解是（􀭹ｈ０，ｈ）严格实用稳定的．
下面给出定理 ２．４ 的特殊情况．
推论 ２．２　 如果定理 ２．４ 中的 ψ∈ＬＫ，α１，α２∈

ＬＫ 替换为 ψ∈Ｋ，α１，α２∈Ｋ 则系统（４）的解是（􀭹ｈ０，
ｈ）严格一致实用稳定的．

下面引入比较系统，通过借助比较系统，研究

非线性奇异时滞系统的严格实用稳定性［７］ ．
ｕ̇１ ＝ｇ１（ ｔ，ｕ１），ｕ１（ ｔ０）＝ ｕ１０≥０ （１２ａ）
ｕ̇２ ＝ｇ２（ ｔ，ｕ２），ｕ２（ ｔ０）＝ ｕ２０≥０ （１２ｂ）

其中，ｇ１，ｇ２∈Ｃ（Ｒ２
＋，Ｒ） ．

比较系统（１２）严格实用稳定性的定义与比较

系统（３）类似，详见文献［８］，此处省略．
定理 ２．５　 假设：
（１）对给定的（λ，Ａ）：０＜λ＜Ａ＜ρ；
（２）ｈ０∈Γτ，ｈ∈Γ 且存在 ψ∈ＬＫ 使得：

ｈ（ｔ，ｘ）≤ψ（ｔ，􀭹ｈ０（ｔ，ｘ）），∀（ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（􀭹ｈ０，λ）

其中，Ｓ（􀭹ｈ０，λ）＝ （ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｒｎ 􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ）＜λ{ } ；
（３）如果存在：

Ｖ１： Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）→Ｒ＋，α１∈ＬＫ，β１∈Ｋ
对任意的（ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）时，有：

β１（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤α１（ ｔ，􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ））
和

Ｄ＋Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤ｇ１（ ｔ，Ｖ１（ ｔ，ｘ））
（４）如果存在：
Ｖ２：Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）→Ｒ＋，α２∈ＬＫ，β２∈Ｋ

对任意的（ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）时，有：

β２（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ２（ ｔ，ｘ）≤α２（ ｔ，􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ））
和

Ｄ－Ｖ２（ ｔ，ｘ）≥ｇ２（ ｔ，Ｖ２（ ｔ，ｘ））
（５）ψ（ ｔ０，λ）＜Ａ，α１（ ｔ０，λ）＜β１（Ａ） ．
则系统（１２）的解关于（α１（λ），β１（Ａ））的严格

实用稳定性蕴含系统（４）的解是（􀭹ｈ０，ｈ）严格实用

稳定的．
证明　 比较系统（１２）严格实用稳定，则对于

给定的（λ，Ａ），０＜λ＜Ａ，当 ｕ１０＜α１（λ）时，有 ｕ１（ ｔ，ｔ０）
＜β１（Ａ），∀ｔ≥ｔ０，（α１（λ）＜β１（Ａ）），同时，对任何 η＜
λ，∃Ｂ＞０ 使得 ｕ２０＞η 时，有 ｕ２（ ｔ）＞Ｂ，对所有的 ｔ≥
ｔ０ 成立．

首先证当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜λ 时，ｈ（ ｔ，ｘ）＜Ａ，ｔ≥ｔ０ ．∀φ

∈Ｓｋ（ ｔ０）∩Ｓ（􀭹ｈ０，λ） ．由条件（２）得：

ｈ（ ｔ０，φ）≤ψ（ ｔ０，􀭹ｈ０（ ｔ０，φ））≤ψ（ ｔ０，λ）＜Ａ

下证，当􀭹ｈ０（ｔ０，φ）＜λ 时，可推出 ｈ（ｔ，ｘ）＜Ａ，ｔ≥ｔ０．

取 ｕ１０ ＝Ｖ１（ ｔ０，φ）≤α１（􀭹ｈ０（ ｔ０，φ））＜α１（λ），
ｒ ｔ，ｔ０，ｕ１（ ｔ０）( ) ＜β１（Ａ），∀ｔ≥ｔ０，
其中 ｒ ｔ，ｔ０，ｕ１（ ｔ０）( ) 是比较系统（１２ａ）的最大解，由
条件（３）及引理 １．３ 可得：

Ｖ１（ ｔ，ｘ（ ｔ））≤ｒ（ ｔ，ｔ０，ｕ１０），∀ｔ≥ｔ０
β１（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤ｒ（ ｔ，ｔ０，ｕ１０）＜β１（Ａ）

（１３）
所以当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜λ 时，可推出 ｈ（ ｔ，ｘ）＜Ａ，ｔ≥ｔ０ ．

另一方面，对于任何 η＜λ 存在 Ｂ＜η，使得当

ｕ２０＞β２（η）时，ｕ２（ ｔ，ｔ０）＞α２（Ｂ），只须证明，
􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＞η 时，ｈ（ ｔ，ｘ）＞Ｂ，ｔ≥ｔ０ （１４）

反证法，假设不成立，则当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ） ＞η 时，存
在 ｔ１ 使得：

ｈ（ ｔ１，ｘ（ ｔ１））＝ Ｂ，ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ））＞Ｂ（ ｔ０≤ｔ＜ｔ１）
利用条件（４）和引理 １．３ 得：

α２（Ｂ）＝ α２（ｈ（ ｔ１，ｘ（ ｔ１）））≥Ｖ２（ ｔ１，ｘ（ ｔ１））
≥ρ ｔ１，ｔ０，ｕ２（ ｔ０）( ) ＞α２（Ｂ）

矛盾，所以（１４）式成立．可知系统（４）的解是（􀭹ｈ０，

１２３
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ｈ）严格实用稳定的．
推论 ２．３　 如果定理 ２．６ 中的 ψ∈ＬＫ，α１，α２∈

ＬＫ 替换为 ψ∈Ｋ，α１，α２∈Ｋ，其它条件不变，则系统

（１２）的解的严格一致实用稳定性蕴含系统（４）的
解是（􀭹ｈ０，ｈ）严格一致实用稳定的．

定理 ２．６　 假设：
（１） 对给定的（λ，Ａ）：０＜λ＜Ａ＜ρ；
（２） ｈ０∈Γτ，ｈ∈Γ 且存在 ψ∈ＬＫ 使得：

ｈ（ｔ，ｘ）≤ψ（ｔ，􀭹ｈ０（ｔ，ｘ）），∀（ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（􀭹ｈ０，λ）

其中，Ｓ（􀭹ｈ０，λ）＝ （ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｒｎ 􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ）＜λ{ } ；
（３） 如果存在 Ｖ１（ ｔ，ｘ），α１∈ＬＫ，β１∈Ｋ，对任

意的（ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）有：

β１（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤α１（ ｔ，􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ））
和

Ｄ＋Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤ｇ１（ ｔ，Ｖ１（ ｔ，ｘ））；
（４） 如果存在 Ｖ２（ ｔ，ｘ），α２∈ＬＫ，β２∈Ｋ，对任

意的（ ｔ，ｘ）∈Ｒ＋×Ｓ（ｈ，ρ）有：

β２（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ２（ ｔ，ｘ）≤α２（ ｔ，􀭹ｈ０（ ｔ，ｘ））
和

Ｄ－Ｖ２（ ｔ，ｘ）≥ｇ２（ ｔ，Ｖ２（ ｔ，ｘ））；
（５） ψ（ ｔ０，λ）＜Ａ，α１（ ｔ０，λ）＜β１（Ａ） ．

则系统（１２） 的解关于（α１（λ１），β１（ε１））的严格实

用渐近稳定性蕴含系统（４）的解是（􀭹ｈ０，ｈ）严格实

用渐近稳定的．
证明　 系统（１２）是严格实用渐近稳定的，也

是严格实用稳定的，由定理 ２．５ 的证明可以得出系

统（４）是（􀭹ｈ０，ｈ）严格实用稳定的，所以，只须证明

系统（４）是（􀭹ｈ０，ｈ）严格吸引的．
系统（１２）是严格实用渐近稳定的，也是严格

吸引的，即给定 β１（ε１）＞０，对任意的：
α１（λ２ ） ＜α１（λ１ ）， ∃Ｔ１（ ｔ０，ε１ ），Ｔ２ （ ｔ０，ε２ ），

β１（ε２），β１（ε２） ＜α１（λ２）使得当 β２（λ２） ＜ｕ１０ ＝ ｕ２０ ＜
α１（λ１）时，有：

ｕ１（ ｔ，ｔ０，ｕ１０）≤ｕ１（ ｔ，ｔ０，α１（λ１））
＜β１（ε１），ｔ∈ ｔ０＋Ｔ１，ｔ０＋Ｔ２[ ]

ｕ２（ ｔ，ｔ０，ｕ２０）≥ｕ２（ ｔ，ｔ０，β２（λ２））
＞α２（ε２），ｔ∈ ｔ０＋Ｔ１，ｔ０＋Ｔ２[ ]

即证：
λ２＜􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜λ１ 时，有：
ε２＜ｈ（ ｔ，ｘ）＜ε１，ｔ∈ ｔ０＋Ｔ１，ｔ０＋Ｔ２[ ] ．

首先证当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜λ１ 时，
ｈ（ ｔ０，φ）＜ε１，ｔ∈ ｔ０＋Ｔ１，ｔ０＋Ｔ２[ ]

∀φ∈Ｓｋ（ ｔ０）∩Ｓ（􀭹ｈ０，λ），
由条件（２）得：

ｈ（ ｔ０，φ）≤ψ（ ｔ０，􀭹ｈ０（ ｔ０，φ））≤ψ（ ｔ０，λ）＜ε１

下证，􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜λ１ 时，可推出 ｈ（ ｔ，ｘ）＜ε１，∀ｔ≥ｔ０ ．

取 ｕ１０ ＝ Ｖ１（ ｔ０，φ）≤α１（􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）） ＜α１（λ１），
ｒ ｔ，ｔ０，ｕ１（ ｔ０）( ) ＜β１（ε１），∀ｔ≥ｔ０，
其中ｒ ｔ，ｔ０，ｕ１（ ｔ０）( ) 是比较系统（１２ａ）的最大解，由
条件（３）及引理 １．３ 可得：

Ｖ１（ ｔ，ｘ（ ｔ））≤ｒ（ ｔ，ｔ０，ｕ１０），∀ｔ≥ｔ０ ．
β１（ｈ（ ｔ，ｘ））≤Ｖ１（ ｔ，ｘ）≤ｒ（ ｔ，ｔ０，ｕ１０）＜β１（ε１）

所以当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＜λ１ 时，可推出 ｈ（ ｔ，ｘ）＜ε１，ｔ≥ｔ０ ．
另一方面，对于任何 λ２＜λ１，存在 ε２＜λ２，使得

当 ｕ２０＞β２（λ２）时，ｕ２（ ｔ，ｔ０）＞α２（ε２）， 只须证明：
􀭹ｈ０（ ｔ０，φ）＞λ２ 时，ｈ（ ｔ，ｘ）＞ε２，ｔ≥ｔ０ （１５）

反证法，假设不成立，则当 􀭹ｈ０（ ｔ０，φ） ＞λ２ 时，存在 ｔ１
使得：

ｈ（ ｔ１，ｘ（ ｔ１））＝ ε２，ｈ（ ｔ，ｘ（ ｔ））＞ε２（ ｔ０≤ｔ＜ｔ１） ．
利用条件（４）和比较原理得：

α２（ε２）＝ α２（ｈ（ ｔ１，ｘ（ ｔ１）））≥Ｖ２（ ｔ１，ｘ（ ｔ１））
≥ρ ｔ１，ｔ０，ｕ２（ ｔ０）( ) ＞α２（ε２）

矛盾，所以（１５） 式成立．因此系统（１２） 关于（α１

（λ１），β１（ε１））的严格实用渐近稳定性蕴含系统

（４）的解是（􀭹ｈ０，ｈ）严格实用渐近稳定的．
推论 ２．４ 　 若 ψ∈ＬＫ，α１，α２∈ＬＫ 替换为 ψ∈

Ｋ，α１，α２∈Ｋ，定理 ２．６ 中的其它条件不变，则比较

系统（１２） 的解关于（α１（λ１），β１（ε１））的严格一致

实用渐近稳定性蕴含着系统（４）的解是（􀭹ｈ０，ｈ）严

格一致实用渐近稳定的．

３　 小结

本文我们将严格实用稳定性概念推广到具有

控制输入的非线性奇异系统，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数

法和比较原理，得出此类系统严格（一致）实用稳

定及严格（一致）实用渐近的判别定理；对于含有

时滞的非线性奇异系统，给出其关于两个测度严格

实用稳定的相关概念，利用上述两种方法，分别得

到了该类系统（􀭹ｈ０，ｈ）严格（一致）实用稳定和（􀭹ｈ０，
ｈ）严格（一致）实用渐近稳定的判别定理．
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