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摘要　 对复合材料细长柱在轴向冲击荷载下的动力屈曲问题进行了研究．基于单层材料本构方程及 Ｄ′Ａｌｅ⁃

ｍｂｅｒｔ 原理，建立了结构轴向及横向耦合振动方程．用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得到轴向运动解析解，并用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法对

结构横向振动进行求解．用数值方法讨论了冲击质量、冲击速度，复合材料铺层角等对结构临界动力屈曲时

间及冲击物与结构接触时间的影响．结果表明随着冲击质量、冲击速度，复合材料铺层角增大，结构动力屈曲

时间减小；冲击速度，铺层角对冲击块与结构的接触时间无影响．

关键词　 复合材料细长柱，　 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法，　 解析解，　 动力屈曲
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引言

在对结构承受轴向冲击荷载作用的研究中，
Ｋｏｎｉｎｇ 和 Ｔａｕｂ［１］ 对两端简支，具有初始弯曲度的

杆受轴向冲击荷载作用进行了研究，讨论了轴向冲

击荷载小于、等于及大于静态欧拉荷载三种情况结

构屈曲．Ａｒｉ⁃Ｇｕｒ 等［２］通过实验与理论分析，研究了

轴向冲击荷载作用下金属材料柱的动力学响应，利
用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁理论对具有初始几何缺陷柱进行建

模，用有限差分法对系统求解．Ｈａｙａｓｈｉ 和 Ｓａｎｏ ［３，４］

研究了低速与高速冲击下，两端铰支且初始处于弯

曲状态下柱的动力屈曲问题． Ｊｉ 和 Ｗａａｓ［５］ 研究了

轴向冲击荷载作用下细长柱的动力屈曲，文章引入

了临界动力屈曲时间．
杨毅等［６］在传统解析法的基础上，推导了位移

形式的传递函数矩阵，研究了圆柱壳自由振动特

性．王宇等［７］基于薄壳理论，研究了薄壁圆柱壳的

高阶模态振动特性．Ｋｒｉｓｈｎａｍｕｒｔｈｙ 等［８］ 用有限元法

研究了金属冲击块冲击下，复合材料圆柱壳的动力

学响应及残余损伤．Ｈｅｒ 和 Ｌｉａｎｇ ［９］采用有限元法

研究了复合材料壳在轴向低速冲击下的动力学响

应．Ｚｈａｏ 和 Ｃｈｏ ［１０］研究了低速冲击下复合材料壳

损伤的产生与传播，用八节点非协调单元分析了层

间应力及渐进失效机理．

目前，对复合材料柱在轴向冲击荷载作用下的

动力屈曲问题研究较少，且在已有研究，多采用实

验与数值分析相结合的方法．本文将基于单层本构

关系，建立复合材料柱在轴向冲击荷载下的轴向及

横向耦合振动方程，用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换求解结构轴向

振动方程，得到结构轴向运动的解析解．将上述解

析解代入横向振动方程，用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法求解结构横

向振动方程，分析冲击过程中各参数对结构动力屈

曲时间的影响．

１　 轴向冲击荷载下复合材料细长柱动力学

控制方程

１．１　 轴向冲击荷载下复合材料细长柱动力学模型

图 １ 为坐标系 ｘ⁃ｙ⁃ｚ 中，轴向冲击荷载下复合

材料细长柱模型，下端与基础刚性固定连接，上端

为滑动铰支座．其中柱长 Ｌ，截面半径 Ｒ，铺层数 ｎ．
第 ｉ 层材料密度 ρｉ（ ｉ＝ １， ２， … ， ｎ），第 ｉ 厚度 ｈｉ ＝
ｒｉ－ｒｉ－１，ｒｉ 为第 ｉ 层半径．
１．２　 轴向冲击荷载下复合材料细长柱的运动平衡

方程

对轴向冲击荷载下复合材料细长柱作如下假

设：（１）结构变形处于线弹性状态；（２）不考虑变形

过程中截面的转动效应；（３）截面变形满足平截面

假设；（４）层间位移连续．
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图 １　 复合材料细长柱及截面图

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｌｅｎｄｅｒ ｃｏｌｕｍｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ

１．２．１　 单层材料本构关系

图 ２ 给出了材料纤维角示意图，θ 为纤维方向

角，表示从 ｘ 轴转向 １ 轴的角度，以逆时针为正．其
中 ｘ 轴为整体坐标系方向，１ 方向为纤维方向．

图 ２　 材料纤维角

Ｆｉｇ．２　 Ｆｉｂｅｒ ａｎｇｌｅ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌ

单层材料应力⁃应变关系为［１１］

σ＝Ｑε （１）
其中，σ＝（σｘ，σｙ，σｚ） Ｔ，ε＝ （εｘ，εｙ，εｚ） Ｔ 为应力张

量及应变张量．Ｑ ＝ （Ｑｉｊ）为材料刚度矩阵，其元素

为：
Ｑ１１ ＝Ｑ１１ｃｏｓ４θ＋２（Ｑ１２＋２Ｑ６６）ｃｏｓ２θｓｉｎ２θ＋

Ｑ２２ｓｉｎ４θ

Ｑ１２ ＝（Ｑ１１＋Ｑ１２－４Ｑ６６） ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ＋

Ｑ１２（ｓｉｎ４θ＋ｃｏｓ４θ）

Ｑ２２ ＝Ｑ１１ｓｉｎ４θ＋２（Ｑ１２＋２Ｑ６６）ｃｏｓ２θｓｉｎ２θ＋

Ｑ２２ｃｏｓ４θ

Ｑ１６ ＝（Ｑ１１－Ｑ１２－２Ｑ６６）ｓｉｎθｃｏｓ３θ＋（Ｑ１２－Ｑ２２＋

２Ｑ６６）ｓｉｎ３θｃｏｓθ

Ｑ２６ ＝（Ｑ１１－Ｑ１２－２Ｑ６６）ｓｉｎ３θｃｏｓθ＋（Ｑ１２－Ｑ２２＋

２Ｑ６６）ｓｉｎθｃｏｓ３θ

Ｑ６６ ＝（Ｑ１１＋Ｑ２２－２Ｑ１２－２Ｑ６６）ｓｉｎ２θｃｏｓ２θ＋

Ｑ６６（ｓｉｎ４θ＋ｃｏｓ４θ） （２）
式中，Ｑ１１ ＝Ｅ１ ／ （１－ν１２ν２１），Ｑ２２ ＝ Ｅ２ ／ （１－ν１２ν２１），Ｑ１２ ＝
ν２１Ｅ２ ／ （１－ν１２ν２１），Ｑ６６ ＝ Ｇ１２ ．其中，Ｅ１，Ｅ２ 为复合材料

主方向弹性模量，Ｇ１２为剪切模量，ν１，ν２１为泊松比．
１．２．２　 内力计算

由 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 基本假定，几何关系为：
ε＝ε０＋ｚＫ （３）

式中，ε０ ＝ （εｘ
０，εｙ

０，εｚ
０） Ｔ，εｘ

０ ＝ ｕ，ｘ，εｙ
０ ＝ ｖ，ｙ，γｘｙ

０ ＝

ｕ，ｙ＋ｖ，ｘ；εｘ
０，εｙ

０ 及 γｘｙ
０ 为中面应变，ｕ，ｖ 及 ｗ 分别

表示层合梁中面在 ｘ， ｙ 及 ｚ 方向上的位移．Ｋ ＝
（Ｋｘ，Ｋｙ，Ｋｘｙ） Ｔ，Ｋｘ ＝ －ｗ，ｘｘ，Ｋｙ ＝ －ｗｙｙ，Ｋｘｙ ＝ －２ｗ，ｘｙ， 其

中 Ｋｘ，Ｋｙ 表示中面弯曲挠曲率，Ｋｘｙ表示中面扭曲

率．
截面内力为：

Ｎ ＝ ∬σｄＡ ＝ ２π∑
ｎ

ｋ ＝ １
∫ ｒｋ

ｒｋ－１
ｒ Ｑ（ｋ）εｄｒ （４）

式中 Ｎ＝（Ｎｘ，Ｎｙ，Ｎｘｙ） Ｔ ．将式（３）代入（４）得：
Ｎ＝Ａε０ （５）

其中，Ａ 为拉伸刚度矩阵，其元素 Ａｉｊ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
π Ｑ（ｋ）

ｉｊ

（ ｒｋ ２ － ｒｋ－１ ２） （ ｉ，ｊ ＝ １，２，６） ．
仅考虑 ｘ⁃ｚ 平面内振动，有：

Ｎｘ ＝ ２π∑
ｎ

ｋ ＝ １
∫ ｒｋ

ｒｋ－１
Ｑ（ｋ）

１１
∂ｕ
∂ｘ

ｒｄｒ ＝ Ｃ１１
∂ｕ
∂ｘ

（６）

其中， Ｃ１１ ＝π∑
ｎ

ｋ＝１
Ｑ（ｋ）

１１ （ ｒｋ ２－ｒ２ｋ－１） ．

截面内力矩为：

Ｍ ＝ ∬σｚｄＡ ＝ ２π∑
ｎ

ｋ ＝ １
∫ｒｋ
ｒｋ－１

ｒ Ｑ（ｋ）εｚｄｒ （７）

可得：

Ｍｘ ＝Ｃ２２
∂２ｗ
∂ｘ２ （８）

其中， Ｃ２２ ＝ １
４
π∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｑ（ｋ）

１１ （ ｒｋ ４ － ｒ４ｋ－１） ．

１．２．３　 运动方程

取微段 ｄｘ 作为研究对象，受力如图 ３．
其中 Ｎｘ 为轴力，Ｆｓ 为剪力，Ｍｘ 为绕 ｙ 轴弯矩，Ｃ３３

ｄｘ ∂２ｕ
∂ｔ２

为轴向惯性力，Ｃ３３ｄｘ
∂２ｗ
∂ｔ２

为横向惯性力， Ｃ３３

＝ π∑
ｎ

ｋ ＝ １
ρ ｋ（ ｒｋ ２ － ｒ２ｋ－１） ．

３０３
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图 ３　 微元体受力

Ｆｉｇ．３　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ｅｌｅｍｅｎｔ

由 Ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ 原理得：
∂２ｕ
∂ｘ２ ＝

１
ｃ２

∂２ｕ
∂ｔ２

（９）

Ｃ２２
∂４ｗ
∂ｘ４ －

∂
∂ｘ

Ｎｘ
∂ｗ
∂ｘ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋Ｃ３３

∂２ｗ
∂ｔ２

＝ ０ （１０）

其中 ｃ＝ Ｃ１１ ／ Ｃ３３ ．
１．２．４　 初始及边界条件

对图 １ 所示受冲击荷载柱轴向初始条件及边

界条件为：
ｕ（ｘ，０）＝ ０
∂ｕ（ｘ，０）

∂ｔ
＝ ０ ０≤ｘ＜Ｌ

∂ｕ（ｘ，０）
∂ｔ

＝ －Ｖ ｘ＝Ｌ

（１１）

ｕ（０，ｔ）＝ ０

Ｍ ∂２ｕ（Ｌ，ｔ）
∂ｔ２

＝ －Ｍｇ－Ｃ１１
∂ｕ（Ｌ，ｔ）

∂ｘ
（１２）

其中，Ｖ 为质量块与铰支端接触时的速度，Ｍ 为冲

击质量．
横向初始条件及边界条件为：

ｗ（ｘ，０）＝ ０，∂ｗ（ｘ，０）
∂ｔ

＝ ０ （１３）

ｗ（０，ｔ）＝ ０，∂ｗ（０，ｔ）
∂ｘ

＝ ０；

ｗ（Ｌ，ｔ）＝ ０，∂
２ｗ（Ｌ，ｔ）
∂ｘ２ ＝ ０

（１４）

２　 轴向冲击荷载下复合材料细长柱响应

２．１　 方程求解

２．１．１　 轴向运动解

对式（９）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，并考虑初始边界

条件式（１１）得：
ｄ２Ｕ（ｘ，ｓ）

ｄｘ２ － ｓ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｕ（ｘ，ｓ）＝ Ｖ
ｃ２
Ｈ（ｘ－Ｌ） （１５）

其中， Ｕ（ｘ，ｓ） ＝ ∫∞
０
ｕ（ｘ，ｔ）ｅ －ｓｔｄｔ，Ｈ（ｘ － Ｌ） 为 Ｈｅａｖｉ⁃

ｓｉｄｅ 阶跃函数，表达式如下：

Ｈ（ｘ－Ｌ）＝
０ ０＜ｘ＜Ｌ
１ ｘ≥Ｌ{ （１６）

对边界条件式（１２）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换可得：
Ｕ（０，ｓ）＝ ０

Ｍ ｓ２Ｕ（Ｌ，ｓ）＋Ｖ[ ] ＝ －Ｍｇ １
ｓ
－Ｃ１１

∂Ｕ（ｘ，ｓ）
∂ｘ ｘ＝Ｌ

（１７）
方程（１５）的通解可表示为：
Ｕ（ｘ，ｓ）＝ ｃ１ｅ（ ｓ ／ ｃ）ｘ＋ｃ２ｅ

－（ ｓ ／ ｃ）ｘ＋

ｅ－
ｓ
ｃ （Ｌ＋ｘ）

２ｓ２
ｅ（ ｓ ／ ｃ）Ｌ－ｅ（ ｓ ／ ｃ）ｘ[ ] ２ＶＨ（ｘ－Ｌ） （１８）

由于 ０≤ｘ≤Ｌ 时，其特解恒为零．将式（１７）代
入得：

ｃ１ ＝
－Ｍ（ｇ＋ｓＶ）

ｓ２
Ｃ１１

ｃ
＋Ｍｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ（ ｓ ／ ｃ）Ｌ＋

Ｃ１１

ｃ
－Ｍｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－（ ｓ ／ ｃ）Ｌé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｃ２ ＝ －ｃ１ （１９）
对 ｃ１ 进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开得：

ｃ１ ＝ －Ｍ（ｇ＋ｓＶ）
ｓ２ [ １

Ｃ１１ ／ ｃ＋Ｍｓ
ｅ－

Ｌ
ｃ ｓ－

Ｃ１１ ／ ｃ－Ｍｓ
（Ｃ１１ ／ ｃ＋Ｍｓ） ２ｅ

－３Ｌ
ｃ ｓ＋

（Ｃ１１ ／ ｃ－Ｍｓ） ２

（Ｃ１１ ／ ｃ＋Ｍｓ） ３ｅ
－５Ｌ
ｃ ｓ－

（Ｃ１１ ／ ｃ－Ｍｓ） ３

（Ｃ１１ ／ ｃ＋Ｍｓ） ４ｅ
－７Ｌ

ｃ ｓ＋… ] （２０）

将式（１９） ～ （２０）代入（１８）整理得：

Ｕ（ｘ，ｓ）＝ －Ｍ（ｇ＋ｓＶ）
ｓ２ { １

Ｃ１１ ／ ｃ＋Ｍｓ
［ｅ

ｓ
ｃ （ｘ－Ｌ） －ｅ－

ｓ
ｃ （ｘ＋Ｌ）］－

Ｃ１１ ／ ｃ－Ｍｓ
（Ｃ１１ ／ ｃ＋Ｍｓ） ２［ｅ

ｓ
ｃ （ｘ－３Ｌ） －ｅ－

ｓ
ｃ （ｘ＋３Ｌ）］＋

（Ｃ１１ ／ ｃ－Ｍｓ） ２

（Ｃ１１ ／ ｃ＋Ｍｓ） ３［ｅ
ｓ
ｃ （ｘ－５Ｌ） －ｅ－

ｓ
ｃ （ｘ＋５Ｌ）］－… }

（２１）
对式（２６）进行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，得轴向位移解

析式为：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ ｆ１（ｘ，ｔ）Ｈ（ ｔ－Ｌ
＋ｘ
ｃ

）＋ｆ２（ｘ，ｔ）Ｈ（ ｔ－Ｌ
－ｘ
ｃ

）＋

ｆ３（ｘ，ｔ）Ｈ（ ｔ－３Ｌ
＋ｘ
ｃ

）＋ｆ４（ｘ，ｔ）Ｈ（ ｔ－３Ｌ
－ｘ
ｃ

）＋

４０３
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ｆ５（ｘ，ｔ）Ｈ（ ｔ－５Ｌ
＋ｘ
ｃ

）＋ｆ６（ｘ，ｔ）Ｈ（ｔ－
５Ｌ－ｘ
ｃ

）＋…

（２２）
其中， ｆｉ（ｘ，ｔ）（ ｉ＝ １，２，３，…，Ｉ）为 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换后

的系数函数，其表达式见附录．
２．１．２　 横向运动求解

对式（１０），ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ０ 为一个平凡解．对于动

力屈曲问题，需寻找一个临界时间 ｔ∗，从该时刻开

始，存在满足横向振动方程的解 ｗ∗（ｘ，ｔ），即：
∂４ｗ∗

∂ｘ４ － １
κ２

∂
∂ｘ

［∂ｕ
∂ｘ

∂ｗ∗

∂ｘ
］＋β４ ∂２ｗ∗

∂ｔ２
＝ ０　 ｔ＝ ｔ∗ （２３）

其中，κ２ ＝Ｃ２２ ／ Ｃ１１，β４ ＝Ｃ３３ ／ Ｃ２２ ．
设上式解为：
ｗ∗（ｘ，ｔ）＝ ｅｉΩｔＷ（ｘ） （２４）

其中，ｉ 为虚数单位，Ω 为固有频率．将式（２４）代入

（２３）可得：
ｄ４Ｗ
ｄｘ４ －

１
κ２

∂
∂ｘ

［∂ｕ
∂ｘ

ｄＷ
ｄｘ

］ ＝Ω２β４Ｗ　 ｔ＝ ｔ∗ （２５）

其中，Ｗ（ｘ）为满足边界条件的模态函数，设：

Ｗ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉＷｉ（ｘ）　 （ ｉ ＝ １，２，３，…，Ｊ） （２６）

其中，ｃｉ 为待定常数，Ｎ 为特征函数个数，Ｗｉ 为满

足边界条件的特征函数，可取为：
Ｗｉ（ｘ）＝ （ｃｏｓβｉｘ－ｃｏｓｈβｉｘ）－

ｃｏｓβｉＬ－ｃｏｓｈβｉＬ
ｓｉｎβｉＬ－ｓｉｎｈβｉＬ

（ｓｉｎβｉｘ－ｓｉｎｈβｉｘ） （２７）

其中，βｉＬ≈（４ｉ＋１）π ／ ４．
将式（２６） ～ （２７） 代入式 （２５），可得到残差

Ｆ（ｘ），由 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法：

∫Ｌ
０
Ｆ（ｘ）Ｗｉ（ｘ）ｄｘ ＝ ０　 （ ｉ ＝ １，２，３，…，Ｊ） （２８）

可得：
（Ｋ＋Ｐ）ｃ＝Ω２Ｍｃ （２９）

其中，ｃ ＝ ｃ１，ｃ２，ｃ３，…，ｃｉ{ } Ｔ，Ｍ ＝ ｍｉｊ( ) Ｊ×Ｊ 为质量矩

阵，Ｋ＝ ｋｉｊ( ) Ｊ×Ｊ为刚度矩阵，Ｐ ＝ ｐｉｊ( ) Ｊ×Ｊ为轴力产生

的刚度矩阵．Ｍ，Ｋ，Ｐ 的元素为：

ｋｉｊ ＝ ｋ ｊｉ ＝ ∫Ｌ
０

ｄ４Ｗｉ（ｘ）
ｄｘ４ Ｗ ｊ（ｘ）ｄｘ （３０）

ｐｉｊ ＝ ｐ ｊｉ ＝ ∫Ｌ
０

１
κ ２

∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

ｄＷｉ（ｘ）
ｄｘ

ｄＷ ｊ（ｘ）
ｄｘ

ｄｘ

（３１）

ｍｉｊ ＝ ｍ ｊｉ ＝ β ４∫Ｌ
０
Ｗｉ（ｘ）Ｗ ｊ（ｘ）ｄｘ （３２）

由 ｃｉ（ ｉ＝ １，２，３，…Ｊ）不全为零得：

Ｋ＋Ｐ－Ω２Ｍ ＝ ０ （３３）
因 Ｐ 随时间变化，由式（３３）可得 Ω 也随时间

变化．当 Ω 为实数时，式（２４）有界；当 Ω 变为复数

且具有负虚部时，式（２４）会随着时间的增加趋向

无穷，此时动力曲屈发生．结构首次发生动力屈曲

所对应的时间即为临界动力屈曲时间．
冲击块与结构的接触时间可通过式（２２）确定．

当冲击块与柱分离时，柱顶端（ｘ＝Ｌ）处对应的轴向

边界条件为：
∂ｕ（ｘ，ｔ）

∂ｘ ｘ＝Ｌ
＝ ０ （３４）

通过上式可得冲击块与结构的接触时间．
２．２　 数值计算与讨论

本节通过数值方法，研究在不同冲击质量、冲
击速度，纤维方向角对复合材料柱动力屈曲时间及

冲击块与结构接触时间的影响．计算中复合材料柱

模型为对称铺层，铺层数量为 ４，材料参数如表 １，
纤维方向角为 θ ＝ （ －８０° ／ ８０°） ｓ，Ｍ ／ ｍ０ ＝ ０．１，ｍ０ 为

柱的质量，Ｌ＝ ０．９ｍ，Ｒ＝ ０．００５ｍ，Ｖ＝ １．５ｍ ／ ｓ．
表 １　 材料常数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｍａｔｅｒｉａｌ Ｔｙｐｅ Ｄｅｓｉｔｙ ／ ρ
Ｅ１

（ＧＰａ）
Ｅ２

（ＧＰａ）
ν１２

Ｇ１２

（ＧＰａ）
Ｇｒａｐｈｉｔｅ ／ Ｅｐｏｘｙ Ａ５ ／ ３５０１ １６００ １３０ ９．５ ０．３ ６

下述计算过程中，若未特殊说明，所选参数如

上所述．
２．２．１　 收敛性

式（２２）所取项数 Ｉ 和式（２６）所取特征函数个

数 Ｊ 都对精度产生影响．表 ２ 给出 ｔ∗ ＝ ０．０００２ｓ，Ｊ ＝
３２ 时，不同 Ｉ 对前 ４ 阶频率影响；表 ３ 给出了在 ｔ∗

＝ ０．０００２ｓ，Ｉ ＝ ６ 时，不同 Ｊ 对前 ４ 阶频率影响．可
见，当 Ｉ＝ ６，Ｊ＝ ３２ 时，各阶频率趋于稳定．下述计算

章节取 Ｉ＝ ６，Ｉ＝ ３２．
表 ２　 横向振动频率随 Ｉ 变化（Ｊ＝ ３２）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉ（Ｊ＝ ３２）

Ｉ
Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ω１ ω２ ω３ ω４

１ １０９．８１１０ ３３２．８６１６ ７８１．６５４４ １３３８．９１１４
２ １０８．６２９６ ３２８．６７８３ ７７５．４７５７ １３３５．５９２９
３ １０７．６９６９ ３２０．４５６５ ７７４．６３４６ １３３０．７６５４
４ １０６．４７８６ ３１５．１６７７ ７７３．３６６９ １３２８．５７５４
５ １０５．３６７８ ３１３．９１０９ ７７３．３５４３ １３２６．５６４６
６ １０５．２５２９ ３１２．０２７５ ７７３．２５６７ １３２６．４５５６
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表 ３　 横向振动频率随 Ｊ 变化（ Ｉ＝ ６）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｊ（ Ｉ＝ ６）

Ｉ
Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ω１ ω２ ω３ ω４

４ １０６．２９０１ ３１４．１０８０ ７７４．９４６３ １３２８．２５１０
８ １０５．７１２１ ３１２．６２９６ ７７３．４２０９ １３２６．８３３０
１６ １０５．２６９６ ３１２．０４８７ ７７３．５６６９ １３２６．８７７８
３２ １０５．２５２９ ３１２．０２７５ ７７３．５８４４ １３２６．８８９８
６４ １０５．１５１２ ３１１．９１４３ ７７３．６９５９ １３２６．９４４７

２．２．２　 冲击质量影响

图 ４ 给出了冲击质量对动力屈曲时间与接触

时间的影响．随着冲击质量增加，结构轴向冲击力

增大，导致横向刚度减小，所以动力屈曲时间减小；
接触时间随着冲击质量的增加而增加，两者之间呈

线性关系．当冲击质量小于 ０．１５ｍ０ 时，在当前所给

参数情况下，结构动态屈曲时间不存在，即结构不

会出现动力屈曲．

图 ４　 动力屈曲时间与接触时间随冲击质量变化

Ｆｉｇ．４　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｕｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ

ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｍｐａｃｔ ｍａｓｓ

２．２．３　 冲击速度影响

图 ５ 给出了动力屈曲时间与接触时间随冲击

速度变化．当冲击速度 Ｖ 增加，结构轴向冲击力增

大，导致横向刚度减小，所以动力屈曲时间减小；当

图 ５　 动力屈曲时间与接触时间随冲击速度变化

Ｆｉｇ．５　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｕｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ

ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｉｍｐａｃｔ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

冲击速度小于 ２ｍ ／ ｓ 时，在当前所给参数情况下，其
屈曲时间不存在，即不会出现动态屈曲，而冲击速

度与接触时间无关．
２．２．４　 铺层角影响

图 ６ 给出了动力屈曲时间与接触时间随复合

材料铺层角变化．随着铺层角度增加，结构横向刚

度减小，动力屈曲时间降低；且当铺层角大于 ８０︒
时，结构横向刚度变化很小，所以在质量与速度一

定的情况下，结构动力屈曲时间变化不大；铺层角

对冲击质量块与结构接触时间无影响．

图 ６　 动力屈曲时间与接触时间随铺层角变化

Ｆｉｇ．６　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｕｒａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ

ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｂｅｒ ａｎｇｌｅ

３　 结论

研究了轴向冲击荷载作用下复合材料柱的动

力屈曲特性，讨论了冲击质量、速度，纤维方向角对

动力屈曲时间及冲击块与结构接触时间的影响，可
得出如下结论：

（１）随着冲击质量、冲击速度，复合材料纤维

方向角的增大，结构横向刚度都将减小，导致结构

动力屈曲时间减小．
（２）冲击速度，铺层角对质量块与结构的接触

时间无影响．
（３）增大冲击质量将增加质量块与结构接触

时间，两者呈线性关系．
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附录：
　 　 式（２２）中 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换后的系数函数：

ｆ１（ｘ，ｔ）＝ －Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（Ｌ
＋ｘ
ｃ

－ｔ）＋

｛Ｖ－Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ｝Ｍｃ
Ｃ１１

［１－ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

Ｌ＋ｘ
ｃ ）］

ｆ２（ｘ，ｔ）＝
Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（Ｌ
－ｘ
ｃ

－ｔ）－

｛Ｖ－Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ｝Ｍｃ
Ｃ１１

［１－ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

Ｌ－ｘ
ｃ ）］

ｆ３（ｘ，ｔ）＝
Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（３Ｌ
＋ｘ
ｃ

－ｔ）－

｛Ｖ－３Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ｝Ｍｃ
Ｃ１１

［１－ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

３Ｌ＋ｘ
ｃ ）］＋

２（３Ｌ
＋ｘ
ｃ

－ｔ）［ｇ－
Ｃ１１Ｖ
Ｍｃ

］Ｍｃ
Ｃ１１

ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

３Ｌ＋ｘ
ｃ ）

ｆ４（ｘ，ｔ）＝ －Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（３Ｌ
－ｘ
ｃ

－ｔ）＋

｛Ｖ－３Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ｝Ｍｃ
Ｃ１１

［１－ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

３Ｌ－ｘ
ｃ ）］－

２（３Ｌ
－ｘ
ｃ

－ｔ）［ｇ－
Ｃ１１Ｖ
Ｍｃ

］Ｍｃ
Ｃ１１

ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

３Ｌ－ｘ
ｃ ）

ｆ５（ｘ，ｔ）＝ －Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（５Ｌ
＋ｘ
ｃ

－ｔ）－

４ Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（５Ｌ
＋ｘ
ｃ

－ｔ）ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

５Ｌ＋ｘ
ｃ ） ＋

２（－ｔ） ２［ｇ－
Ｃ１１Ｖ
Ｍｃ

］ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

５Ｌ＋ｘ
ｃ ） ＋

Ｍｃ２

Ｃ１１
（ Ｖ
ｃ
－５Ｍｇ
Ｃ１１

）［１－ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

５Ｌ＋ｘ
ｃ ）］

ｆ６（ｘ，ｔ）＝
Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（５Ｌ
－ｘ
ｃ

－ｔ）＋

４ Ｍｃ
Ｃ１１

ｇ（５Ｌ
－ｘ
ｃ

－ｔ）ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

５Ｌ－ｘ
ｃ ） －

２（－ｔ） ２［ｇ－
Ｃ１１Ｖ
Ｍｃ

］ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

５Ｌ－ｘ
ｃ ） －

Ｍｃ２

Ｃ１１
（ Ｖ
ｃ
－５Ｍｇ
Ｃ１１

）［１－ｅ－
Ｃ１１
Ｍｃ （ ｔ－

５Ｌ－ｘ
ｃ ）］
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