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摘要　 讨论由任意数量弹性细杆组成任意拓扑结构的杆网系统．叙述其基于高斯最小拘束原理的动力学建

模方法．其工程背景为航天技术中的可展网架式结构．采用 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 模型描述弹性杆的运动，其大变形的幅

度可不加限制．导出杆网系统拘束函数的普遍形式及联结铰对杆件的几何约束条件．所述动力学模型可直接

应用变分方法确定杆网系统的运动，无需建立和求解动力学微分方程．利用拘束函数的最小值条件从杆件的

各种可能运动中确定其真实运动．联结铰的约束条件可在供选择的可能运动中预先给予满足．对于杆件充分

柔软的特殊情形，忽略其抗弯和抗扭刚度，但考虑其拉伸变形，则杆网系统转化为由柔索组成的索网系统．以

５ 杆系统为例说明此建模过程．
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引言

利用可展网架式空间结构的大型航天器已成

为航天技术中的前沿课题［１］ ．由多个弹性细杆组成

的杆网系统是带有多个回路的非树多体系统．其动

力学模型可利用多柔体系统动力学的各种方法建

立，其中利用高斯最小拘束原理的建模方法具有独

特优点［２－５］ ．国内的动力学教材对高斯原理建模方

法有较详细叙述［６，７］ ．高斯原理的特点在于，无需建

立和求解动力学微分方程，而是通过寻求函数极值

方法确定系统的运动规律．即在任意时刻，对系统

的位形和速度相同但加速度不同的各种可能运动

进行比较，以拘束函数取极小值作为真实运动的判

断依据．高斯原理建模方法的形式统一，能适应多

体系统的拓扑结构或约束条件的改变．对于带控制

的多体系统，动力学分析与系统的优化可结合进

行．高斯原理在上世纪 ７０ 年代已被用于机器人的

动力学分析［８，９］ ．近期也用于多柔体系统［１０，１１］ 及弹

性细杆的建模［１２－１５］ ．本文讨论空间中任意数量弹性

细杆组成任意拓扑结构的网架系统，叙述其基于高

斯原理的动力学建模方法．利用结构图表示杆网的

联结状况．采用 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 的弹性杆模型，将杆件的

变形转化为刚性截面沿中心线的姿态变化，其大变

形的幅度不受限制．以沿杆中心线的弧坐标为自变

量，表示截面姿态的参数为未知变量，列写每个杆

件的拘束函数．如忽略细长杆件的扭矩和扭率的相

应项，则杆件的拘束函数由杆中心线的形状完全确

定．将各杆件的拘束函数叠加为系统的总拘束函数．
根据高斯原理，以拘束函数的最小值条件从各种可

能运动中确定系统的真实运动．在网架结构的结点

处，联结铰对杆件的约束条件可在给定各杆件的可

能运动时预先给予满足．如杆件充分柔软，允许忽

略其抗弯和抗扭刚度但考虑拉伸变形，则转化为由

柔索组成的索网系统．文中以 ５ 杆系统为例说明具

体的建模过程．

１　 杆网系统的结构和运动学分析

讨论由 ｎ 个弹性细杆 Ｒ ｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）和 ｍ 个

球铰 Ｏ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｍ）为结点组成的空间杆网系

统．使用图论工具，以结点 Ｏ ｊ 为点，杆 Ｒ ｉ 为弧，建立

杆网系统的结构图．设 Ｂ０ 为基体，以卫星的主体或

与主体固结的参考坐标系所体现．结点和杆的标号

从距离 Ｂ０ 最近处开始向远处增大，以确定弧的指

向．与基体 Ｂ０ 联结的结点记作 Ｏ１ ．设以任意节点 Ｏ ｊ
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为起点的杆有 ｎ ｊ 个，其杆号记作 ｉ ＝ α（ ｊ）
ｋ （ ｋ ＝ １，２，

…，ｎ ｊ） ．以 Ｏ ｊ 为终点的杆号有 ｎ′ｊ 个，其杆号为 ｉ ＝

β（ ｊ）
ｋ ′（ｋ′＝ １，２，…，ｎ′ｊ） ．α（ ｊ）

ｋ 和 β（ ｊ）
ｋ ′为 ｊ 的整标函数．

以图 １ 所示五杆系统为例，ｎ ＝ ５，ｍ ＝ ４，对应的 α（ ｊ）
ｋ

和 β（ ｊ）
ｋ ′在表 １ 中标出．

图 １　 五杆系统的结构图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ５⁃ｒｏｄｓ ｓｙｓｔｅｍ

表 １　 ５ 杆系统节点 Ｏｊ 联结的杆号

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｒｏｄｓ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｂｙ ｊｏｉｎｔ Ｏｊ

ｊ １ ２ ３ ４
α（ ｊ）

１ １ ４ ５ ∕
α（ ｊ）

２ ２ ∕ ∕ ∕
α（ ｊ）

３ ３ ∕ ∕ ∕
β（ ｊ）
１ ∕ １ ２ ３

β（ ｊ）
２ ∕ ∕ ∕ ４

β（ ｊ）
３ ∕ ∕ ∕ ５

设系统内各杆 Ｒ ｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）均为圆截面弹

性杆，长度为 ｌｉ，满足截面无剪切变形、中心线无拉

伸变形、无原始曲率等 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 条件．以 Ｒ ｉ 杆的端

点 Ｐ０ｉ为原点，沿 Ｒ ｉ 杆中心线建立弧坐标 ｓｉ ．以确定

中心线上任意点 Ｐ ｉ 的位置．终点 Ｐ∗
０ｉ 的弧坐标为 ｓｉ

＝ ｌｉ ．以航天器的质心 Ｏ０ 为原点建立轨道坐标系

（Ｏ０－ξηζ）作为基体 Ｂ０ ．其中 ξ 轴沿轨道切线，η 轴

沿轨道平面法线，ζ 轴从地心 Ｏｅ 指向 Ｏ０，各坐标轴

的基矢量为 ｅξ，ｅη，ｅζ（图 ２） ．Ｐ ｉ，Ｐ０ｉ，Ｐ∗
０ｉ 相对 Ｏ０ 的

矢径分别为 ｒｉ，ｒ０ｉ，ｒ∗０ｉ ．
为简化表达，省略上述符号中用下标表示的杆

件标号 ｉ，将（Ｏ０ － ξηζ） 的原点移至 Ｐ 点，设（Ｐ －

ξηζ）绕 ξ 轴转过 ψ 角为（Ｐ－ｘ０ｙ０ｚ０），绕 ｙ０ 轴转过

ϑ 角为截面的主轴坐标系（Ｐ－ｘｙｚ），ｚ 轴为截面的

法线轴．忽略截面的剪切变形，设（Ｐ－ｘｙｚ）绕 ｚ 轴转

过 φ 角后与截面固定，记作（Ｐ－ｘｓｙｓｚｓ） ．ψ，ϑ，φ 为确

定截面姿态的卡尔丹角（图３）对于圆截面情形，

图 ２　 第 ｉ 杆的位置坐标

Ｆｉｇ．２　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｉ⁃ｔｈ ｒｏｄ

图 ３　 表示截面姿态的卡尔丹角

Ｆｉｇ．３　 Ｃａｒｄａｎ′ｓ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｏｆ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ

（Ｐ－ｘｙｚ）与（Ｐ－ｘｓｙｓｚｓ）均为截面的主轴坐标系．截面

坐标系（Ｐ－ｘｓｙｓｚｓ）的角位移对弧坐标 ｓ 或时间 ｔ 的
变化率分别为杆的弯扭度和相对 Ｂ０ 的角速度，记
作 ωＳ 和 ΩＳ ．（Ｐ－ｘｙｚ）的角位移对 ｓ 或 ｔ 的变化率记

作 ω 和 Ω．文中分别以撇号和点号表示对 ｓ 或 ｔ 的
偏导数，以下标 ｋ＝ １，２，３ 表示各矢量在（Ｐ－ｘｙｚ）中
的投影，得到：

ω１ ＝ωＳ１ ＝ψ′ｃｏｓϑ，ω２ ＝ωＳ２ ＝ϑ′

ω３ ＝ψ′ｓｉｎϑ，ωＳ３ ＝φ′

Ω１ ＝ΩＳ１ ＝ ψ̇ｃｏｓϑ，Ω２ ＝ΩＳ２ ＝ ϑ̇

Ω３ ＝ ψ̇ｓｉｎϑ，ΩＳ３ ＝ φ̇

（１）

其中 ωＳ１，ωＳ２为杆在 Ｐ 点处的曲率，ωＳ３为扭率．准坐

标 φ 定义为：
φ′＝ψ′ｓｉｎϑ＋φ′，φ̇＝ ψ̇ｓｉｎϑ＋φ̇ （２）
设 ｒ（ ｓ，ｔ）为 Ｐ 点相对 Ｏ０ 点的矢径，沿 Ｐ 点处

的中心线取弧长为 Δｓ 的微元段 ＰＱ，对应的矢径增

量为 Δｒ＝Δｓｅｚ ．ｅｚ 为 ｚ 轴的基矢量，等于矢径 ｒ 对弧

坐标 ｓ 的偏导数：
ｒ′＝ ｅｚ （３）

０９２



第 ４ 期 刘延柱：杆网系统基于高斯原理的动力学建模

杆中心线几何形状由 Ｐ 点在（Ｏ０－ξηζ）中的笛

卡尔坐标 ξ（ ｓ，ｔ），η（ ｓ，ｔ），ζ（ ｓ，ｔ）确定．矢径 ｒ（ ｓ，ｔ）
表示为：

ｒ（ ｓ，ｔ）＝ ξ（ ｓ，ｔ）ｅξ＋η（ ｓ，ｔ）ｅη＋ζ（ ｓ，ｔ）ｅζ （４）
根据式（３），ｒ′在（Ｏ０ －ξηζ）中的投影 ξ′，η′，ζ′

分别等于基矢量 ｅｚ 相对 ξ，η，ζ 各轴的方向余弦

ξ′＝ｓｉｎϑ，η′＝ －ｓｉｎψｃｏｓϑ，ζ′＝ｃｏｓψｃｏｓϑ （５）
杆中心线几何形状给定以后，上式可用于确定

杆截面的姿态角 ϑ（ ｓ，ｔ）和 ψ（ ｓ，ｔ）：
ϑ＝ａｒｃｓｉｎξ′，ψ＝ａｒｃｔａｎ（－η′ ／ ζ′） （６）
矢径 ｒ（ ｓ，ｔ）对时间 ｔ 的偏导数即 Ｐ 点相对 Ｂ０

的速度 ｖ＝ ｒ̇．其投影式为：
ｖ（ ｓ，ｔ）＝ ξ̇（ ｓ，ｔ）ｅξ＋η̇（ ｓ，ｔ）ｅη＋ζ̇（ ｓ，ｔ）ｅζ （７）

２　 杆网系统的拘束

应用高斯原理讨论弹性杆动力学问题时，以时

间 ｔ 为自变量，弧坐标 ｓｉ 为计算 Ｒ ｉ 杆拘束函数的

积分变量．省略 Ｒ ｉ 杆的下标 ｉ，设 ρ，Ｓ，Ｊ 分别为杆的

密度、截面积及单位长度的惯量张量．Ｊ 在（Ｐ－ｘｙｚ）
中的坐标阵为 Ｊ ＝ ｄｉａｇ（ Ｊ１Ｊ１Ｊ３），其中 Ｊ１ ＝ ρＩ，Ｊ３ ＝
ρＩ０，Ｉ，Ｉ０ 为截面的惯量矩和极惯量矩．设 ｆ 为杆的

单位长度分布力，忽略分布力矩，Ｆ 和 Ｍ 为 Ｐ 点处

截面作用力的主矢和主矩．在 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 条件限制

下，中心线无拉伸变形，主矢 Ｆ 被视为独立变量．主
矩遵循线性本构关系 Ｍ＝Ｄ·ωｓ，由杆的弯扭度 ωＳ

确定．刚度 Ｄ 在（Ｐ－ｘｙｚ）中的坐标阵为 Ｄ＝ｄｉａｇ（Ａ Ａ
Ｃ），其中 Ａ ＝ ＥＩ，Ｃ ＝ ＧＩ０ 分别为抗弯刚度和抗扭刚

度，Ｅ，Ｇ 为杆的杨氏模量和剪切模量．Ｍ 在（Ｐ－ｘｙｚ）
中的投影为：

Ｍ１ ＝ＡωＳ１，Ｍ２ ＝ＡωＳ２，Ｍ３ ＝ＣωＳ３ （８）
对上述杆中心线上的微元段 ＰＱ 列写其拘束函

数 ΔＺ［６，７］ ．增加航天器轨道运动产生的惯性力，可将

Ｂ０ 视为惯性参考系．杆截面相对 Ｂ０ 的角加速度 Ω·ｓ

应叠加 Ｂ０ 的角加速度，后者于圆轨道情形等于零，

Ω·ｓ 即绝对角加速度．将（Ｐ－ｘｙｚ）作为矢量微分的参

考系，列出：

ΔＺ＝ １
２

ρＳｖ̇２＋Ω·ｓ·（Ｊ·Ω·ｓ）[ ] Δｓ＋

Ω·ｓ·［Ω×（Ｊ·Ωｓ）］Δｓ－

ｖ̇·（ΔＦ＋ｆΔｓ）－Ω·ｓ·（ΔＭ＋Δｒ×Ｆ）

（９）

其中 ΔＦ，ΔＭ 为微元段 ＰＱ 上作用的内力和力矩增

量（图 ４） ．

图 ４　 弹性杆微元段的受力状态

Ｆｉｇ．４　 Ｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｓｅｇｍｅｎｔ ｏｆ ｒｏｄ

ΔＦ＝Ｆ′Δｓ＝（􀭾Ｆ′＋ω×Ｆ）Δｓ
ΔＭ＝Ｍ′Δｓ＝［Ｄ·􀭾ω′ｓ＋ω×（Ｄ·ωｓ）］Δｓ

（１０）

波浪号表示相对（Ｐ－ｘｙｚ）的局部导数．式（９）中
Ｐ 点处单位质量的分布力 ｆ 为重力 ｇ ＝ －ｇｅζ 与 Ｏ０

点轨道运动导致的惯性力 ｇ０ ＝ ｇ０ｅζ 之和．其中 ｇ ＝

μ ／ ｒ２ 和 ｇ０ ＝μ ／ ｒ２０ 分别为 Ｐ 点处的重力加速度和 Ｏ０

点处的向心加速度，μ 为地球引力参数，ｒ０ 为圆轨

道半径．因 ｒ－ｒ０ ＜＜ｒ０，仅保留 δ ＝ （ ｒ０ － ｒ） ／ ｒ０ 的一次

项，简化为 ｇ ＝ ｇ０（１＋２δ），作用在杆上的单位长度

微重力为：
ｆ＝ ρＳ（ｇ＋ｇ０）＝ －２δρＳｇ０ｅζ （１１）
恢复各符号与 Ｒ ｉ 杆相关的下标 ｉ，将 Ｒ ｉ 杆微

元段的拘束写作 ΔＺ ｉ ＝ Γ ｉΔｓｉ ．将式（１０），（１１）代入

式（９），利用式（３）令 Δｒｉ ＝ ｅｉｚΔｓｉ，导出函数 Γ ｉ：

Γ ｉ ＝
１
２
［ρｉＳｉ ｖ̇２

ｉ ＋Ω
·

ｉｓ·（Ｊｉ·Ω·ｉｓ）］＋

Ω·ｉｓ·［Ωｉ×（Ｊｉ·Ωｉｓ）］－

ｖ̇ｉ·（􀭾Ｆｉ′＋ωｉ×Ｆｉ－２ｇ０δｉ ρｉＳｉｅζ）－

Ω·ｉｓ·［Ｄｉ·ωｉｓ′＋ωｉ×（Ｄｉ·ωｉｓ）＋ｅｉｚ×Ｆｉ］

（１２）
其中为计算 ｖ̇ｉ，ωｉ，ωｉｓ，Ωｉ，Ωｉｓ所需的变量 ϑ（ ｓ，ｔ）
和 ψ（ ｓ，ｔ）可根据杆中心线的坐标 ξ（ ｓ，ｔ），η（ ｓ，ｔ），ζ
（ ｓ，ｔ）由式（６），（７）确定．体现杆绕中心线扭转的准

坐标 φ（ ｓ，ｔ）是与杆中心线形状无关的独立变量．就
细长弹性杆而言，因扭矩足够微小，可将式（１２）中
扭矩与扭率的相关项略去．则 Γ ｉ 函数仅取决于杆

中心线几何形状的变化，由中心线的运动完全确

定．将 Γ ｉ 沿弧坐标 ｓｉ 在 Ｒ ｉ 杆长度范围内积分，得到

Ｒ ｉ 杆的拘束函数 Ｚ ｉ：

１９２
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Ｚ ｉ（ ｔ） ＝ ∫ｌ ｉ
０
Γ ｉｄｓｉ 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） （１３）

将所有杆件的拘束求和，得到杆网系统的总拘束：

Ｚ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｚ ｉ（ ｔ） （１４）

此拘束函数是形式上与杆网约束状态无关的独立

变量．根据杆件可能运动计算拘束函数寻求最小值

时，结点的约束条件可在供选择的可能运动中预先

给予满足．

３　 索网系统的拘束

如系统中的杆件充分柔软，忽略其抗弯和抗扭

刚度即简化为柔索．杆网系统简化为由柔索组成的

索网系统．如需考虑柔索的拉伸变形，则 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ
杆的中心线无拉伸条件不再成立．在柔索中心线的

任意点 Ｐ 处，取长度为 Δｓ 的柔索微元段 ＰＱ（图
５） ．令式（９）中的惯量张量 Ｊ 为零，略去弯矩和扭

矩，其拘束函数 ΔＺ 简化为：

ΔＺ＝ １
２
ρＳｖ̇２Δｓ－ｖ̇·（ΔＦ＋ｆΔｓ） （１５）

图 ５　 柔索微元段的受力状态

Ｆｉｇ．５　 Ｆｏｒｃｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ ｓｅｇｍｅｎｔ ｏｆ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｃａｂｌｅ

其中速度 ｖ 由式（７）确定．截面作用力的主矢 Ｆ 即

沿柔索中心线切线的张力 Ｔ（图 ４） ．基于胡克定律，
Ｔ 与柔索的拉伸应变 ε 成正比：

Ｆ＝Ｔ＝Ｔｅｚ， Ｔ＝ＥＳε （１６）

变形后的矢径增量为 Δｒ＝ （１＋ε）ｅｚΔｓ．令 Δｓ→０，化
作：

ｒ′＝（１＋ε）ｅｚ （１７）

令上式各项与 ｅｚ 点积，将式（５）代入，导出：
ε＝ ξ′ｓｉｎϑ－η′ｓｉｎψｃｏｓϑ＋ζ′ｃｏｓψｃｏｓϑ－１ （１８）

恢复下标 ｉ，将柔索 Ｒ ｉ 的微元段拘束写作 ΔＺ ｉ ＝

Γ ｉΔｓｉ 导出：

Γ ｉ ＝ ｖ̇ｉ·Ｓｉ
é

ë
ê
êρｉ

１
２ ｖ̇ｉ＋２ｇ０δｉｅζ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｅ ｉ（􀭹εｉ′ｅｉｚ＋ωｉ×εｉｅｉｚ）
ù

û
ú
ú （１９）

４　 约束条件

由杆件组成的杆网系统在结点处存在对杆件

端部的几何约束．对于球铰联结的简单情形，每个

结点 Ｏ ｊ（ ｊ＝ １，２，…，ｍ）的空间位置应与此结点联结

的 Ｒα（ ｊ）ｋ
杆的起点和 Ｒβ（ ｊ）ｌ

杆的终点符合一致．将结点

Ｏ ｊ 相对 Ｏ０ 的矢径记作 ｒ０ｊ，以下约束条件适合于结

点 Ｏ ｊ 联系的所有杆件：
ｒ０ｊ ＝ ｒαｋ（ ｊ）（０，ｔ）＝ ｒβｋ（ ｊ）（ ｌβｋ（ ｊ），ｔ）
（ ｊ＝ １，…，ｍ ｊ； ｋ＝ １，…，ｎ ｊ； ｋ′＝ １，…，ｎ ｊ′） （２０）
如为圆柱铰约束，除式（２０）以外，约束条件还

应作些补充．即结点联结的所有杆在结点处的中心

线切线均应与圆柱铰的转轴正交．切线基矢量在

（Ｏ０－ξηζ）中的投影可利用式（３），（４）导出．如为固

定端约束，还应再增加中心线切线的夹角保持常值

不变的约束条件．
以图 １ 表示的杆网系统为例，如所有铰均为球

铰，其约束条件为：
Ｏ１： ｒ１（０，ｔ）＝ ｒ２（０，ｔ）＝ ｒ３（０，ｔ）
Ｏ２： ｒ４（０，ｔ）＝ ｒ１（ ｌ１，ｔ）
Ｏ３： ｒ５（０，ｔ）＝ ｒ２（ ｌ２，ｔ）
Ｏ４： ｒ３（ ｌ３，ｔ）＝ ｒ４（ ｌ４，ｔ）＝ ｒ５（ ｌ５，ｔ）
如所有铰均为圆柱铰，须增加以下约束条件：
Ｏ１：

ｒ１′（０，ｔ）×ｒ２′（０，ｔ）
ｒ１′（０，ｔ）×ｒ２′（０，ｔ）

＝
ｒ２′（０，ｔ）×ｒ３′（０，ｔ）
ｒ２′（０，ｔ）×ｒ３′（０，ｔ）

＝
ｒ３′（０，ｔ）×ｒ１′（０，ｔ）
ｒ３′（０，ｔ）×ｒ１′（０，ｔ）

Ｏ２，Ｏ３：无附加条件．
Ｏ４：

ｒ３′（ ｌ３，ｔ）×ｒ４′（ ｌ４，ｔ）
ｒ３′（ ｌ３，ｔ）×ｒ４′（ ｌ４，ｔ）

＝
ｒ４′（ ｌ４，ｔ）×ｒ５′（ ｌ５，ｔ）
ｒ４′（ ｌ４，ｔ）×ｒ５′（ ｌ５，ｔ）

＝
ｒ５′（ ｌ５，ｔ）×ｒ３′（ ｌ３，ｔ）
ｒ５′（ ｌ５，ｔ）×ｒ３′（ ｌ３，ｔ）

如所有铰均为固定端，再增加以下约束条件：
Ｏ１：

ｒ１′（０，ｔ）×ｒ２′（０，ｔ） ＝ γ１２

ｒ２′（０，ｔ）×ｒ３′（０，ｔ） ＝ γ２３
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ｒ３′（０，ｔ）×ｒ１′（０，ｔ） ＝ γ３１

Ｏ２： ｒ４′（０，ｔ）×ｒ１′（ ｌ１，ｔ） ＝ γ４１

Ｏ３： ｒ５′（０，ｔ）×ｒ２′（ ｌ２，ｔ） ＝ γ５２

Ｏ４：
ｒ３′（ ｌ３，ｔ）×ｒ４′（ ｌ４，ｔ） ＝ γ３４

ｒ４′（ ｌ４，ｔ）×ｒ５′（ ｌ５，ｔ） ＝ γ４５

ｒ５′（ ｌ５，ｔ）×ｒ３′（ ｌ３，ｔ） ＝ γ５３

其中 γ１２，γ２３，γ３１分别为 Ｏ１ 铰处 Ｒ１ 杆与 Ｒ２ 杆、Ｒ２

杆与 Ｒ３ 杆、Ｒ３ 杆与 Ｒ１ 杆之间夹角的正弦，γ４１ 为

Ｏ２ 铰处 Ｒ４ 杆与 Ｒ１ 杆之间夹角的正弦，γ５２为 Ｏ３ 铰

处 Ｒ５ 杆与 Ｒ２ 杆之间夹角的正弦，γ３４，γ４５，γ５３分别

为 Ｏ４ 铰处 Ｒ３ 杆与 Ｒ４ 杆、Ｒ４ 杆与 Ｒ５ 杆、Ｒ５ 杆与 Ｒ３

杆之间夹角的正弦．
杆中心线的位形由 ξｉ（ ｓｉ，ｔ），ηｉ（ ｓ，ｔ），ζｉ（ ｓｉ，ｔ）

（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）确定．在每个时刻 ｔｋ，选择各 Ｒ ｉ 杆能

满足端部约束条件的可能位形 ξｉ（ ｓｉ，ｔｋ），ηｉ（ ｓｉ，ｔｋ），
ζｉ（ ｓｉ，ｔｋ）及其对 ｔ 的导数，利用式（６）计算 ϑｉ（ ｓｉ，
ｔｋ），ψｉ（ ｓｉ，ｔｋ）及其对 ｔ 的导数，代入式（１），（１２）和
式（１４），计算杆网的拘束函数 Ｚ．依据 Ｚ 的最小值

条件，寻求各 Ｒ ｉ 杆在该瞬时真实运动的加速度 ξ̈ｉ
（ ｓｉ，ｔｋ），η̈ｉ（ ｓｉ，ｔｋ）， ζ̈ｉ（ ｓｉ，ｔｋ），然后按规定的时间步

长积分得出 ｔｋ＋１ ＝ ｔｋ＋Δｔ 时刻各 Ｒ ｉ 杆的实际速度和

位形．如约束条件在给定各 Ｒ ｉ 杆供选择的可能运

动时已预先得到满足，则在寻求最小拘束的计算过

程中无需再予考虑．

５　 结论

（１）高斯最小拘束原理可用于对多个弹性细

杆组成的杆网系统建立动力学模型．其特点是应用

变分方法直接得出运动规律，而无需建立和求解微

分方程．其形式统一，不随杆网系统拓扑结构和约

束条件的变化而改变．对于带控制的多体系统，有
利于结合系统的优化进行．

（２）文中对任意数量弹性细杆以任意方式联

结的杆网系统建立基于高斯原理的数学模型．列写

杆网的拘束函数时，如忽略充分细长杆件的扭矩和

扭率的相应项，则拘束函数由杆中心线的运动完全

确定．
（３）杆件端部必须满足联结铰的约束条件，此

约束条件可在各杆件供选择的可能运动中预先给

予满足．无需在寻求最小拘束过程中再予考虑．

（４）忽略杆件的抗弯和抗扭刚度，但考虑拉伸

变形，则转化为由柔索组成的索网系统的数学模

型．
（５）对于杆件或柔索超大变形情形，可采用欧

拉参数代替角度坐标建立系统的拘束函数．
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