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摘要　 本文考虑了一个含小阻尼、受周期激励的单自由度干摩擦振子，运用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法得到了系统出现

马蹄型混沌的参数区域．通过数值方法，给出了不同参数下系统的相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图，计算了系统的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数．数值结果验证了解析结果，并且表明系统经历周期倍化进入混沌．

关键词　 干摩擦，　 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法，　 马蹄混沌，　 周期倍化

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃０２２

引言

工程与实际生产问题中干摩擦因素是广泛存

在的，如制动系统和机床切削系统的干摩擦．干摩

擦具有非线性效应，使得系统可能产生复杂的动力

学行为，可能产生自激振动，多周期现象，甚至会出

现混沌现象．Ｈｅｔｚｌｅｒ 等［１］ 基于 Ｓｔｒｉｂｅｃｋ 干摩擦模型

研究了单自由度与两自由度干摩擦系统的稳定性

与 Ｈｏｐｆ 分岔．Ｇｕｏ 和 Ｘｉｅ［２］ 研究了单自由度干摩擦

受迫系统共振时的 ＮＳ 分岔． Ｖａｎ ｄｅ Ｖｒａｎｄｅ 和 Ｄｅ
Ｋｒａｋｅｒ［３］ 研究了干摩擦引起的粘滑振动现象．
Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法是研究在弱周期力激励下近 Ｈａｍｉｌ⁃
ｔｏｎ 系统中的混沌运动的较为有效的解析方法［４，５］ ．
一些工程实际问题，可以将其简化为带有弱周期扰

动项的具有同宿轨道或者异宿轨道的二阶常微分

方程．通过建立 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射，就可以采用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
方法进行解析计算．许多学者采用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法解

决一些具有实际工程背景问题，取得了很好的结

果．Ｗｕ 和 Ｍｃｃｕｅ［６］ 利用扩展的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法分析

单自由度船舶模型的摇摆运动，研究了不同波浪模

型对船舶摇摆运动的影响．韩宁，曹庆杰［７］ 基于

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数研究了柱面系统的混沌动力学行为．
贺尚宏［８］将 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法应用于确定多参数机械

系统的混沌边缘中．文献［９，１０］以两边受约束倒置

的单摆为模型，应用扩展的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法研究了其

动力学行为．文献［１１，１２］研究了单自由非线性的

传送带系统，即系统的弹簧为非线性的．分析了传

送带速度与摩擦力振幅改变对于系统的动力学行

为的影响．本文的研究模型与其相似，但是采用线

性弹簧，构造出几何非线性系统，籍此分析系统相

应的动力学行为，并应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法给出了系统

的混沌解析预测得到出现马蹄型混沌运动的条件，
并将 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 解析结果同数值结果进行比对，相互

印证，说明了 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 解析结果的有效性．

１　 力学模型与运动方程

考虑图 １ 所示力学模型，质量为 ｍ 的质块位

于速度恒定为 ｖ 的传送带上运动，并受两刚度为 ｋ
的弹簧和阻尼系数为 ｃ 的阻尼约束．弹簧，阻尼均

位于同一水平面，相对位置如图 １（ｂ），质块受弱简

谐力 Ｆ０ｃｏｓωｔ 及物块与皮带轮间小摩擦力 Ｆ ｆ 作用．
在科研文献中干摩擦模型种类繁多［１３］，本文选取

用较简单的库伦摩擦力模型，即：Ｆ ｆ ＝ ｆ０·ｓｉｇｎ（ ｘ̇－
ｖ） ．弹簧原长 ｌ０，当 ｘ ＝ ０ 时弹簧长度为 ｌ，此时弹簧

内力为 Ｔ０ ．当 Ｔ０＞０ 时，弹簧受拉；Ｔ０ ＜０ 时，弹簧受

压．在图示位置时，弹簧伸长 ｌ２＋ｘ２ －（ ｌ－Ｔ０ ／ ｋ），质
块所受水平力为－ｃｘ̇－Ｆ ｆ＋ＦＴ＋Ｆ０ｃｏｓωｔ，其中 ＦＴ 为两
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弹簧水平方向合力，则有：
ＦＴ ＝ －２Ｔｓｉｎθ

＝ －２ｋ ｌ２＋ｘ２ －（ ｌ－Ｔ０ ／ ｋ）( )
ｘ

ｌ２＋ｘ２

＝ －２Ｔ０ ／ ｌ( ) ｘ＋ Ｔ０－ｋｌ( ) ｘ３ ／ ｌ３＋ｏ（ｘ３） （１）

图 １　 力学模型图

Ｆｉｇ．１　 Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

质块的运动微分方程为：
ｘ̈－ａｘ＋ｂｘ３＋ｏ（ｘ３）＝ ε γｃｏｓωｔ－αｘ̇－βｓｉｇｎ（ ｘ̇－ｖ）( )

（２）
其中 ａ ＝ － ２Ｔ０ ／ ｍｌ，ｂ ＝ （ ｋｌ－Ｔ０） ／ ｍｌ３，Ｆ０ ＝ εｍγ，ｃ ＝

εｍα，ｆ０ ＝εｍβ ，ε 为小参数，假定系统参数 ａ，ｂ，α，

β，γ，ω 均为正值，略去 ｏ（ｘ３）项，进一步将系统（２）
化为微分方程组的形式：

ｘ̇＝ ｙ

ｙ̇＝ａｘ－ｂｘ３＋ε γｃｏｓωｔ－αｘ̇－β·ｓｉｇｎ（ ｘ̇－ｖ）( )
{ （３）

当 ε＝ ０ 时，未扰系统：
ｘ̇＝ ｙ

ｙ̇＝ａｘ－ｂｘ３{ （４）

为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统．未扰系统（４）Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量为：

Ｈ（ｘ，ｙ）＝ １
２
ｙ２－ １

２
ａｘ２＋ １

４
ｂｘ４ （５）

分析得系统（４）具有 ３ 个奇点， 其中（０，０）点为鞍

点， ± ａ
ｂ
，０

æ

è
ç

ö

ø
÷ 为中心，存在过鞍点（０，０）的同宿轨

道 Γ，鞍点处的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量为 Ｈ０ ＝Ｈ（０，０）＝ ０．由此

得到系统同宿轨道参数化方程：
ｑ０（ ｔ）＝ （ｘ０（ ｔ），ｖ０（ ｔ））

＝ （ ２ａ
ｂ

ｓｅｃｈ ａ ｔ，－ａ ２
ｂ
ｓｅｃｈｔｔａｎｈ ａ ｔ）

（６）

２　 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法分析

系统（３）的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 积分为：

Ｍ（ ｔ０） ＝ ∫
∞

－∞

ｖ０（ ｔ － ｔ０）·ｇ ｑ０（ ｔ － ｔ０），ｔ( ) ｄｔ （７）

其中 ｇ（ｘ，ｖ，ｔ）＝ γｃｏｓωｔ－αｘ̇－β·ｓｉｇｎ（ ｘ̇－ｖ） 进一步

有：

Ｍ（ ｔ０） ＝ ∫
∞

－∞
(γ·ｖ０（ ｔ － ｔ０）ｃｏｓωｔ －

　 ｖ０（ ｔ － ｔ０）（α·ｖ０（ ｔ － ｔ０） ＋

　 β·ｓｉｇｎ（ｖ０（ ｔ － ｔ０） － ｖ）） )ｄｔ （８）

令 τ＝ ｔ－ｔ０，则有：

Ｍ（ｔ０）＝ － ａ ２
ｂ
γ ∫

∞

－∞

ｓｅｃｈ ａτｔａｎｈ ａτｃｏｓω（ｔ ＋ ｔ０）ｄτ －

　 ２αａ２

ｂ ∫
∞

－∞

（ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τ） ２ｄτ －

　 βａ ２
ｂ ∫

∞

－∞

（ － ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τ）·

　 ｓｉｇｎ（ － ａ ２
ｂ
ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τ － ｖ）ｄτ

＝ － ａ ２
ｂ
γＺ（ ｔ０） － ２αａ２

ｂ
Ｉ１ － βａ ２

ｂ
Ｉ２

（９）

Ｚ（ ｔ０） ＝ ∫
∞

－∞

ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τｃｏｓω（ ｔ ＋ ｔ０）ｄτ

＝ － πωｓｅｃｈ（ πω
２ ａ

）ｓｉｎωｔ０ （１０）

Ｉ１ ＝ ∫
∞

－∞

ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τ( )
２ｄτ

＝ ２
３

１
ａ

（１１）

对于积分 Ｉ２ 可以首先得出：

０４２



第 ３ 期 秦琅等：基于 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法的单自由度干摩擦振子的混沌分析

ｖ０（τ） ｓｉｇｎ［ｖ０（τ）－ｖ］ ＝
－ｖ０（τ）， ｖ０＜ｖ

ｖ０（τ）， ｖ０＞ｖ{ （１２）

再假设 τ１，τ２ 为 ｖ＝ ｖ０（ ｔ）＝ －ａ ２
ｂ

ｓｅｃｈ ａ τｔａｎｈ ａ τ

的两个解， 又由：
ｓｅｃｈ２ｘ＋ｔａｎｈ２ｘ＝ １

可得：

ｓｅｃｈ ａ τ１，２ ＝
１
２
∓ １

４
－ ｂ
２ａ２ｖ

２ ， ｖ≤ ａ
２ｂ

（１３）
最后得出：

Ｉ２ ＝ ∫
∞

－∞

（ － ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τ）·

　 ｓｉｇｎ － ａ ２
ｂ
ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τ － ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄτ

＝ － ∫
τ１

－∞

－ ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τｄτ ＋

　 ∫
τ２

τ１

－ ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τｄτ －

　 ∫
∞

τ２

－ ｓｅｃｈ ａ τ ｔａｎｈ ａ τｄτ

＝ ２
ａ

( １
２

＋ １
４

－ ｂ
２ａ２ｖ

２ －

　 １
２

－ １
４

－ ｂ
２ａ２ｖ

２ )， ｖ ≤ ａ
２ｂ

（１４）

由此可得，Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 积分：

Ｍ（ ｔ０） ＝ ａ ２
ｂ
γπωｓｅｃｈ

πω
２ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ（ωｔ０） － ４

３
αａ２

ｂ ａ
－

２β ２ａ
ｂ

１
２

＋ １
４

－ ｂ
２ａ２ｖ

２ － １
２

－ １
４

－ ｂ
２ａ２ｖ

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ｖ ≤ ａ

２ｂ

０ ， ｖ ＞ ａ
２ｂ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

（１５）

将式（１５）中的 α，β，γ 分别用 εα，εβ，εγ 替换，得到 Ｍ（ ｔ０）具有简单零点的条件：

ａ ２
ｂ
εγπωｓｅｃｈ

πω
２ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞

４
３
εαａ２

ｂ ａ
＋

２εβ ２ａ
ｂ

１
２
＋ １

４
－ ｂ
２ａ２ｖ

２ － １
２
－ １

４
－ ｂ
２ａ２ｖ

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， ｖ≤ ａ

２ｂ

０ ， ｖ＞ ａ
２ｂ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

（１６）

３　 数值模拟

取定参数 ａ ＝ ｂ ＝ １，εα ＝ εβ ＝ ０．３，ω ＝ １．２ ，图 ２
给出了系统的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数随外激励 εγ 与皮带轮

速度 ｖ 变化的阈值曲线．当系统参数位于阈值曲线

上侧时，系统的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射存在 Ｓｍａｌｅ 马蹄变换

意义上的混沌．取皮带轮速度 ｖ ＝ ０．４，由式（１６）可

以计算出 εγ 的临界值 εγ ＝ ０．６００９．数值仿真得出

系统随参数 εγ 变化的分岔图，如图 ３．数值仿真进

一步给出了 ｖ ＝ ０． ４ 外激励取不同数值的相图，
Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图及 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数．

由分岔图，相图可以看出，随着外激励 εγ 的变

化，系统表现出复杂的动力学行为．当 εγ ＝ ０．５３ 时，
位于 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数阈值曲线下侧，系统处于周期一

运动．随着 εγ 的不断增加，系统进入了周期倍化阶

段．当 εγ ＝ ０． ６１，εγ ＝ ０． ６２５，εγ ＝ ０． ６４ 时，均位于

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数阈值曲线上侧．当 εγ＝ ０．６１ 时，系统

图 ２　 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数阈值曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｃｒｉｔｅｒｉａ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Ｍｅｌｎｉｋｏｖ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

１４２
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处于周期二运动，见图 ４（ｂ） ．当 εγ ＝ ０．６２５ 时，系
统做周期四运动，见图 ４（ｃ） ．随着 εγ 进一步增大

系统最终步入混沌运动状态，当 εγ ＝ ０．６４ 时，系统

处于混沌运动状态，见图 ４（ｄ）．图 ５（ｂ）表明 εγ ＝
０．６４时，系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数大于零，证实了

系统处于混沌状态，这符合 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数阈值曲线

结果．数值结果与解析结果相符．

图 ３　 分岔图

Ｆｉｇ．３　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

图 ４　 εγ 变化时系统相图

Ｆｉｇ．４　 Ｓｙｓｔｅｍ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｗｈｅｎ εγ ｃｈａｎｇｅｓ

图 ５　 εγ＝ ０．６４ 系统 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图（ａ）， Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数（ｂ）

Ｆｉｇ．５　 （ａ） Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ， ａｎｄ

（ｂ） Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ， ｗｈｅｎ εγ＝ ０．６４

４　 结语

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法是判断系统是否具有马蹄型混

沌的有效的解析方法，本文运用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法对一

个单自由度干摩擦振子进行分析，得出了系统产生

马蹄型混沌的条件．通过相图，Ｐｏｉｎｃａｒé 截面图和分

岔图等手段，证明了数值结果与通过 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法

得到的解析结果相符．研究表明在一定参数条件下

随着外激励的幅值逐渐增加，系统由周期运动经历

周期倍化过程逐渐步入混沌运动．
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