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摘要　 基于耦合倒立双摆模型，本文采用 Ｌｉａｐｕｎｏｖ⁃Ｆｌｏｑｕｅｔ 变换，将周期时变系统转化为时不变系统，并引入

反馈和极点配置，对该多自由度系统做参数振动进行主动控制．对研究的系统结合单位脉冲响应进行了稳定

性分析，并成功地应用于系统混沌控制．

关键词　 多自由度，　 参数振动，　 Ｌｉａｐｕｎｏｖ⁃Ｆｌｏｑｕｅｔ 变换，　 主动控制，　 混沌

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０７９

引言

随着对混沌运动的发现与研究，人们已经认识

到大多数系统都可能转化为混沌运动，近十年来，
混沌控制的领域也有了较多的发展，相继提出了参

数微扰动控制法、自适应控制法、神经网络法等控

制方法．对具有时变参数的参数振动的主动控制也

一直是个棘手的问题，对此 ｓｉｎｈａ 提出了 Ｌｉａｐｕｎｏｖ⁃
Ｆｌｏｑｕｅｔ 变换［１］理论，将时变系统转化为时不变系

统，再通过引入状态反馈，配置系统闭环极点完成

对该参数振动系统的主动控制［２］ ．
本文将通过分析直升机旋翼的动力学模型即

耦合倒立双摆模型，使用 Ｌ⁃Ｆ 变换，结合极点配置，
对多自由度参数振动做主动控制研究．同时，绘制

相轨迹与庞加莱映射图，分析主动控制对系统混沌

的抑制情况．

１　 振动模型

直升机在前行时，其旋翼叶片会受到时变的载

荷力及力矩，进而引起参数振动．学者 ｓｉｎｈａ 针对上

述动力学问题，建立了如下图 １ 所示的耦合倒立双

摆系统模型，其中双摆和固定基础之间通过弹性系

数为 ｋｔ１和 ｋｔ２的扭弹簧连接，双摆杆中间位置由弹

性系数为 ｋ 的弹簧链接而耦合，而且摆杆摆动时，
存在阻尼系数为 ｃ１ 和 ｃ２，摆杆顶部存在两个集中

质量 ｍ，分别受到时变载荷 Ｐ１ｃｏｓωｔ 和 Ｐ２ｃｏｓωｔ，摆
杆自身受到变力矩 Ｐｕ１ｃｏｓ（ωｐ ｔ）、Ｐｕ２ｃｏｓ（ωｐ ｔ）的外

激励作用．

图 １　 振动系统框图

Ｆｉｇ．１　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ

基于上述模型，建立系统参数振动运动方程如

下：（考虑了扰动情况，增加高次项）

ｍｌ２ θ̈１＋ｃ１ θ̇１＋（ｋｔ１θ１＋ｋ′ｔ１θ１
３）＋ｋ· ｌ

２
（θ１－θ２）·

　 ｌ
２
＋Ｐ１ｃｏｓ（ωｔ） ｌθ１ ＝Ｐｕ１ｃｏｓ（ωｐ ｔ） （１）

ｍｌ２ θ̈２＋ｃ２ θ̇２＋（ｋｔ２θ２＋ｋ′ｔ２θ２
３）＋ｋ· ｌ

２
（θ２－θ１）·

　 ｌ
２
＋Ｐ２ｃｏｓ（ωｔ） ｌθ２ ＝Ｐｕ２ｃｏｓ（ωｐ ｔ） （２）

使用 ｑ＝［θ１，θ２］ Ｔ 表示系统角位移，运动状态
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Ｘ＝［ｑ，ｑ̇］ Ｔ ．
为了对该直升机旋翼模型做振动主动控制，必

须将该模型进行线性化处理，并且使用极点配置，
完成系统稳定性分析．

当处于平衡位置，即 Ｘ＝ ０ 时，对非线性项使用

泰勒级数展开进行线性化，可以得到线性化后的状

态空间表达式：
Ｍｑ̈＋Ｃｑ̇＋Ｋ（Ｉ＋βｃｏｓωｔ）ｑ＝Ｐｃｏｓ（ωｐ ｔ） （３）

其中 Ｍ 是 ｎ×ｎ 惯性阵，Ｃ、Ｋ、Ｂ 是 ｎ×ｎ 阶实矩阵，Ｐ
是 ｎ×１ 列向量．

将上述状态方程写成如下形式：
Ｘ̇＝Ａ（ ｔ）Ｘ＋Ｂｕ
Ｙ＝ＣＸ{ （４）

其中运动状态为 Ｘ＝
ｑ
ｑ̇

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，系统矩阵：

Ａ（ ｔ）＝
０ Ｉ

－Ｍ－１Ｋ（Ｉ＋βｃｏｓωｔ） －Ｍ－１Ｃ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（５）

控制矩阵 Ｂ ＝ ［０ ０ Ｐｕ１ Ｐｕ２］ Ｔ，输出矩阵 Ｃ ＝

［１ ０ ０ ０］ ．

２　 Ｌｉａｐｕｎｏｖ⁃Ｆｌｏｑｕｅｔ 变换

Ｌｉａｐｕｎｏｖ⁃Ｆｌｏｑｕｅｔ 变换［３］主要将时变系统［４］ 转

化为时不变系统，周期为 Ｔ 的 Ｌｉａｐｕｎｏｖ⁃Ｆｌｏｑｕｅｔ 变
换（Ｌ⁃Ｆ 变换）过程如下：

若系统状态方程如下：
ｙ̇（ ｔ）＝ Ａ（ ｔ）ｙ（ ｔ）＋Ｂｕ （６）
其中 ｙ（ ｔ）是 ｎ 维向量，Ａ（ ｔ）是周期为 Ｔ 的 ｎ×

ｎ 阶实矩阵．
则上式的状态转移矩阵 Φ（ ｔ）可以写成如下：
Φ（ ｔ）＝ Ｑ（ ｔ）ｅＲｔ， Ｑ（ ｔ）＝ Ｑ（ ｔ＋２Ｔ）， Ｑ（０）＝ Ｉ

（７）
Ｑ（ ｔ）是周期为 ２Ｔ 的实数矩阵，且 Ｑ（ ｔ）是 Ｌ⁃Ｆ

转换矩阵，Ｒ 为 ｎ×ｎ 阶时不变矩阵，Ｉ 是单位矩阵．
将 ｙ（ ｔ）＝ Ｑ（ ｔ） ｚ（ ｔ），带入上式，变化为时不变

系统，得到如下表达式：
ｚ̇（ ｔ）＝ Ｒｚ（ ｔ）＋Ｑ－１Ｂｕ （８）
根据上式（７），当 ｔ＝ ２Ｔ 时：

Ｒ＝ １
２Ｔ

ｌｎΦ（２Ｔ） （９）

同理，根据（７），可以得到：
Ｑ（ ｔ）＝ Φ（ ｔ）ｅ－Ｒｔ （１０）
因此，要得到与原时变系统等价的时不变系

统，必须要知道常系数矩阵 Ｒ 和状态转移矩阵 Φ
（ ｔ） ．利用 Ｎｅｕｍａｎｎ［５］级数，可以求出上述的状态转

移矩阵 Φ（ ｔ） ．

Φ（ ｔ） ＝ Ｉ ＋ ∫ｔ
ｔ０
Ａ（τ ０）ｄτ ０ ＋

　 ∫ｔ
ｔ０
Ａ（τ ０）∫τ０

ｔ０
Ａ（τ １）ｄτ １ｄτ ０ ＋

　 ∫ｔ
ｔ０
Ａ（τ ０）∫τ０

ｔ０
Ａ（τ １）∫τ１

ｔ０
Ａ（τ ２）ｄτ ２ｄτ １ｄτ ０ ＋ …

（１１）
式中 τ０，τ１ 为无实际物理含义的中间积分变量，对
于系统（４）而言，其积分下限为 ｔ０ ＝ ０，积分上限为

时间变量 ｔ，该过程可以通过 Ｍａｔｌａｂ 的符合运算［６］

工具求解得到．

给定各项参数：惯量矩阵 Ｍ ＝
１ ０
０ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，阻尼矩

阵 Ｃ ＝
０．３ ０
０ ０．２５

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，刚度矩阵 Ｋ ＝

３６ －０．５
－０．５ ２５

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，

系数矩阵 β ＝
０．６９４６ ０．０１３９
０．０１３９ １．０００３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，并取系统周期变

化参数频率为 ω＝ ３（ ｒａｄ ／ ｓ），在计算过程中取此公

式的有限项进行积分运算，因为不满足 Ａ（ ｔ） 和

∫ｔ
ｔ０
Ａ（τ）ｄτ 可交换条件，所以必须使用（１１）计算得

到参数系统的时变状态转移矩阵 Φ（ ｔ），由于计算

的精度取决于计算的项数，文中计算了 ５ 项，得到

结果如下：
Φ１１ ＝－５．４９０７ｓｉｎ（３ｔ）－０．１４４６６ｓｉｎ（６ｔ）－

　 ７８．９５３ｓｉｎ２（１．５ｔ）－１．９２８８ｓｉｎ２（３ｔ）＋
　 ２．３１４６ｔｃｏｓ（３ｔ）＋６６．６６３ｔｓｉｎ（３ｔ）＋
　 ４．９９９７ｔ３ｃｏｓ（３ｔ）＋１５．０２６ｔ－３５．４８４ｔ２－
　 ６．４５１ｔ３＋５３．８７５ｔ４－６．４７３ｔ５－４．９９９７ｔ２ｓｉｎ（３ｔ）＋
　 ９９．９９４ｔ２ｓｉｎ２（１．５ｔ）＋１ （１２ａ）
Φ１２ ＝０．０５９０９７ｓｉｎ（３ｔ）－（２．７３２７ｅ－６）ｓｉｎ（６ｔ）＋

　 １．２３４１ｓｉｎ２（１．５ｔ）－（３．８５８ｅ－５）ｓｉｎ２（３ｔ）＋
　 （５．４０１２ｅ－５）ｃｏｓ（３ｔ）－０．９２５４１ｔｓｉｎ（３ｔ）－
　 ０．０６９４１２ｔ３ｃｏｓ（３ｔ）－０．１７７３３ｔ＋０．２４９７５ｔ２＋
　 ０．１０２２５ｔ３－１．２６９ｔ４＋０．１４７１８ｔ５＋
　 ０．０６９４１８ｔ２ｓｉｎ（３ｔ）－１．３８８１ｔ２ｓｉｎ２（１．５ｔ） （１２ｂ）
Φ４４ ＝３．４４５ｓｉｎ（３ｔ）－０．１２０５７ｓｉｎ（６ｔ）＋

　 ８２．６８ｓｉｎ２（１．５ｔ）－９．６４５５ｓｉｎ２（３ｔ）－
　 （６．１６９８ｅ－８）ｃｏｓ（３ｔ）＋０．４８２２７ｔｃｏｓ（６ｔ）－
　 ６６．２０５ｔｓｉｎ（３ｔ）－２．８９３６ｔ３ｃｏｓ（３ｔ）－１１．７９１ｔ－

４３２
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　 ３０．３４４ｔ２＋１０．７５４ｔ３＋２５．８５７ｔ４－３．８９４９ｔ５＋
　 ６．８２８９ｔ２ｓｉｎ（３ｔ）＋０．７２３４１ｔ２ｓｉｎ（６ｔ）＋
　 ３４．６３６ｔ３ｓｉｎ（３ｔ）－４．３３４９ｔ４ｓｉｎ（３ｔ）－
　 ６９．４４６ｔ２ｓｉｎ２（１．５ｔ）＋２３．１５０ｔｓｉｎ（３ｔ）ｓｉｎ２（１．５ｔ）＋１

（１２ｃ）

将时间变量 ｔ＝ ２Ｔ（Ｔ ＝ ２π
ωｏ

）代入上式中可以得

到：

Φ（２Ｔ）＝ １０５

０．０７５８ －０．００１９ ０．１１２６ －０．００３０
－０．００２１ ０．０４１４ －０．００３０ ０．０４７６
－５．３８７０ ０．１６３１ ０．０４２０ －０．００１２

０．１６３０ －１．７９６１ －０．００１２ ０．０２９５

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（１３）
将式（１３）代入式（９）就可以得到 Ｌ⁃Ｆ 变换后

的时不变系统的系统矩阵 Ｒ：

Ｒ＝ １
２Ｔ

ｌｎΦ（２Ｔ）＝

２．６９７１ －０．０１０６ ０．０５１６ ０．０００３
－０．０１０６ ２．４６３４ ０．０００３ ０．０５６４
－２．４６８８ ０．０１４２ ２．６８１６ －０．０１０６

０．０１３６ －２．１２５８ －０．０１０６ ２．４４９３

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（１４）
于是原系统可线性化为：
ｚ̇（ ｔ）＝ Ａ∗ｚ（ ｔ）＋Ｂ∗ｕ
Ｙ（ ｔ）＝ Ｃ∗ｚ（ ｔ）{ （１５）

其中系统矩阵 Ａ∗ ＝Ｒ，控制矩阵 Ｂ∗ ＝ ０ ０ １ １[ ] Ｔ，
输出矩阵 Ｃ∗ ＝ １ ０ ０ ０[ ] ．

３　 极点配置

闭环系统的极点分布情况，直接决定了系统的

稳定性和动态品质．在系统设计过程中，通常根据

系统的品质要求规定闭环系统的极点分布情况，再
通过选择合适的反馈增益矩阵，使给定系统的闭环

极点恰好处于复平面上所期望的位置，此过程即状

态反馈系统的极点配置［７］ ．
首先考虑系统能控性，ｒａｎｋ［Ｂ 　 ＡＢ 　 Ａ２Ｂ 　

Ａ３Ｂ］ ＝ ４，由于系统矩阵满秩，该控制系统完全可

控．因此对于系统（１５）的状态空间表达式，引入状

态反馈控制律：
ｕ＝ －Ｋｚ＋ｖ （１６）
Ｋ 为状态反馈矩阵，ｖ 为输入，闭环控制系统的

状态空间表达式为：
ｚ̇（ ｔ）＝ （Ａ∗－Ｂ∗Ｋ） ｚ（ ｔ）＋Ｂ∗ｖ
Ｙ＝Ｃ∗ｚ（ ｔ）{ （１７）

其系统框图如图 ２ 所示，是典型的状态负反馈

闭环系统．

图 ２　 状态负反馈系统框图

Ｆｉｇ．２　 Ｎｅｇａｔｉｖｅ ｓｔａｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｓｙｓｔｅｍ

针对耦合倒立双摆模型，实际的控制系统框图

如图 ３ 所示．

图 ３　 振动控制系统框图

Ｆｉｇ．３　 Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍ

考虑原先给定的系统（１５）的极点分布情况，
根据前文给定的参数，系统线性化后的状态方程：

ｚ̇（ ｔ）＝

２．６９７１ －０．０１０６ ０．０５１６ ０．０００３

－０．０１０６ ２．４６３４ ０．０００３ ０．０５６４

－２．４６８８ ０．０１４２ ２．６８１６ －０．０１０６

０．０１３６ －２．１２５８ －０．０１０６ ２．４４９３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｚ（ ｔ）＋

０

０

１

１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｕ

Ｙ（ ｔ）＝ １ ０ ０ ０[ ] ｚ（ ｔ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１８）
可以求得开环系统的极点为 ２．６８９８±０．３５７０ｊ，

２．４５５８±０．３４６２ｊ， 如下图 ４ 所示，系统极点分布于

复平面的右半平面，系统在激励的作用下将产生增

幅正弦振荡现象［８］ ．如果希望系统响应稳定，那么

就要将系统的极点配置到复平面的左半面［９］，并且

位置不能靠近单位圆．
假设给定要求：对系统设计状态反馈使得系统

闭环阶跃响应的超调量 σ 小于 ５％，且在稳态误差

值 Δ 为 １％范围内的调节时间 ｔｓ 小于 １ｓ．则可以采

用主导极点法进行状态反馈极点配置．

５３２
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图 ４　 极点配置前零极点图

Ｆｉｇ．４　 Ｚｅｒｏ⁃ｐｏｌｅ ｇｒａｐｈ ｂｅｆｏｒｅ ｕｓｉｎｇ ｐｏｌｅ ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ

根据控制理论，当 Δ＝ ５％时，ｔｓ ＝
３

ξωｎ
＜１ ｓ，σ％ ＝

ｅ－πξ ／ １－ξ２ ＜５％，解得：
ξ＞０．６９
ξωｎ＞３

{ ，取 ξ＝ ０．８，ωｎ ＝ ４，则 ｓ２＋２ξωｎｓ＋ωｎ
２ ＝ ｓ２

＋６．４ｓ＋１６ ＝ ０．所以，系统的主导极点 ｓ１，２ ＝ －３􀆰 ２ ±
２􀆰 ４ｊ，再取非主导极点 ｓ３ ＝ －１２，ｓ４ ＝ －１５，则期望特

征多项式为：
（ ｓ２＋６．４ｓ＋１６）（ ｓ＋１２）（ ｓ＋１５） （１９）
求得状态反馈矩阵 Ｋ：
Ｋ＝ １０５［４．９１９６　 ２．００１９　 －１．５５８５　 １．５５８９］

（２０）
极点配置后系统的极点分布情况如图 ５ 所示，

可以发现极点已经全部移至系统复平面的左半平

面，因此系统达到镇定．

图 ５　 极点配置后零极点图

Ｆｉｇ．５　 Ｚｅｒｏ⁃ｐｏｌｅ ｇｒａｐｈ ａｆｔｅｒ ｕｓｉｎｇ ｐｏｌｅ ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ

原系统的单位脉冲响应如图 ６，可见原系统的

单位脉冲响应随着时间变化逐渐趋近于无穷大，系
统处于不稳定状态．通过极点配置后，单位脉冲响

应图如图 ７，对于输出 ｚ（ ｔ），系统响应时间大概为

１ｓ，且随时间增大逐渐趋近于 ０，说明系统在很短时

间达到稳定，满足配置要求．

图 ６　 极点配置前单位脉冲响应图

Ｆｉｇ．６　 Ｕｎｉｔ ｉｍｐｕｌｓｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｂｅｆｏｒｅ ｕｓｉｎｇ ｐｏｌｅ ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ

图 ７　 极点配置后单位脉冲响应图

Ｆｉｇ．７　 Ｕｎｉｔ ｉｍｐｕｌｓｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｆｔｅｒ ｕｓｉｎｇ ｐｏｌｅ ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ

工程应用中，系统的激励一般为窄带随机信

号，使用图 ８ 的窄带随机信号作为输入信号．

图 ８　 系统输入信号图

Ｆｉｇ．８　 Ｉｎｐｕｔ ｓｉｇｎａｌ

极点配置后，系统在该激励信号下的响应如图

９ 所示．

４　 参数振动混沌

混沌运动［１０］ 是一种非常普遍的非线性现象，
它作为非线性动力系统的重要特征已引起了人们

６３２
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图 ９　 随机响应图

Ｆｉｇ．９　 Ｒａｎｄｏｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

的广泛重视．利用系统相平面中的相轨迹图，可以

对系统的混沌性态进行判定．假如系统的运动周期

很长，其相轨迹将会不断延续、重叠，仅仅根据相图

来判断系统的混沌振动情况有很大难度．因此，将
系统的相图进行改进，即每隔一个时间间隔标出相

轨迹上的一个点，将其余相轨迹点隐去，这就生成

了 一 个 点 集 Ｐ ｉ{ } ， 其 中 每 一 个 点 的 坐 标

ｘ（ ｉＴ），ｙ（ ｉＴ）[ ] ，可以认为点集 Ｐ ｉ{ } 是由一个映射

所生成，如式所示．这样的映射被称为庞加莱映射．
Ｐ ｉ＋１ ＝ ｆ（Ｐ ｉ）

（ｘｉ＋１，ｙｉ＋１）＝ ｆｘ（ｘｉ，ｙｉ），ｆｙ（ｘｉ，ｙｉ）[ ]
（２１）

庞加莱映射，能有效地从不断重叠的相图中提

炼出系统的混沌特性，它是研究系统混沌运动的十

分直观、有效的工具．
参数振动是由外界激励产生的一种振动形式，

其激励是通过系统内部参数周期改变而实现．讨论

参数振动问题实际上就是讨论时变系统常微分方

程零解稳定性问题．本文即是针对直升机旋翼模

型，即耦合倒立双摆系统，其运动方程为（１）、（２）．
该系统实际为非线性时变系统．本文采用基于 Ｌ⁃Ｆ
变换和极点配置的控制策略，对控制前后的参数系

统绘制相轨迹图及其庞加莱映射（见图 １０ ～ １１），
以判别该控制方法是否消除了系统的混沌特性．

控制前参数系统的相轨迹（图 １０（ａ）），在相平

面中为一个永远不封闭的曲线，并且相轨迹局限在

一个有界的区间内，没有发散到无穷远，这样具有

极限环的相轨迹呈现典型的混沌振动特性； 由参

数系统的庞加莱映射图（图 １０（ｂ））可以发现，它是

一个非有限点集，呈现明显的非周期特性，而且庞

加莱映射中还包含有无穷嵌套的自相似几何结构，
在本例中表现为瓣状轨迹，从庞加莱映射图中可以

看出系统具有混沌运动的特性．

图 １０　 主动振动前混沌情况

Ｆｉｇ．１０　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｂｅｆｏｒｅ ａｃｔｉｖｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

图 １１　 主动振动后混沌情况

Ｆｉｇ．１１　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ａｆｔｅｒ ａｃｔｉｖｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

控制后参数系统的相图（图 １１（ａ）），表现为一

个封闭的规则椭圆，表明系统作周期性的振动； 观

察控制后的庞加莱映射图（图 １１（ｂ）），庞加莱映射

为有限的点集，同样说明了系统的周期振动．综上

所述，参数振动系统在一定情况下会表现出其混沌

振动的性态，通过采用文中基于 Ｌ⁃Ｆ 变换和极点配

置的控制方法，有效地抑制了参数振动系统的非线

性混沌振动．

５　 小结

对于耦合倒立双摆这一多自由度参数振动系

统，通过基于 Ｌ⁃Ｆ 变换、极点配置和引入反馈的控

制方法，实现主动振动控制，其优点为：（１）在系统

稳定的基础上，有效地抑制了参数振动系统的非线

性混沌振动； （２）大大降低了控制模型以及控制策

略的复杂程度，提高了控制效率．
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