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摘要　 针对一类四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型超混沌系统， 首先， 在局部动力学方面， 基于平均化理论方法， 研究了该系

统在原点平衡点处发生的 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔行为， 得到了系统在原点发生 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔的参数条

件， 证明了两条周期轨的存在性， 并且给出了它们的稳定性条件． 除此之外， 借助数值模拟， 发现该系统在

某些特定参数下存在不同吸引子之间的共存现象， 比如超混沌吸引子与周期吸引子共存， 不同周期吸引子

之间的共存．

关键词　 Ｌｏｒｅｎｚ 型系统，　 超混沌，　 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔，　 吸引子共存

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０６４

引言

在 １９６３ 年，Ｌｏｒｅｎｚ 提出了首个混沌数理模型，
即 Ｌｏｒｅｎｚ 系统［１］，这个系统起源于大气模型之中．
自此以后， 来至不同领域的数学家， 物理学家及工

程师们对混沌的产生，混沌系统的特征， 分岔及通

向混沌的路径等方面进行了深入的研究［２－５］ ．
超混沌， 作为另一种复杂动力学行为， 它比混

沌行为具有更强的复杂性， 并且在非传统工业及

技术领域具有更强的应用潜力． 由于在自治常微分

方程系统中要产生超混沌行为， 必须要求系统维

数至少为四维， 因此， 对四维超混沌系统的研究，
尤其是对四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型超混沌系统的研究［６，７］，将
显得尤为重要．

在三维混沌系统的研究中， 有很多研究者研

究了系统平衡点的 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔现象， 例如

Ｇｕｃｋｅｎｈｅｉｍｅｒ［８］， Ｈａｎ［９］， Ｋｕｚｎｅｔｓｏｖ［１０］ 及 Ｌｌｉｂｒｅ［１１］

等等． 从这些文献的研究可以看出，在一定的条件

下， 从局部的 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点处可以分岔出一些

复杂的不变集， 也就是说， 在某些情况下， Ｚｅｒｏ⁃
Ｈｏｐｆ 平衡点的出现便意味着“混沌”的产生． 在四

维超混沌系统的研究中， 最近 Ｃｉｄ⁃Ｍｏｎｔｉｅｌ 及 Ｌｌｉｂｒｅ
等研究了一类超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔

行为［１２］， 这是在中心流形维数大于等于 ４ 的系统

中关于 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点及分岔的首个工作． 即便

到现在， 这类研究工作在四维及四维以上的系统

中依然属于非常罕见．
混沌及超混沌系统的复杂性主要来源于混沌

及超混沌吸引子的存在． 一般情形下， 相空间中只

存在一个稳定的吸引子， 除了其它吸引子（都为不

稳定）本身外， 从相空间中其它点出发的轨线都将

趋向于那唯一的一个稳定的吸引子． 然而一些研究

者最近发现了很多特殊的系统［１４，１５］， 在这些系统

中存在着各种不同稳定吸引子的共存现象， 这使

得系统的相空间变得异常复杂， 尤其是这些不同

稳定吸引子的吸引盆的边界．
通过对经典的 Ｌｏｒｅｎｚ 系统添加反馈控制， 本

文得到如下的四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型系统：
ｘ̇＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ̇＝ ｃｘ＋ｄｙ－ｘｚ＋ｗ
ｚ̇＝ －ｂｚ＋ｘｙ
ｗ̇＝ ｒｗ＋ｅｘｚ
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其中参数满足 ａ＞０，ｂ＞０，ｃｄｅｒ≠０． 当系统参数选取

ａ＝ ２７．７，ｂ＝ ３．８，ｃ＝ ２９．２，ｄ ＝ －１．５，ｅ ＝ －１．６ 及 ｒ ＝ １．４
时， 系统（１）具有超混沌吸引子， 该吸引子所对应

的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为：
λＬＥ１

＝ ０．４１５７，λＬＥ２
＝ ０．２４７９，λＬＥ３

＝ －０．０００２，
λＬＥ４

＝ －３２．２６０１．
该超混沌吸引子在 ｘ－ｙ－ｚ 空间的投影相图如

图 １ 所示．

图 １　 系统（１）的超混沌吸引子在 ｘ－ｙ－ｚ 空间的投影相图

ａ＝ ２７．７，ｂ＝ ３．８，ｃ＝ ２９．２，ｄ＝－１．５，ｅ＝－１．６ 及 ｒ＝ １．４
Ｆｉｇ．１　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１） ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｓｐａｃｅ ｏｆ ｘ－ｙ－ｚ，

ｗｈｅｒｅ ａ＝ ２７．７，ｂ＝ ３．８，ｃ＝ ２９．２，ｄ＝－１．５，ｅ＝－１．６ ａｎｄ ｒ＝ １．４

当系统参数满足 ｂｒ（ ｃ＋ｄ） （ ｅ＋ ｒ）≤０ 时，系统

（１）只具有唯一平衡点 Ｅ０（０，０，０，０） ． 而当 ｂｒ（ ｃ＋
ｄ）（ ｅ＋ｒ） ＞０ 时，系统（１）除了具有原点平衡点 Ｅ０

之外， 还将具有另外两个关于 ｚ 轴对称的非原点平

衡点．

Ｅ± ＝ ｘ±，ｘ±，
ｘ２
±

ｂ
，－ｅ（ｃ

＋ｄ）
ｅ＋ｒ

ｘ±
æ

è
ç

ö

ø
÷

其中 ｘ± ＝ ± ｂｒ（ｃ＋ｄ）
ｅ＋ｒ

． 另外， 当系统参数满足 ｃ＋ｄ

＝ ０ 及 ｒ＋ｅ ＝ ０ 时， 系统（１）则存在一条平衡点直

线， 即：

（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） ｙ＝ ｘ，ｚ＝ ｘ２

ｂ
，ｗ＝ ｘ３

ｂ{ }
针对四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型超混沌系统（１），本文将研

究该系统原点平衡点 Ｅ０ 处发生的 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ
分岔行为（所谓 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点， 是指具有两

个零特征值以及一对纯虚特征值的孤立平衡点），
以及在某些特定参数下， 研究系统不同吸引子之

间的共存现象．

１　 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔分析

考虑如下形式的微分方程系统：

Ｘ̇＝Ｆ０（ ｔ，Ｘ）＋εＦ１（ ｔ，Ｘ）＋ε２Ｆ２（ ｔ，Ｘ，ε） （２）
其中 ε∈（－ε０，ε０），ε０ 是充分小的正数， 函数 Ｆ０，

Ｆ１： Ｒ×Ω→Ｒｎ 以及 Ｆ２： Ｒ×Ω×（－ε０，ε０）→ Ｒｎ 都是

Ｃ２ 类函数， 并且关于它们的第一个变量 ｔ 都是周

期 Ｔ 函数， 其中 Ω 是 Ｒｎ 中的一个子集． 在平均化

理论的帮助下， 我们研究系统（１）中周期解的分岔

问题， 其中主要的假设是未扰动系统：
Ｘ̇＝Ｆ０（ ｔ，Ｘ） （３）

具有一个周期解流形．
假设 Ｘ（ ｔ，Ｘ０）是系统（３）满足条件 Ｘ（０，Ｘ０）＝

Ｘ０ ＝Ｘ（Ｔ，Ｘ０）的周期解， 于是系统（３）沿着周期解

Ｘ（ ｔ，Ｘ０）的线性化系统可以写成：

Ｙ̇＝ＤＸＦ０（ ｔ，Ｘ（ ｔ，Ｘ０））Ｙ （４）
并且记 ＭＸ０

（ ｔ）为线性微分方程（４）的基解矩阵．
假设存在开集 Ｖ 满足 Ｃｌ（Ｖ）⊂Ω， 使得对于任

意 Ｘ０∈Ｃｌ（Ｖ），都有 Ｘ（ ｔ，Ｘ０）为系统（３）中的一个

周期为 Ｔ 的周期解． 其中集合 Ｃｌ（Ｖ）被称为系统

（３）的同步集， 这个集合完全是由周期解所构成．
包含在同步集 Ｃｌ（Ｖ）中的周期解的分岔问题， 将

由如下定理给出．
定理 １：　 （同步集的扰动）假设存在一个有界开集

Ｖ 满足 Ｃｌ（Ｖ）⊂Ω， 使得对任意 Ｘ０∈Ｃｌ（Ｖ）， 都有

解 Ｘ（ ｔ，Ｘ０）为 Ｔ 周期解． 考虑函数 􀭹Ｆ：Ｃｌ（Ｖ）→ Ｒｎ

􀭾Ｆ（Ｘ０） ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ｍ－１

Ｘ０
（ ｔ，Ｘ０）Ｆ１（ ｔ，Ｘ（ ｔ，Ｘ０））ｄｔ，

于是有如下结论成立：
（１ ） 如 果 存 在 Ｘ∗ 使 得 􀭾Ｆ （ Ｘ∗ ） ＝ ０ 及

∂􀭾Ｆ ／ ∂Ｘ０ Ｘ０＝Ｘ∗≠０ 成立， 则存在一个系统（２）的 Ｔ

周期解 Ｘ（ｔ，ε）， 使得当 ε→０ 时， 有 Ｘ（０，ε）→ Ｘ∗ ．
（２）周期解 Ｘ（ ｔ，ε）的稳定性类型由雅可比矩

阵（∂􀭾Ｆ ／ ∂Ｘ０） Ｘ０＝Ｘ∗的特征值所决定．
定理 ２：　 当满足条件 ｄ ＝ ａ，ｂ ＝ ０，ｒ ＝ ０ 及 ａ２ ＋ａｃ＜０
时， 四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型超混沌系统（１）的原点平衡点

Ｅ０ 为 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 平衡点．
证明：　 容易计算得平衡点 Ｅ０ 处的特征方程为：

Ｐ（λ）＝ （λ＋ｂ）（λ－ｒ）（λ２＋ａλ－ｄλ－ａｃ－ａｄ） （５）
当满足条件 ｄ ＝ ａ，ｂ ＝ ０，ｒ ＝ ０ 及 ａ２ ＋ａｃ＜０ 时， 方程

（５）的根为 ０，０，±ｉ －ａ（ａ＋ｃ） ．
定理 ３：　 令 Ｄ＝ ｃ （ａ－ｄ） ２ｅ２－２（ａ＋ｃ）（ａ－ｄ）ｅ（ａ＋ｅ） ｒ
－（ａ＋ｃ）（ａ（ａ＋ｃ） －ｅ２） ｒ２≠０， 则四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型超混

沌系统（１）在原点平衡点 Ｅ０ 处存在 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ

８２２
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分岔． 在条件 Ｄ１＞０，Ｄ２＞０，Ｄ３＞０ 及 Ｄ４＞０ 下， 当原

点经历 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔时， 在原点附近将会分

岔出两条稳定的周期轨， 其中 Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３ 及 Ｄ４ 如

公式（１０）所示．
证明：　 令 ε 为充分小的正参数，ｂ１，ｄ１ 及 ｒ１ 为非

零实数． 在变换（ｂ，ｄ，ｒ）→（εｂ１，ａ＋εｄ１，εｒ１）的作用

下，四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型超混沌系统（１）将变形为：
ｘ̇＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ̇＝ ｃｘ＋ａｙ＋ｗ＋εｄ１ｙ－ｘｚ

ｚ̇＝ －εｂ１ｚ＋ｘｙ

ｗ̇＝εｒ１ｗ＋ｅｘｚ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（６）

进一步对变量进行重新标度， 令 （ ｘ， ｙ， ｚ，ｗ） Ｔ ＝
（εｕ，εｖ，εｐ，εｑ） Ｔ， 并且将向量（ｕ，ｖ，ｐ，ｑ） Ｔ 重新记

为向量 Ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ，ｗ） Ｔ， 于是系统（６）可变为：

　 Ｘ̇＝Ｆ０（ ｔ，Ｘ）＋εＦ１（ ｔ，Ｘ）＝

ａ（ｙ－ｘ）
ｃｘ＋ａｙ＋ｗ

０
０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

＋ε

０
ｄ１ｙ－ｘｚ

－ｂ１ｚ＋ｘｙ

ｒ１ｗ＋ｅｘｚ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

（７）

在定理 １ 所描述的平均化理论的帮助下， 系

统（７）的相关动力学行为将可以被研究． 考虑如下

未扰动系统的初值问题：
Ｘ̇＝Ｆ０（ ｔ，Ｘ），Ｘ０ ＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｗ０） （８）
未扰动系统（８）的解为 Ｘ（ｔ，Ｘ０）＝ （ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ），

ｚ（ｔ），ｗ（ｔ））， 其中：

ｘ（ ｔ）＝
ｗ０（ｃｏｓ（ｍｔ）－１）

ａ＋ｃ
＋
ａｙ０ｓｉｎ（ｍｔ）

ｍ
＋

ｘ０ ｃｏｓ（ｍｔ）－ａｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｙ（ ｔ）＝
ｃｘ０ｓｉｎ（ｍｔ）

ｍ
＋ｙ０ ｃｏｓ（ｍｔ）＋ａｓｉｎｍｔ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

ｗ０（ａ－ａｃｏｓ（ｍｔ）＋ｍｓｉｎ（ｍｔ））
ａ（ａ＋ｃ）

，

ｚ（ ｔ）＝ ｚ０，ｗ（ ｔ）＝ ｗ０，ｍ＝ －ａ（ａ＋ｃ） ．
值得注意的是， 当 Ｘ０ ≠０ 时， 系统（８）的解

Ｘ（ ｔ，Ｘ０）都是周期解， 并且还具有相同的周期 Ｔ ＝
２π ／ ｍ． 沿着系统（８）的一个周期解 Ｘ（ ｔ，Ｘ０）， 可计

算线性化系统 Ｙ̇＝ＤＸＦ０（ ｔ，Ｘ（ ｔ，Ｘ０））Ｙ 的基解矩阵

为：

ＭＸ０
（ ｔ）＝

ｃｏｓ（ｍｔ）－ａｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

ａｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

０ ｃｏｓ（ｍｔ）－１
ａ＋ｃ

ｃｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

ｃｏｓ（ｍｔ）＋ａｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

０
－ａ＋ａｃｏｓ（ｍｔ）－ｍｓｉｎ（ｍｔ）

ａ（ａ＋ｃ）
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

以及它的逆矩阵为：

Ｍ－１
Ｘ０
（ ｔ）＝

ｃｏｓ（ｍｔ）＋ａｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

－ａｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

０ ｃｏｓ（ｍｔ）－１
ａ＋ｃ

－ｃｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

ｃｏｓ（ｍｔ）－ａｓｉｎ（ｍｔ）
ｍ

０
－ａ＋ａｃｏｓ（ｍｔ）＋ｍｓｉｎ（ｍｔ）

ａ（ａ＋ｃ）
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

基于上述矩阵， 计算定理 １ 中的积分， 可得：

􀭾Ｆ（Ｘ０） ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ｍ－１

Ｘ０
（ ｔ，Ｘ０）Ｆ１（ ｔ，Ｘ（ ｔ，Ｘ０））ｄｔ

＝ 􀭹Ｆ１（Ｘ０），􀭹Ｆ２（Ｘ０），􀭹Ｆ３（Ｘ０），􀭹Ｆ４（Ｘ０）( )

其中：

􀭹Ｆ１（Ｘ０）＝
１

２ （ａ＋ｃ） ２［（ｅ（３ｗ０＋（ａ＋ｃ）ｘ０）＋

ａ（ａ＋ｃ）（ｘ０－ｙ０）） ｚ０＋（ａ＋ｃ）·

（ｗ０＋ｃｘ０＋ａｙ０）ｄ１－２（ａ＋ｃ）ｗ０ｒ１］，

􀭹Ｆ２（Ｘ０）＝
１

２ （ａ＋ｃ） ２［－（ｃｗ０－３ｅｗ０＋ｃ２ｘ０＋ａ２ｙ０－

ｃｅｙ０＋ａ（ｗ０－ｅｙ０＋ｃ（ｘ０＋ｙ０））） ｚ０＋

（ａ＋ｃ）（２ｗ０＋２ａｙ０＋ｃ（ｘ０＋ｙ０））ｄ１－

２（ａ＋ｃ）ｗ０ｒ１］，

􀭹Ｆ３（Ｘ０）＝
１

２ （ａ＋ｃ） ２［３ｗ
２
０＋２（ａ＋ｃ）ｗ０ｘ０＋ａｃｘ２

０＋

ｃ２ｘ２
０＋２ａ２ｘ０ｙ０＋２ａｃｘ０ｙ０－ａ２ｙ２

０－ａｃｙ２
０－

２ （ａ＋ｃ） ２ｚ０ｂ１］，

９２２
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􀭹Ｆ４（Ｘ０）＝
ｗ０（－ｅｚ０＋（ａ＋ｃ） ｒ１）

ａ＋ｃ
．

求解非线性方程 􀭾Ｆ（Ｘ０）＝ ０， 可得如下形式的

三个解：
Ｓ０ ＝（０，０，０，０），

Ｓ± ＝
æ

è
çç±

（ａ＋ｃ）ｂ１ｒ１
ｅ

，±
（ａ＋ｃ）ｂ１ｒ１

ｅ
，

（ａ＋ｃ） ｒ１
ｅ

，∓（ａ＋ｃ）
（ａ＋ｃ）ｂ１ｒ１

ｅ
ö

ø
÷÷ ．

其中解 Ｓ０ 对应于原点平衡点 Ｅ０ ． 针对另外两个解

Ｓ±， 有如下关系式成立：
􀭾Ｆ（Ｓ＋）＝ 􀭾Ｆ（Ｓ－）＝ ０，

ｄｅｔ （∂􀭾Ｆ ／ ∂Ｘ０）（Ｓ＋）( ) ＝ ｄｅｔ （∂􀭾Ｆ ／ ∂Ｘ０）（Ｓ－）( )

＝ ｂｒＤ
２（ａ＋ｃ）ｅ２ε４≠０．

因此， 根据定理 １， 存在系统（７）的两个周期为

２π ／ ｍ 的周期解 Ｘ＋（ ｔ，ε）及 Ｘ－（ ｔ，ε）， 使得当 ε→０
时有 Ｘ＋（０，ε）→Ｓ＋及 Ｘ－（０，ε）→Ｓ－成立． 考虑到系

统（６）与系统（７）的关系， 系统（７）的周期解 Ｘ±（ ｔ，
ε）分别对应着系统（６）的周期解 εＸ±（ ｔ，ε） ．

最后， 为了判断这两个周期解的稳定性类型，
需要计算雅可比矩阵（∂􀭾Ｆ ／ ∂Ｘ０）（Ｓ±）的特征值． 容

易写出雅可比矩阵（∂􀭾Ｆ ／ ∂Ｘ０）（Ｓ±）的特征多项式为

Ｐ（Ｓ±）＝ λ４＋ｃ１λ３＋ｃ２λ２＋ｃ３λ＋ｃ４ （９）
其中：

ｃ１ ＝
ａ＋ｂ－ｄ－ｒ

ε
，

ｃ２ ＝
１

４（ａ＋ｃ）ｅ２ε２［（ａ－ｄ）（４ａｂ＋ａｃ＋４ｂｃ－ｃｄ）ｅ
２－

２（ａ＋ｃ）ｅ（ａ２－（２ｂ＋ｄ）ｅ＋ａ（ｅ－ｄ）） ｒ－
（ａ＋ｃ）（ａ（ａ＋ｃ）－ｅ２） ｒ２］，

ｃ３ ＝ －ｂ －ｃ （ａ－ｄ） ２ｅ２＋２（ａ＋ｃ）（ａ－ｄ）（ａ－３ｅ）ｅｒ＋（ａ＋ｃ）（ａ（ａ＋ｃ）＋７ｅ２） ｒ２( )

４（ａ＋ｃ）ｅ２ε３ ，

ｃ４ ＝
ｂｒ ｃ （ａ－ｄ） ２ｅ２－２（ａ＋ｃ）（ａ－ｄ）ｅ（ａ＋ｅ） ｒ－（ａ＋ｃ）（ａ（ａ＋ｃ）－ｅ２） ｒ２( )

２（ａ＋ｃ）ｅ２ε４ ．

令：

Ｄ１ ＝ ｃ１，Ｄ２ ＝
ｃ１ １
ｃ３ ｃ２

，Ｄ３ ＝

ｃ１ １ ０
ｃ３ ｃ２ ｃ１
０ ｃ４ ｃ３

，

Ｄ４ ＝ ｃ４Ｄ３ （１０）
根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 准则， 在条件 Ｄ１ ＞０，Ｄ２ ＞

０，Ｄ３＞０ 及 Ｄ４ ＞０ 下， 特征多项式（９）的所有根都

具有负实部， 也就是说， 在原点 Ｅ０ 处由 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃
Ｈｏｐｆ 分岔所产生的两个周期解 Ｘ＋（０，ε）→Ｓ＋ 及

Ｘ－（０，ε）→Ｓ－都是稳定周期解．

２　 共存吸引子研究

选取恰当的系统参数， 通过详细的数值分析，
可发现系统（１）存在多种吸引子共存的现象， 即同

组参数条件下， 系统（１）满足不同初始条件的解有

可能呈现出完全不同的动力学行为． 具体可包括超

混沌吸引子与周期吸引子的共存， 不同周期吸引

子之间的共存等．
固定参数 ａ＝２３．９６，ｂ＝４．３９，ｃ＝ ２６．８２，ｄ ＝ －１．３８，

ｅ＝ －０．９９ 及 ｒ＝ １．４３， 对初始条件（６１，６８，５８，－４０），
系统（１）的解将会收敛于一个周期解， 其在 ｙ－ｚ－ｗ
空间的投影如图 ２（ａ）所示， 该周期吸引子所对应

的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为：λＬＥ１
＝ ０．００００，λＬＥ２

＝ －０．００１５，
λＬＥ３

＝ －０．００１５，λＬＥ４
＝ －２８．２９６１．

在同一组参数下， 对于初始条件（５８，５５，３３，
－５２）， 系统（１）的解则收敛于一个超混沌吸引子，
在 ｙ－ｚ－ｗ 空间的投影相图如图 ２（ｂ）所示， 该超混

沌吸引子所对应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为：λＬＥ１
＝ ０．２５２１，

λＬＥ２
＝ ０．０７０８，λＬＥ３

＝ ０．００００，λＬＥ４
＝ －２８．６２１８．

因此， 当参数满足 ａ ＝ ２３．９６，ｂ ＝ ４．３９，ｃ ＝ ２６．８２，
ｄ＝ －１．３８，ｅ＝ －０．９９ 及 ｒ ＝ １．４３ 时， 系统（１）的相空

间中存在着超混沌吸引子与周期吸引子的共存，
其在 ｙ－ｚ－ｗ 空间的投影如图 ２（ｃ）所示．

类似的， 当固定参数 ａ＝２８．６７，ｂ＝３．５２，ｃ＝２５．１６，
ｄ＝ －１．８６，ｅ＝ －１．１５ 及 ｒ＝ １．１５ 时， 也存在吸引子的

共存现象． 对初始条件（７３，－９７，３，－７３）， 系统（１）
的解将会收敛于一个周期解， 其在 ｙ－ｚ－ｗ 空间的

投影如图 ３（ａ）所示， 该周期吸引子所对应的 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 指数为：λＬＥ１

＝ ０．００００，λＬＥ２
＝ －０．０８１７，λＬＥ３

＝
－０．４８１４，λＬＥ４

＝ －３２．３２８７．
在同一组参数下， 对于初始条件（ －５７，－８２，

８，８０）， 系统（１）的解则收敛于另一个周期吸引子，
在 ｙ－ｚ－ｗ 空间的投影相图如图 ３（ｂ）所示， 该周期

吸引子所对应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为：λＬＥ１
＝ －０．０００３，

λＬＥ２
＝ －０．０５３５，λＬＥ３

＝ －０．０５３５，λＬＥ４
＝ －３２．７８４３．

０３２
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图 ２　 系统（１）共存吸引子的 ｙ－ｚ－ｗ 空间投影， ａ＝ ２３．９６，ｂ＝ ４．３９，ｃ＝ ２６．８２，ｄ＝－１．３８，ｅ＝－０．９９，ｒ＝ １．４３

Ｆｉｇ．２　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｉｎ ｙ－ｚ－ｗ ｓｐａｃｅ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ（１），ｗｈｅｒｅａ＝ ２３．９６，ｂ＝ ４．３９，ｃ＝ ２６．８２，ｄ＝－１．３８，ｅ＝－０．９９，ｒ＝ １．４３

图 ３　 系统（１）共存吸引子的 ｙ－ｚ－ｗ 空间投影， ａ＝ ２８．６７，ｂ＝ ３．５２，ｃ＝ ２５．１６，ｄ＝－１．８６，ｅ＝－１．１５，ｒ＝ １．１５

Ｆｉｇ．３　 Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｉｎ ｙ－ｚ－ｗ ｓｐａｃｅ ｆｏｒ ｓｙｓｔｅｍ（１）， ｗｈｅｒｅａ＝ ２８．６７，ｂ＝ ３．５２，ｃ＝ ２５．１６，ｄ＝－１．８６，ｅ＝－１．１５，ｒ＝ １．１５

　 　 因此， 当参数满足 ａ ＝ ２８．６７，ｂ ＝ ３．５２，ｃ ＝ ２５．１６，
ｄ＝ －１．８６，ｅ＝ －１．１５ 及 ｒ ＝ １．１５ 时， 系统（１）的相空

间中则存在着两个不同的周期吸引子的共存， 其

在 ｙ－ｚ－ｗ 空间的投影如图 ３（ｃ）所示．

３　 结论

通过对经典的 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌系统施加反馈控制

方法， 本文得到了一类四维 Ｌｏｒｅｎｚ 型超混沌系统，
并从局部和全局两个方面对该新超混沌系统的动

力学行为进行了研究． 首先， 在局部动力学方面，
基于平均化理论方法， 研究了该系统在原点平衡

点处发生的 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔行为， 得到了系统

在原点发生 Ｚｅｒｏ⁃Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔的参数条件， 证明

了两条周期轨的存在性， 并且给出了它们的稳定

１３２
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性条件． 其次， 在全局动力学方面， 借助数值模拟

方法， 发现该系统在某些特定参数条件下存在着

除了平衡点以外的不同吸引子之间的共存现象，
比如超混沌吸引子与周期吸引子共存， 不同周期

吸引子之间的共存， 等等．
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