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摘要　 首先研究了非线性随机动力系统所对应的 Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ （ＦＰＫ）方程．其次，讨论了微分方

程的三阶 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 关于时间的离散差分格式以及关于空间离散的五阶 Ｗｅｉｇｈｔｅｄ Ｅｓｓｅｎｔｉａｌｌｙ ｎｏｎ⁃Ｏｓ⁃

ｃｉｌｌａｔｏｒｙ（ＷＥＮＯ）差分格式，并将其相结合，得到 ＦＰＫ 方程的 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ Ｗｅｎｏ 差分解，并与 ＦＰＫ 方程

的精确解进行了比较．数值结果表明，该方法具有良好的稳定性，且可以解决其他方法在概率密度峰值处偏

小，而在尾部处较大等缺点．
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引言

ＦＰＫ 方程于 ２０ 世纪初由 Ｆｏｋｋｅｒ 与 Ｐｌａｎｃｋ 首

先提出，并应用于研究量子物理问题．２０ 世纪 ３０ 年

代初 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 将它一般化与抽象化．不久，Ａｎ⁃
ｄｒｏｎｏｖ 等将它应用于研究一般动态系统． ５０ 年代

Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 将它应用于研究电子工程问题．５０ 年代

末 Ｃｈｕａｎｇ 与 Ｋａｚｄａ 将它应用于研究非线性控制系

统．６０ 年代初 Ａｒｉａｒａｔｎａｍ、Ｌｙｏｎ、 Ｓｍｉｔｈ、Ｃａｕｇｈｅｙ 与

Ｄｉｅｎｅｓ、Ｃｒａｎｄａｌｌ 等将它应用于研究非线性随机振

动问题．
利用转移概率密度求解系统的各种响应统计

量，可对该系统的响应和可靠性等做定性分析．但
是，目前只对一些特殊的非线性随机动力系统，才
能得到其 ＦＰＫ 方程的精确解［１－３］ ．基于此，许多学

者致力于 ＦＰＫ 方程数值解法的研究，其中有代表

性的主要有：有限元法，有限差分法， 路径积分法，
等价线性化方法，高斯闭合法，摄动法，Ｇｒａｍ⁃Ｃｈａｒ⁃
ｌｉｅｒ 展开法，等价非线性系统法，随机平均法等．

但这些方法各有其局限性，例如：有限元法一

般都很大，而且计算得到的尾部概率密度不太准

确．等价线性化方法和高斯闭合法对强非线性［４－８］

或具有随机参激的系统就不适用，因为此时系统响

应的稳态概率密度往往是非高斯型的．摄动法只适

用于弱非线性系统．Ｇｒａｍ⁃Ｃｈａｒｌｉｅｒ 展开法可能导致

概率密度为负值的情形．等价非线性系统法要求两

个非线性系统性质很接近．随机平均法只适用于弱

阻尼和弱激励的情形．
而加权本质无振荡 ＷＥＮＯ 方法，是近年来广

泛流行的一种高分辨率数值方法，用于解决以对流

为主的对流扩散方程，特别是双曲守恒律方程．
ＷＥＮＯ 方法是在 ＥＮＯ 方法的基础上采用加权思想

构造的，用于求解包含激波、稀疏博以及接触间断

等复杂结构的流体问题．ＷＥＮＯ 方法性能更稳定，
对定常问题收敛性更好，它能够保证在解的光滑区

精度更高，在解的间断去保持陡峭的间断过度和本

质无振荡性质． ＷＥＮＯ 格式最初是在 １９９４ 年由

Ｌｉｕ，Ｏｓｈｅｒ 和 Ｃｈａｎ 提出，不同于 ＥＮＯ 格式单一的

模板选取，使用所有候选模板的凸组合，构造了一

个三阶有限体积 ＷＥＮＯ 格式，系统地讨论了 ＷＥ⁃
ＮＯ 方法的构造过程和理论分析．随后在 １９９６ 年

Ｊｉａｎｇ 和 Ｓｈｕ 在多维空间上给出了一个可以构造任

意精度的有限差分 ＷＥＮＯ［９］格式的框架，并在其中

设计了一个五阶精度的 ＷＥＮＯ 格式，提出了光滑
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因子和非线性权构造的基本框架．至今，五阶精度

的 ＷＥＮＯ 格式是使用最广泛的，用来求解双曲守

恒律方程 ＷＥＮＯ 重构过程的标准格式．
本文 针 对 上 述 问 题， 以 及 结 合 三 阶 ＴＶＤ

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法，提出了 ＦＰＫ 方程的一种新的

ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ Ｗｅｎｏ 型差分方法，可以较好地解

决其他方法所具有的不足，得到比较准确的概率密

度函数．

１　 具有随机外激非线性动力系统地 ＦＰＫ方程

对于非线性随机动力系统，其对应的 ＦＰＫ 方

程一般具有如下的形式：
∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂ｘｉ

（ａｉｐ）＋
１
２

∂２

∂ｘｉ∂ｘ ｊ
（ｂｉｊｐ） （１）

ＦＰＫ 方程（１）是一个抛物型变系数偏微分方程，其
描述了扩散过程的转移概率密度 ｐ（ ｘ，ｔ ｘ０，ｔ０）的
进化或流动，其中 ａｉ，ｂｉｊ为对应的漂移和扩散系数．

当 ａｉ，ｂｉｊ均不显含时间 ｔ 时，则 ＦＰＫ 方程（１）可
转化为：

０＝ － ∂
∂ｘｉ

（ａｉｐ）＋
１
２

∂２

∂ｘｉ∂ｘ ｊ
（ｂｉｊｐ） （２）

ＦＰＫ 方程（２）是一个椭圆型变系数偏微分方程，常
称为简化或平稳 ＦＰＫ 方程．其解将是平稳概率密度

ｐ（ｘ） ．要唯一确定 ＦＰＫ 方程（１）的解，还需要初始

条件和边界条件．
在本文中，采用初始条件：
ｐ（ｘ，ｔ ｘ０，ｔ０）＝ δ（ｘ－ｘ０），ｔ＝ ｔ０ （３）

其表示在 ｔ＝ ｔ０ 时刻，系统以概率 １ 处于初始状态 ｘ０ ．
无穷边界条件：
ｌｉｍ

ｘ ｊ→±∞
ｐ（ｘ，ｔ ｘ０，ｔ０）＝ ０ （４）

或者，它必须至少以 ｘ ｊ
－α（α＞１）趋近于零．

在随机振动理论中，ＦＰＫ 方程（１）与（２）常用

来预测非线性随机动力系统的响应．因而，ＦＰＫ 方

程解的精确程度对于可靠性分析起着至关重要的

作用．

２　 ＦＰＫ 方程的有限差分法

２．１　 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式

设
ｄｕ
ｄｔ

－ｆ（ｕ） ｘ ＝ ０ 为一般形式的双曲型偏微分方

程，其关于空间的半离散格式为：

ｄｕ
ｄｔ

＝Ｌ（ｕ） （５）

其中 Ｌ（ｕ）为－ｆ（ｕ） ｘ 的逼近．对于半离散格式

方程（５），标准 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 时间离散是基于线性

稳定性条件来实现格式的稳定性，此时 ＣＦＬ 可以

取较大的值．但是对于非线性方程，ＣＦＬ 必须很小

才能保证格式的稳定性，由于高阶空间离散和低阶

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 时间离散相互耦合，ＣＦＬ 必须大大低

于线性稳定性要求，才会保证整个离散格式具有高

阶精度和无振荡．本文中采用了具有 ＴＶＤ 性质的

三阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 时间离散格式［７］：
ｕ（１）＝ ｕｎ＋ΔｔＬ（ｕｎ）

ｕ（２）＝ ３
４
ｕｎ＋ １

４
ｕ（１） ＋ １

４
ΔｔＬ（ｕ（１））

ｕｎ＋１ ＝ １
３
ｕｎ＋ ２

３
ｕ（２） ＋ ２

３
ΔｔＬ（ｕ（２））

其中 ｕｎ是第 ｎ 时间层的守恒量，Ｌ（ｕ） 是空间离散

后的差分算子．
２．２　 五阶 ＷＥＮＯ 格式

设 ｆ（ｘ）为一函数，则 ｆ′（ｘｉ）可以利用五阶 ＷＥＮＯ

格式表示为：

∂ｆ
∂ｘｉ

≈
ｆ－ｘ，ｉ＋ｆ

＋
ｘ，ｉ

２Δｘｉ
（６）

其中：

ｆ－ｘ，ｉ ＝
１
１２ －

Δ＋ ｆｉ－２
Δｘ

＋７
Δ＋ ｆｉ－１
Δｘ

＋７
Δ＋ ｆｉ
Δｘ

－
Δ＋ ｆｉ＋１
Δｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－

ｆＷＥＮＯ Δ－Δ＋ｆｉ－２
Δｘ

，
Δ－Δ＋ｆｉ－１

Δｘ
，
Δ－Δ＋ｆｉ
Δｘ

，
Δ－Δ＋ｆｉ＋１

Δｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｆＷＥＮＯ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）＝ １
３
ω０（ａ－２ｂ＋ｃ）＋

１
６
（ω２－

１
２
）（ｂ－２ｃ＋ｄ），

ω０ ＝
α０

α０＋α１＋α２
，ω２ ＝

α２

α０＋α１＋α２
，

α０ ＝
１

（ε＋ＩＳ０） ２ ，α１ ＝
６

（ε＋ＩＳ１） ２，

α２ ＝
３

（ε＋ＩＳ２） ２，

ＩＳ０ ＝ １３（ａ－ｂ） ２＋３（ａ－３ｂ） ２，

ＩＳ１ ＝ １３（ｂ－ｃ） ２＋３（ｂ＋ｃ） ２，

ＩＳ２ ＝ １３（ｃ－ｄ） ２＋３（３ｃ－ｄ） ２，

Δ＋ ｆｋ ＝ ｆｋ＋１－ｆｋ，Δ
－ ｆｋ ＝ ｆｋ－ｆｋ－１

７０２
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其中，ε 为小量．
同样，

ｆ＋ｘ，ｉ ＝
１
１２ －

Δ＋ ｆｉ－２
Δｘ

＋７
Δ＋ ｆｉ－１
Δｘ

＋７
Δ＋ ｆｉ
Δｘ

－
Δ＋ ｆｉ＋１
Δｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

ｆＷＥＮＯ Δ－Δ＋ ｆｉ＋２
Δｘ

，
Δ－Δ＋ ｆｉ＋１

Δｘ
，
Δ－Δ＋ ｆｉ
Δｘ

，
Δ－Δ＋ ｆｉ－１

Δｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

而对于 ｆ″（ｘｉ）利用四阶中心差分格式：

∂２ ｆ
∂ｘｉ

２≈
１６（ ｆｉ＋１－ｆｉ－１）－（ ｆｉ＋２－ｆｉ－２）－３０ｆｉ

１２ （Δｘｉ） ２

（７）
其中 ｆｉ 表示函数 ｆ（ｘ）在点 ｘｉ 处的值，Δｘｉ ＝ ｘｉ＋１－ｘｉ ．
２．３　 ＦＰＫ 方程的 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ Ｗｅｎｏ 型差分格

对于一维 ＦＰＫ 方程（１），将微分的三阶 ＴＶＤ
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式和微分方程的五阶 ＷＥＮＯ 格式相

结合，即可得到一维 ＦＰＫ 方程的 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
Ｗｅｎｏ 型差分格式．

一维问题的 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ Ｗｅｎｏ 型差分格

式：
ｐｎ＋１
ｊ －ｐｎ

ｊ

τ
＝ － １

２ｈ
（ａ ｊｐｎ－

ｘ，ｊ＋ａ ｊｐｎ＋
ｘ，ｊ）＋

１
２４ｈ２（ｂ ｊ－２ｐｎ

ｊ－２－

１６ｂ ｊ－１ｐｎ
ｊ－１－３０ｂ ｊｐｎ

ｊ ＋１６ｂ ｊ＋１ｐｎ
ｊ＋１－ｂ ｊ＋２ｐｎ

ｊ＋２）

（８）
其中：

　 ｐｎ－
ｘ，ｊ ＝

１
１２ －

Δ＋ｐｎ
ｊ－２

ｈ
＋７

Δ＋ｐｎ
ｊ－１

ｈ
＋７

Δ＋ｐｎ
ｊ

ｈ
－
Δ＋ｐｎ

ｊ＋１

ｈ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

－ｆＷＥＮＯ Δ－Δ＋ｐｎ
ｊ－２

ｈ
，
Δ－Δ＋ｐｎｊ－１

ｈ
，
Δ－Δ＋ｐｎｊ

ｈ
，
Δ－Δ＋ｐｎｊ＋１

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｆＷＥＮＯ（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）＝ １
３
ω０（ａ－２ｂ＋ｃ）＋

１
６
（ω２－

１
２
）（ｂ－２ｃ＋ｄ），

ω０ ＝
α０

α０＋α１＋α２
，ω２ ＝

α２

α０＋α１＋α２
，

α０ ＝
１

（ε＋ＩＳ０） ２ ，α１ ＝
６

（ε＋ＩＳ１） ２，

α２ ＝
３

（ε＋ＩＳ２） ２，

ＩＳ０ ＝ １３（ａ－ｂ） ２＋３（ａ－３ｂ） ２，
ＩＳ１ ＝ １３（ｂ－ｃ） ２＋３（ｂ＋ｃ） ２，
ＩＳ２ ＝ １３（ｃ－ｄ） ２＋３（３ｃ－ｄ） ２，
Δ＋ ｆｎｋ ＝ ｆｎｋ＋１－ｆｎｋΔ

－ ｆｎｋ ＝ ｆｎｋ－ｆｎｋ－１
其中，ε 为小量．

而 ｐｎ＋
ｘ，ｊ ＝

１
１２ －

Δ＋ｐｎ
ｊ－２

ｈ
＋７

Δ＋ｐｎ
ｊ－１

ｈ
＋７

Δ＋ｐｎ
ｊ

ｈ
－
Δ＋ｐｎ

ｊ＋１

ｈ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＋

ｆＷＥＮＯ Δ－Δ＋ｐｎｊ＋２
ｈ

，
Δ－Δ＋ｐｎｊ＋１

ｈ
，
Δ－Δ＋ｐｎｊ

ｈ
，
Δ－Δ＋ｐｎｊ－１

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

其中，ｐｎ
ｊ 为函数 ｐ（ｘ，ｔ） 在点（ｘ ｊ，ｔｎ）处对应的数值，

ｈ 为空间步长，τ 为时间步长．

３　 数值算例

算例 １　 考虑如下受随机外激的单自由度非

线性系统：

Ｘ′ ＝ １
２
（Ｘ－Ｘ３－εＸ５）＋Ｗ（ ｔ） （９）

其中 ε＝０．１ 为常数，标识系统的非线性强度，Ｗ（ｔ）是
一零均值高斯白噪声，其相关系数为：Ｅ（Ｗ（ ｔ）Ｗ（ ｔ＋
τ））＝ ２πＳ０δ（τ） ，Ｓ０为 Ｗ（ ｔ）的谱密度，δ（τ）为Ｄｉｒａｃ
函数．

当 Ｓ０ ＝
１
π
时，对应于系统（９）响应的稳态概率

密度 ｐ（ｘ）的 ＦＰＫ 方程为：
ｄ
ｄｘ

１
２
（ｘ－ｘ３－εｘ５）ｐ（ｘ）é

ë
êê

ù

û
úú －

ｄ２ｐ（ｘ）
ｄｘ２ ＝ ０ （１０）

容易解得：

ｐ（ｘ）＝ Ｃｅｘｐ（ ｘ
２

４
－ ｘ４

８
－ εｘ６

１２
） （１１）

其中 Ｃ 为归一化常数．其精确解与本文方法的数值

解对比如图 １．

图 １　 精确解与本文数值解

Ｆｉｇ．１　 Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

算例 ２　 考虑如下高斯白噪声参激和外激联

合作用下的非线性振子：
Ｘ″＋２αＸ′（１＋γ１Ｗ１（ ｔ））＋βＸ′（Ｘ２＋Ｘ′２ ／ ω２）＋

ω２Ｘ（１＋γ２Ｗ２（ ｔ））＝ γ３Ｗ３（ ｔ） （１２）

８０２
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其中 α，β 为常数，ω 为正常数，Ｗｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，３）为
零均值的物理高斯白噪声， 且相互独立满足

Ｅ［Ｗｉ（ ｔ）Ｗｉ（ ｔ＋τ）］ ＝ δｉ（τ）（ ｉ＝ １，２，３），δ 为 Ｄｉｒａｃ 函

数，γｉ（ ｉ＝ １，２，３） 表示各噪声强度．
当 ω２γ２

２ ＝ ４α２γ２
１时，系统（２）对应的 ＦＰＫ 方程

有精确稳态解．即 ｐ（ ｙ１，ｙ２ ） ＝ Ｃ （ｋ＋ｙ２
１＋ｙ２

２ ／ ω２） ｋμ－δ

ｅｘｐ －μ（ｙ２
１＋ｙ２

２ ／ ω２）{ } ．其中 ｙ１，ｙ２ 表示响应的位移

和速度，Ｃ 为归一化常数，且 ｋ ＝
γ２

３

γ２
２ω４，δ ＝

２α
γ２

２ω２＋
１
２
，

μ＝ β
γ２

２ω２ ．其中参数 α，β 取值均为 ０．１，ω ＝ １．０．其位

移 ｙ１ 和速度 ｙ２的边缘概率密度的精确解与本文方

法的数值解对比如图 ２．

图 ２　 位移 ｙ１ 和速度 ｙ２的边缘概率密度

Ｆｉｇ．２　 Ｍａｒｇｉｎａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｙ１
ａｎｄ ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｙ２

４　 结论

本文将三阶 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法和五阶

ＷＥＮＯ 格式相结合，得到 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ＷＥＮＯ
型差分格式，并将其成功地应用到随机外激作用下

的非线性动力系统，获得了 ＦＰＫ 方程的有限差分

数值解，并与其解析解进行了比较．表明该方法的

有效性以及可行性，并克服一般有限差分法的缺

点，可以准确地获得更小的尾部概率密度，且无振

荡，这对于可靠性分析至关重要．
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