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摘要　 运用 Ｂｅｌｌ 多项式定理研究了一个（２＋１）维 ＡＫＮＳ 方程的可积性，得到双线性方程、Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换以及

运用 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换求得其孤子解，最后运用 Ｂｅｌｌ 多项式得出 Ｌａｘ 对．
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引言

近几十年来，可积系统的研究以及非线性偏微

分方程的求解越来越受到一些专家学者的关注．一
些有效的求精确解的方法不断被引用，如双线性方

法、齐次平衡法、以及黎曼 θ 函数法［１－７］等等．
１９９６ 年，Ｌａｍｂｅｒｔ，Ｇｉｌｓｏｎ，Ｎｉｍｍｏ 建立了多项式

与双线性算子之间的关系，通过转换关系得到双线

性变换，这个方法很有效地避免了在求变换过程中

使用交换公式繁琐的计算，简洁实用．并且直接对

其做变换线性化还可以得到方程的 Ｌａｘ 对，在此基

础上，我们来研究（２＋１）维 ＡＫＮＳ 方程［８－９］：
４ｕｘｔ＋ｕｘｘｘｙ＋８ｕｘｙｕｘ＋４ｕｙｕｘｘ＋αｕｘｘ ＝ ０ （１）

其中 α 为一个常数，表示该系统方程具有耗散作

用． 方 程 （ １ ） 是 Ａｂｌｏｗｉｔｚ， Ｋａｕｐ， Ｎｅｗｅｌｌ 和 Ｓｅｇｕｒ
（ＡＫＮＳ）他们所发现的．令 ｙ＝ ｘ，α＝ ０，则（１）可以退

化为位势 ＫｄＶ 方程．Öｚｅｒ 用 ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｔａｎｈ 方法得

出其行波解［９］，Ｗａｚｗａｚ 用简化的双线性方法得出

其孤子解［１０］ ．本文应用双多项式系统研究其可积

性：如 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换，孤子解以及 Ｌａｘ 对等等．

１　 多项式应用于 ＡＫＮＳ 方程

１．１　 Ｂｅｌｌ 多项式

设 ｆ＝ ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是具有 ｎ 个变量的 Ｃ∞ 函

数，则称：
Ｙｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（ ｆ）≡Ｙｎ１，…，ｎｌ（ ｆｒ１ｘ１，…，ｒｌｘｌ）

＝ ｅ－ｆ∂ｎ１
ｘ１…∂ｎｌ

ｘｌｅ
ｆ， （２）

为 Ｂｅｌｌ 多项式．其中：
ｆｒ１ｘ１，…，ｒｌｘｌ

＝∂ｎ１
ｘ１…∂ｎｌ

ｘｌ ｆ（ ｒ１ ＝ ０，…，ｎ１ ＝ ０；… ｒｌ ＝ ０，
…，ｎｌ ＝ ０）

当 ｆ＝ ｆ（ｘ，ｔ，ｙ）时，对应的（２＋１）维 Ｂｅｌｌ 多项式

为：
Ｙｘ，ｙ，ｔ ＝ ｆｘ，ｙ，ｔ＋ｆｘ，ｙ ｆｔ＋ｆｘ，ｔ ｆｙ＋ｆｘ ｆｙ，ｔ＋ｆｘ ｆｙ ｆｔ，
Ｙ３ｘ，ｙ ＝ ｆ３ｘ，ｙ＋ｆ３ｘ ｆｙ＋３ｆ２ｘ ｆｘ，ｙ＋２ｆ２ｘ，ｙ ｆｘ＋２ｆｘ ｆｙ ｆ２ｘ＋ｆ２ｘ ｆｙ，…

在上述定义中，

ｙｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（ｖ，ｗ）＝ Ｙｎ１，…ｎｌ（ ｆ） ｆｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ

＝
ｖｒ１ｘ１，…，ｒｌｘｌ ｒ１＋ｒ２＋…＋ｒｉ 为奇数；

ｗｒ１ｘ１，…，ｒｌｘｌ ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎｉ 为偶数；{
则 Ｂｅｌｌ 多项式可以表示为函数具有 ｖ 和 ｗ 的形式．

ｙｘ（ｖ）＝ ｖｘ，ｙ２ｘ（ｖ，ｗ）＝ ｗ２ｘ＋ｖ２ｘ，
ｙｘ，ｔ ＝ｗｘｔ＋ｖｘｖｔ，ｙ３ｘ ＝ ｖ３ｘ＋３ｖｘｗ２ｘ＋ｖ３ｘ，…．
同时 ｙ 多项式和 Ｈｉｒｏｔａ 双线性 Ｄ 算子之间的

转换关系：
ｙｎ１ｘ１，…ｎｌｘｌ（ｖ＝ ｌｎＦ ／ Ｇ，ｗ＝ ｌｎＦＧ）
＝ （ＦＧ） －１Ｄｎ１

Ｘ１
…Ｄｎｌ

ｘｌＦ·Ｇ （３）
其中 ｎ１＋ｎ２＋…ｎｌ≥１．而且，当 Ｆ＝Ｇ 时，

（Ｆ） －２Ｄｎ１
ｘ１…Ｄｎｌ

ｘｌＦ·Ｆ＝ ｙｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（０，ｑ＝ ２ｌｎＦ）

＝
０， ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎｌ 为奇数；

Ｐｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（ｑ）， ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎｌ 为偶数；{ （４）

这样 Ｐ 多项式就可以写成含 ｑ 的函数形式，
如：

Ｐ２ｘ（ｑ）＝ ｑ２ｘ，Ｐｘ，ｔ（ｑ）＝ ｑｘ，ｔ，Ｐ４ｘ（ｑ）＝ ｑ４ｘ＋３ｑ２
２ｘ，
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Ｐ２ｘ（ｑ）＝ Ｐ３ｘ，ｙ（ｑ）＝ ｑ３ｘ，ｙ＋３ｑ２ｘｑｘｙ （５）
由性质（４）和（５）就能得出其双线性形式，接

下来将 Ｂｅｌｌ 多项式 ｙｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（ ｖ，ｗ）分离成 Ｐ 多项

式和 Ｙ 多项式的组合：
（ＦＧ） －１Ｄｎ１

ｘ１…Ｄｎｌ
ｘｌＦ•Ｇ

＝ ｙｎ１ｘ１，…ｎｌｘｌ（ｖ，ｗ） ｖ＝ｌｎＦ ／ Ｇ，ｗ＝ｌｎＦＧ

＝ ｙｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（ｖ，ｖ＋ｑ） ｖ＝ｌｎＦ ／ Ｇ，ｑ＝２ｌｎＧ

＝ ∑
ｎ１＋…＋ｎｌ ＝ ｅｖｅｎ

∑
ｎ１

ｒ１ ＝ ０
…∑

ｎｌ

ｒｌ ＝ ０
∏

ｌ

ｉ ＝ １
（ｎｉ，ｒｉ） ′Ｐｒ１ｘ１，…ｒｌｘｌ（ｑ）·

　 Ｙ（ｎ１－ｒ１）ｘ１，…，（ｎｌ－ｒｌ）ｘｌ（ｖ）， （６）
注意：

Ｙｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（ｖ） ｖ＝ｌｎψ ＝
ψｎ１ｘ１，…ｎｌｘｌ

ψ
．

这意味着一个 Ｂｅｌｌ 多项式 ｙｎ１ｘ１，…，ｎｌｘｌ（ｖ，ｗ）可以

通过 Ｈｏｐｆ⁃Ｃｏｌｅ 变换 ｖ ＝ ｌｎψ（即 ψ ＝ Ｆ ／ Ｇ）进行线性

化．
１．２　 双线性表达式

为了能够得出方程（１）的双线性形式，首先引

入一个变量 ｑ，使得：
ｕ＝ ｃｑｘ＋φ（ｙ） （７）

在这里 ｃ＝ ｃ（ ｔ）是关于变量 ｔ 的任意函数．将（７）代
入（１），则可得如下形式：

４ｑ２ｘ，ｔ＋
２
３
ｑ４ｘ，ｙ＋８ｃｑ２ｘ，ｙｑｘｘ＋４ｃｑｘｙｑ３ｘ＋

１
３
ｑ４ｘ，ｙ

　 ＋４（ｑｘｙｑ３ｘ＋４φ（ｙ））ｑ３ｘ＋αｑ３ｘ ＝ ０ （８）
其中 φ （ｙ） ′＝φ（ｙ），再对 ｘ 积分一次得：

Ｅ（ｑ）≡４ｑｘ，ｔ＋
２
３
（ｑ３ｘ，ｙ＋６ｃｑｘ，ｙｑｘｘ）＋

１
３
∂－１
ｘ ∂ｙ（ｑ４ｘ＋６ｃｑ２

２ｘ）＋（４φ（ｙ）＋α）ｑ２ｘ ＝ ０ （９）

比较（９）和公式（４），我们取 ｃ＝ １
２
，则（９）可以

写成如下形式：

Ｅ（ｑ）≡４ｑｘ，ｔ＋
２
３
（ｑ３ｘ，ｙ＋３ｑｘ，ｙｑｘｘ）＋

１
３
∂－１
ｘ ∂ｙ（ｑ４ｘ＋３ｑ２

２ｘ）＋（４φ（ｙ）＋α）ｑ２ｘ ＝ ０ （１０）

为了使（１０）能够写出双线性形式，我们必须

消去∂－１
ｘ 这一项．为此，我们引入一个辅助变量 ｚ，其

约束条件为：
（ｑ４ｘ＋３ｑ２

２ｘ）＝ ｑｘｚ （１１）
因此，（１０）化为：

Ｅ（ｑ）≡４ｑｘ，ｔ＋
２
３
（ｑ３ｘ，ｙ＋３ｑｘ，ｙｑｘｘ）＋

１
３
ｑｙｚ＋３ｑ２

２ｘ＋（４φ（ｙ）＋α）ｑ２ｘ ＝ ０ （１２）

由定义（３），（１１）与（１２）就可以写成如下 Ｐ－
多项式的形式：

Ｐ４ｘ（ｑ）－Ｐｘｚ（ｑ）＝ ０

４Ｐｘｔ（ｑ）＋
２
３
Ｐ３ｘ，ｙ（ｑ）＋

１
３
ｐｙｚ（ｑ）＋

　 　 （４φ（ｙ）＋α）Ｐ２ｘ（ｑ）＝ ０ （１３）
最后，由于性质（４）如果做变换：
ｑ＝ ２ｌｎＧ ⇔ ｕ＝ ｃｑｘ＋φ（ｙ）＝ （ｌｎＧ） ｘ＋φ（ｙ） （１４）

则（１３）可以化为如下 ＡＫＮＳ 方程（１）的双线性形

式：
（Ｄ４

ｘ－ＤｘＤｚ）Ｇ·Ｇ＝ ０

［４ＤｘＤｚ＋
２
３
ＤｙＤ３

ｘ＋
１
３
ＤｙＤｘ＋（４φ（ｙ）＋ｃ）Ｄ２

ｘ］Ｇ·Ｇ＝ ０

（１５）
其中 φ（ｙ）为任意的函数，这是一个新的双线性方

程．
１．３　 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换，孤子解与 Ｌａｘ 对

设 ｑ 与 ｑ′为（１２）的两个不同的解

ｑ＝ ２ｌｎＦ， ｑ′＝ ２ｌｎＧ （１６）
类似，引入两个新变量：

ｗ＝ ｑ′＋ｑ
２

＝ ｌｎ（ＦＧ）， ｖ＝ ｑ′
－ｑ
２

＝ ｌｎ（ Ｆ
Ｇ
） （１７）

考虑如下二分离条件：
Ｅ（ｑ′）－Ｅ（ｑ）＝ Ｅ（ｖ＋ｗ）－Ｅ（ｗ－ｖ）
＝ ８ｖｘｔ＋２ｖ３ｘ，ｙ＋４ｗ２ｘｖｘ，ｙ＋４ｗｘ，ｙｖ２ｘ＋

　 ４∂－１
ｘ （ｗ２ｘｖ２ｘｙ＋ｗ２ｘｙｖ２ｘ）＋２（４φｙ＋α）ｖ２ｘ

＝２∂－１
ｘ ４ｙｔ（ｖ）＋ｙ２ｘ，ｙ（ｖ，ｗ）＋（４φ（ｙ）＋α）ｙｘ（ｖ）[ ] ＋

　 Ｒ（ｖ，ｗ）＝ ０ （１８）
其中：

Ｒ（ｖ，ｗ）＝ ２ｗ２ｘｖｘｙ－２ｗ３ｘｖｙ－４ｗ２ｘ，ｙｖｘ－４ｖｘｖ２ｘｖｙ－

２ｖ２ｘｖｘｙ＋４∂
－１
ｘ （ｗ２ｘｖ２ｘ，ｙ＋ｗ２ｘ，ｙｖ２ｘ） ．

很显然，（１８）是方程（１２）的两个不同的解 ｑ
和 ｑ′之间的关系．这二分离条件可以被认为是在一

个附加的约束条件下转化为 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换．
为了能够使 Ｒ（ ｖ，ｗ）化为含有对 ｘ 偏导的 ｙ－

多项式，则需要取一个特定约束为：
ｙ２ｘ（ｖ，ｗ）＝ ｗ２ｘ＋ｖ２ｘ ＝λ （１９）

其中 λ 为任意常数，则在约束条件（１９）下，Ｒ（ｖ，ｗ）

２０２
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可以化为如下形式：
Ｒ（ｖ，ｗ）＝ ２ｗ２ｘｖｘｙ－２ｗ３ｘｖｙ－４ｗ２ｘ，ｙｖｘ－

４ｖｘｖ２ｘｖｙ－２ｖ２ｘｖｘｙ （２０）
在此我们应用了如下关系：
ｗ２ｘ，ｙ ＝ －２ｖｘｖｘｙ，ｗ３ｘ ＝ －２ｖｘｖｘｘ和 ｗ２ｘ ＝λ－ｖ２ｘ
结合（１８） ～ （２０），我们得到一个含 ｙ－多项式

的组合：
ｙ２ｘ（ｖ，ｗ）－λ＝ ０，
∂ｘ［４ｙｔ（ｖ）＋ｙ２ｘ，ｙ（ｖ，ｗ）＋（４φ（ｙ）＋α）ｙｘ（ｖ）＋
　 　 ３λｙｙ（ｖ）］ ＝ ０ （２１）
对第二个方程中得变量 ｘ 积分一次，有性质

（３），得到了方程（１５）的双线性 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换：
（Ｄ２

ｘ－λ）Ｆ·Ｇ＝ ０

［４Ｄｔ＋Ｄ２
ｘＤｙ＋（４φ（ｙ）＋α）Ｄｘ＋３λＤｙ］Ｆ·Ｇ＝ ０

（２２）
通过此 ＢＴ，我们可以很容易的求出其孤子解．

接下来我们以一孤子解与二孤子解为例．

从平凡解 ｕ＝ ０ 出发，即 Ｆ＝ １，令 λ＝
ｋ１

２

４
解得：

　 Ｇ１ ＝ ｅ
ζ１
２ ＋ｅ－

ζ１
２ ，

　 ζ１ ＝ ｋ１ｘ＋φ（ｙ）－
ｋ１

２φ（ｙ）＋（４φ（ｙ）＋α）ｋ１

４
·ｔ＋ζ（０）

１

（２３）
其中 ｋ１，ζ（０）

１ 为任意实函数．上式也可以被化为：

Ｇ１ ＝ ｅ
－
ζ１
２（１＋ｅζ１） （２４）

这对应着方程（１）的一孤子解，其一孤子解

为：

ｕ＝ ｌｎ［１＋ｅｅｘ＋φ（ｙ）－
ｋ２φ（ｙ）＋（４φ（ｙ）＋α）ｋ

４ ｔ］＋φ（ｙ） （２５）
其中 φ（ｙ） ′＝φ（ｙ）

如果取 φ（ｙ）＝ ｌｙ，则其一孤子解为：

ｕ＝ ｌｎ［１＋ｅｋｘ＋ｌｙ－
ｋ２ｌ＋αｋ

４ ｔ］ ｘ （２６）

这与［１０］中的（３３）式取得结果一致．

取 Ｆ＝ ｅ
ζ１
２ ＋ｅ－

ζ１
２ ，可得：

Ｇ２ ＝（ｋ１－ｋ２）（ｅ
ζ１＋ζ２

２ ＋ｅ－
ζ１＋ζ２

２ ）－

（ｋ１＋ｋ２）（ｅ
ζ１－ζ２

２ ＋ｅ－
ζ１－ζ２

２ ），λ＝
ｋ２

２

４
（２７）

其中：

ξ ｊ ＝ ｋ ｊｘ＋φ（ｙ）－
ｋ２
ｊ φ（ｙ）＋（４φ（ｙ）＋α）ｋ ｊ

４
ｔ＋ξ（０）

ｊ ，ｊ＝ １，２．

令：

ξ ｊ ＝ η ｊ ＋
１
２
Ａ１２，其中 ｅＡ１２ ＝

（ｋ１－ｋ２） ２

（ｋ１＋ｋ２） ２， ｊ ＝ １，２，则

（２７）化为：
Ｇ２ ＝ １＋ｅη１＋ｅη２＋ｅη１＋η２＋Ａ１２ （２８）
这与二孤子解对应：
ｕ＝ ｌｎ［１＋ｅη１＋ｅη２＋ｅη１＋η２＋Ａ１２］ ｘφ（ｙ） （２９）
为了能够描述函数 φ（ｙ）对 ＡＫＮＳ 方程的波动

传播所造成的影响，我们以一孤子解与二孤子解为

例，图 １ 与 ２ 中函数 φ（ｙ）分别取：φ（ｙ）＝ ｓｉｎ（ｙ），
ｓｅｃｈ（ｙ），ｔａｎｈ（ｙ） ．

图 １　 一孤子解在（ｘ，ｙ）轴上分别取参数：

（ａ） ｔ＝ １，ｋ＝ ０．３，φ（ｙ）＝ ｓｉｎ（ｙ），

（ｂ） ｔ＝ ２，ｋ＝ ０．３，φ（ｙ）＝ ｓｅｃｈ（ｙ）， （ｃ） ｔ＝ ２，ｋ＝ ０．３，φ（ｙ）＝ ｔａｎｈ（ｙ）

Ｆｉｇ．１　 Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｘ ａｎｄ ｙ

ｆｏｒ ｏｎｅｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｗｈｅｒｅ （ａ） ｔ＝ １，ｋ＝ ０．３，φ（ｙ）＝ ｓｉｎ（ｙ），

（ｂ） ｔ＝ ２，ｋ＝ ０．３， φ（ｙ）＝ ｓｅｃｈ（ｙ）， （ｃ） ｔ＝ ２，ｋ＝ ０．３，φ（ｙ）＝ ｔａｎｈ（ｙ）

３０２
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图 ２　 二孤子解在（ｘ，ｙ）轴上分别取参数：

（ａ） ｔ＝ １，ｋ１ ＝－０．５，ｋ２ ＝ ０．２，φ（ｙ）＝ ｓｉｎ（ｙ），

（ｂ） ｔ＝ ２，ｋ１ ＝－０．５，ｋ２ ＝ ０．２，φ（ｙ）＝ ｓｅｃｈ（ｙ），

（ｃ） ｔ＝ ２，ｋ１ ＝－０．５，ｋ２ ＝ ０．２，φ（ｙ）＝ ｔａｎｈ（ｙ）

Ｆｉｇ．２　 Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ａｘｉｓ ｏｆ ｘ ａｎｄ ｙ

ｆｏｒ ｔｗｏｓｏｌｉｔｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｗｈｅｒｅ

（ａ） ｔ＝ １，ｋ１ ＝－０．５，ｋ２ ＝ ０．２， φ（ｙ）＝ ｓｉｎ（ｙ），

（ｂ） ｔ＝ ２， ｋ１ ＝－０．５，ｋ２ ＝ ０．２， φ（ｙ）＝ ｓｅｃｈ（ｙ），

（ｃ） ｔ＝ ２， ｋ１ ＝－０．５，ｋ２ ＝ ０．２， φ（ｙ）＝ ｔａｎｈ（ｙ）

由 Ｈｏｐｆ⁃Ｃｏｌｅ 变换 ｖ＝ ｌｎψ

ｙｘ（ｖ）＝
ψｘ

ψ
　 ｙｔ ＝

ψｔ

ψ
　 ｙ２ｘ（ｖ，ｗ）＝ ｑ２ｘ＋

ψ２ｘ

ψ

ｙ３ｘ（ｖ，ｗ）＝ ３ｑ２ｘ＋
ψｘ

ψ
＋
ψ３ｘ

ψ
，

ｙ２ｘ，ｙ（ｖ，ｗ）＝ ２ｑｘｙ＋
ψｘ

ψ
＋ｑ２ｘ

ψｙ

ψ
＋
ψ２ｘ，ｙ

ψ
（３０）

参照（３０），则（２１）可以化为一组 Ｌａｘ 表示：
Ｌψ ＝ ０
Ｍψ ＝ ０ （３１）

其中：
Ｌ＝∂２

ｘ＋ｑ２ｘ－λ
Ｍ＝ ４∂ｔ＋（２ｑｘｙ＋４φ（ｙ）＋α）∂ｘ＋（ｑ２ｘ＋３λ）∂ｙ＋∂２

ｘ∂ｙ

（３２）

如果将
１
２
ｑｘ ＋φ（ｙ）替换 ｕ，即得到 ＡＫＮＳ 方程

的 Ｌａｘ 对：
Ｌψ ＝ψｘｘ＋（２ｕｘ－λ）ψ＝ ０
Ｍψ ＝ ４ψｔ＋（４ｕｙ＋α）ψｘ＋（２ｕｘ＋３λ）ψｙ＋ψｘｘｘ ＝ ０

（３３）
很容易验证其相容性条件：

［Ｌ，Ｍ］ ＝ ４ｕｘｔ＋ｕｘｘｘｙ＋８ｕｘｙｕｘ＋４ｕｙｕｘｘ＋αｕｘｘ ＝ ０

（３４）
此即为 ＡＫＮＳ 方程（１） ．

２　 结论

本文应 Ｂｅｌｌ 多项式方法，研究了一类（２＋１）维
ＡＫＮＳ 方程的可积性问题：通过引入变换得出

ＡＫＮＳ 方程的双线性表达式以及 Ｂäｃｋｌｕｎｄ 变换，同
时得出其孤子解，且用图描绘出不同函数的孤子

解，说明 ＡＫＮＳ 方程在不同函数的作用下其具有不

同形式的形状．最后给出其 Ｌａｘ 对，通过 Ｌａｘ 对可以

推导出方程，从而证明了 ＡＫＮＳ 方程的可积性．
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