
第 １６ 卷第 ３ 期 ２０１８ 年 ６ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１８ ／ １６⑶ ／ １９３⁃８

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１６ Ｎｏ．３
Ｊｕｎ． ２０１８

２０１７⁃１０⁃１５ 收到第 １ 稿，２０１７⁃１２⁃０４ 收到修改稿．
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｈａｉｙａｎ＿ｈｕ＠ ｂｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

论固有振型的节点规律

胡海岩†

（北京理工大学宇航学院 飞行器动力学与控制教育部重点实验室， 北京　 １０００８１）

摘要　 在许多线性振动的教材和手册中，关于固有振型节点规律表述存在不妥．本文对该问题进行分析，指

出必须理解 Гантмахер 和 Крейн 关于固有振型节点定理的前提和局限性．文中详细分析了两自由度系统固

有振型节点的规律，给出若干新的结论．基于该规律对一类多自由度组合系统的固有振型进行分析，说明可

人为设计结构来满足特定的固有振型阶次与节点数关系．

关键词　 固有振型，　 节点，　 振荡矩阵，　 离散系统
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引言

线性时不变系统（本文简称系统）的固有振型

节点概念源自两端固定的细弦作固有振动时会呈

现波节现象．波节是弦上的非完全约束点集（即除

去端点以外的点），其在某阶固有振动中保持静止．
对于细梁、薄板和厚板等弹性体，通常将其固有振

动时保持静止的非完全约束点集称为节点、节线和

节面．对于由惯性元件、弹性元件构成的离散系统，
通常将系统作固有振动时保持静止的非完全约束

点集称为节点，尽管其可能具有一维或二维特征．
节点概念在工程实践中具有重要地位，是判断固有

振动阶次、布置实验激振点和测振点的依据，也是

振动设计和振动控制的依据之一．
人们很早就发现，固有振型阶次与节点数目间

存在一定关系．例如，１８９２ 年 Ｒｏｕｔｈ 在其专著中指

出，细弦横向振动的第 ｒ 阶固有振型有 ｒ－１ 个节

点［１］；Ｓｔｕｒｍ 和 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 则研究了直杆纵向振动的

固有振型节点分布规律［２］ ．自上世纪 ３０ 年代起，
Гантмахер 和 Крейн 对固有振型节点规律进行了

深入研究，并在 ４０ 年代初出版的专著中分别讨论

了多种离散和连续系统，指出其第 ｒ 阶固有振型有

ｒ－１ 个节点．虽然该专著的中译本到 ２００８ 年才问

世［３］，但我国学者早就在译著、教材和手册中广泛

引用该结论［４－６］，甚至称结论适用于一般线性系统．

　 　 事实上，Гантмахер 和 Крейн 主要采用柔度法

研究离散系统或采用影响系数法研究段状连续系

统，通过振荡矩阵或振荡核表示，分析特征向量分

量或特征函数的正负号变化规律，并称其为振动的

振荡性质［３］ ．他们研究的离散系统具有振荡性质的

柔度矩阵，可包含 Ｓｔｕｒｍ 系统，其质量矩阵、刚度矩

阵分别为对角矩阵和标准 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵．而段状连续

系统则是指弦、杆、梁、轴等一维弹性结构，其 Ｇｒｅｅｎ
函数是振荡核函数．虽然许多线性系统满足上述条

件，但仅仅是线性系统中的一类．例如，周荣仁列举

了一个 ６ 自由度离散系统的反例，其固有振型不满

足上述节点规律［７］ ．又如，对于内周固支的环形薄

板或循环对称叶盘，其最低阶固有振型有一条节

线，而某阶高阶振型却没有节线［８］ ．然而，人们在引

用 Гантмахер 和 Крейн 的结论时，常常忽略这些前

提，导致结论被泛化．庆幸的是，近年来王大钧等对

Гантмахер 和 Крейн 的研究结果进行了系统梳理

和推广，明确了弦、杆、轴、梁及其离散系统的固有

振动具有振荡性质［９］ ．
本文试图对离散系统固有振型的节点概念作

进一步探讨，纠正流行的不妥结论．文中对两自由

度系统的固有振型节点规律进行全面分析，获得

若干新结论．基于这一分析，对一类多自由度组合

系统的固有振型进行讨论，说明其节点的可设计

性．
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１　 对现有理论的反思

１．１　 离散系统固有振型节点规律概述

Гантмахер 和 Крейн 的研究从 Ｓｔｕｒｍ 系统开

始，其典型代表是链式集中质量—弹簧系统、带集

中惯性元件的弦、杆和轴等．这类系统的动力学模

型是二阶偏微分方程，其离散模型的质量矩阵是对

角矩阵，刚度矩阵是标准 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，即主对角元

素为正、次主对角元素为负的三对角阵．他们用初

等方法证明：对于 Ｓｔｕｒｍ 系统，无论其是否有刚体

运动，系统固有频率无重频，其第 ｒ 阶固有振型有 ｒ
－１ 个节点［３］ ．事实上，Ｓｔｕｒｍ 系统最多只有 １ 个刚

体运动模态，对应于第 １ 阶固有频率为零且固有振

型无节点；此后第 ｒ 阶固有振型必有 ｒ－１ 个节点．
对于带集中质量的梁，其动力学模型是四阶偏

微分方程，离散模型的刚度矩阵不再是标准 Ｊａｃｏｂｉ
矩阵；更一般的系统亦如此．在系统无刚体运动模

态前提下，Гантмахер 和 Крейн 采用影响系数法建

立用系统柔度矩阵表示的特征值问题，证明若柔度

矩阵是振荡矩阵，则系统固有频率无重频，其第 ｒ
阶固有振型必有 ｒ－１ 个节点［３］ ．他们的重要贡献是

给出了任意方阵是振荡矩阵的判据，即同时满足非

奇异、完全非负、次对角主元素为正这三个条件［３］ ．
对于具有刚体运动模态的梁，王其申等通过引

入共轭梁概念研究了固有振型阶次与节点数之间

的关系［１０］ ．对于铰支—自由这类仅含 １ 个刚体运动

模态的梁，具有与 Ｓｔｕｒｍ 系统完全一致的结论．值得

指出的是，自由—自由梁具有 ２ 个刚体运动模态，
即梁的前 ２ 阶固有频率均为零，该重频固有振型是

２ 个线性无关的刚体运动．若定义第 １ 阶固有振型

为梁沿弯曲方向的平动，无节点；第 ２ 阶固有振型

是绕质心的转动，有 １ 个节点；将弹性振动模态从

ｒ＝ ３起升序排列，则自由—自由梁的第 ｒ 阶固有振

型有 ｒ－１ 个节点．
１．２　 广义坐标问题

在振动分析及计算中，人们用系统质量矩阵、
刚度或柔度矩阵所确定的特征向量来描述其固有

振型，并认为特征向量的相邻坐标分量变号意味着

固有振型有节点．特别当某坐标分量为零时，则认

为该坐标原点就是节点．值得指出，系统质量矩阵、
刚度或柔度矩阵依赖于广义坐标，而广义坐标的选

取具有灵活性，会对固有振型的表示产生影响．

图 １　 两自由度对称系统及其固有振型

Ｆｉｇ．１　 Ａ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｗｏ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ａｎｄ

ｉｔｓ ｎａｔｕｒａｌ ｍｏｄｅ⁃ｓｈａｐｅｓ

考察图 １ 所示系统，其中刚性杆 ＡＢ 的质量 ｍ
均匀分布，两个弹簧的刚度均为 ｋ 且质量可忽略不

计．对于该两自由度系统，其广义坐标可选用刚性

杆上任意两个点的铅垂位移．现讨论两种情况：
（１）选用刚性杆两端的 ｘＡ 和 ｘＢ 作为广义坐

标，根据系统对称性可得到系统固有模态：

ω１ ＝ ２ｋ ／ ｍ ， φ１ ＝［１ －１］ Ｔ

ω２ ＝ ６ｋ ／ ｍ ， φ２ ＝［１ １］ Ｔ{ （１）

由于 ｘＡ 和 ｘＢ 的方向不一致，导致 φ１ 的两个

分量符号相反，但它并无节点；而 φ２ 的两个分量符

号一致，但却有节点，且位于刚性杆的质心．
（２）选用 ｘＡ 和位于 ＡＣ 中点 ｘＤ 作为广义坐标，

则系统固有模态为：

ω１ ＝ ２ｋ ／ ｍ ， ψ１ ＝［１ １］ Ｔ

ω２ ＝ ６ｋ ／ ｍ ， ψ２ ＝［１ ０．５］ Ｔ{ （２）

虽然 ψ２ 的两个分量符号一致，但仍以刚性杆质心

为节点．事实上，φｒ 和 ψｒ 描述了完全相同的几何

量，ｒ＝ １，２．
注解 １：固有振型是一个可以比例伸缩的几何

量，本质上不依赖系统广义坐标；但为了研究方便，
必须借助某种广义坐标系描述的特征向量；离开了

所选定的广义坐标系，特征向量就失去了几何意

义，而仅仅是一个数组．
注解 ２：上述两组广义坐标说明，在振动分析

中不能仅仅根据特征向量相邻分量是否变号来断

言固有振型是否具有节点，还必须回到所选的广义

坐标中考察系统固有振型的几何形态，判断是否有

节点．
注解 ３：广义坐标的选取灵活多变，给研究固

有振型节点规律带来困难． 因此， Гантмахер 和

Крейн 主要研究一维振动系统，选取指向一致的广

义坐标［３］，此时特征向量的相邻分量变号则表明固

有振型存在节点．但上述第 ２ 组广义坐标说明，固

４９１
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有振型可能在一维系统端部广义坐标原点的外侧

出现节点．因此，特征向量的相邻分量变号只是判

断固有振型节点的充分条件，而并非必要条件．
１．３　 振荡矩阵问题

图 ２　 三自由度系统及 γ＝ １００ 时的固有振型

Ｆｉｇ．２　 Ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ａｎｄ ｉｔｓ ｎａｔｕｒａｌ ｍｏｄｅ⁃ｓｈａｐｅｓ

ｗｈｅｎ γ＝ １００

考察图 ２ 所示 ３ 自由度系统，其中 ３ 个集中质

量均为 ｍ，刚性杆 ＡＣ 和弹簧的质量均忽略不计；左
侧和中间弹簧的刚度均为 ｋ，右侧弹簧的刚度为

γｋ，γ＞０ 为无量纲系数．在图 ２ 所定义的广义坐标

系中，系统动能和势能分别为：

Ｔ＝ ｍ
２ ｘ̇２

Ａ＋
ｍ
２ ｘ̇２

Ｂ＋
ｍ
２ ｘ̇２

Ｄ

Ｖ ＝ ｋ
２
ｘ２
Ａ＋

ｋ
２
ｘ２
Ｂ＋

γｋ
２
｛ｘＤ－［ｘＢ＋（

ｘＢ－ｘＡ

ａ
）ａ］｝ ２

＝ ｋ
２
［ｘ２

Ａ＋ｘ２
Ｂ＋γ（ｘＡ－２ｘＢ＋ｘＤ） ２］

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３）
此时系统质量矩阵、刚度矩阵和柔度矩阵分别为：

Ｍ＝ｍ
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｋ＝ ｋ
１＋γ －２γ γ
－２γ １＋４γ －２γ
γ －２γ γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｆ＝Ｋ－１ ＝ ｋ－１

１ ０ －１
０ １ ２
－１ ２ ５＋１ ／ γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（４）

对于 γ＝ １ 和 γ＝ １００，求解矩阵束（Ｍ，Ｋ）的广义特

征值问题，得到系统固有模态：
γ＝ １：

　

ω１ ＝０．３８２，φ１ ＝［－０．１７１ ０．３４２ １．０００］Ｔ

ω２ ＝１．０００， φ２ ＝［１．０００ ０．５００ ０．０００］Ｔ

ω３ ＝２．６１８， φ３ ＝［－０．５００ １．０００ －０．４２７］Ｔ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

γ＝ １００：

　

ω１ ＝０．４０８，φ１ ＝［－０．１９９ ０．３９９ １．０００］Ｔ

ω２ ＝１．０００， φ２ ＝［１．０００ ０．５００ ０．０００］Ｔ

ω３ ＝２４．５１， φ３ ＝［－０．５００ １．０００ －０．４９９］Ｔ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（６）
对比式（５）和式（６）可见，右支承刚度变化对系统

固有模态影响不大，１．４ 节将讨论该刚度趋于无穷

的情况．该系统前两阶固有振型均有 １ 个节点，第 ３
阶固有振型有 ２ 个节点．

注解 １：虽然该系统的质量矩阵是对角矩阵，
但刚度矩阵 Ｋ 不是标准 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵［３］，无法依据

Ｓｔｕｒｍ 系统理论判断固有振型的节点数．
注解 ２：虽然该系统形如链式系统，但柔度矩

阵 Ｆ 的次对角元素包含零，不满足振荡矩阵条

件［３］，故无法用 Гантмахер 和 Крейн 的研究结果来

判断固有振型的节点数．
１．４　 惯性耦合问题

仍考察图 ２ 所示系统，取 γ→＋∞，即右端集中

质量固定在刚性杆右端，此时系统只有两个自由

度．在图 ２ 定义的广义坐标 ｘＡ 和 ｘＢ 描述下，系统动

能和势能分别为

Ｔ ＝ ｍ
２ ｘ̇２

Ａ＋
ｍ
２ ｘ̇２

Ｂ＋
ｍ
２
［ ｘ̇Ｂ＋（

ｘ̇Ｂ－ｘ̇Ａ

ａ
）ａ］ ２

＝ ｍ
２
［ ｘ̇２

Ａ＋ｘ̇２
Ｂ＋（ ｘ̇２

Ｂ－ｘ̇Ａ） ２］

Ｖ＝ ｋ
２
ｘ２
Ａ＋

ｋ
２
ｘ２
Ｂ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７）

该系统具有惯性耦合，质量矩阵和刚度矩阵分别

为：

Ｍ＝ｍ
２ －２
－２ ５

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ， Ｋ＝ ｋ

１ ０
０ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú （８）

求解广义特征值问题，得到系统的固有模态为：

ω１ ＝ ｋ ／ ６ｍ ， φ１ ＝［１ －２］ Ｔ

ω２ ＝ ｋ ／ ｍ ， φ２ ＝［２ １］ Ｔ{ （９）

在选定的广义坐标下，这两阶固有振型均有节

点．将式（９）与式（６）对比可见，此时的固有振型与

图 ２ 中前两阶固有振型相差无几．
注解 １：在 Гантмахер 和 Крейн 的研究中，对

具有集中质量的离散系统采用影响系数法，故系

统质量矩阵没有惯性耦合项［３］ ．虽然本例中的系

统形如链式系统，但其具有惯性耦合项，故采用

５９１
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Гантмахер 和 Крейн 的研究结果已无法处理这类

系统．
注解 ２：系统惯性耦合项导致固有振型的节点

规律更为复杂，甚至出现两自由度系统的每个固有

振型均有节点．

２　 两自由度系统固有振型的节点规律

２．１　 一般性分析

考察两自由度振动系统，选取方向一致的两个

广义坐标，建立系统的质量矩阵 Ｍ∈Ｒ２×２和刚度矩

阵 Ｋ∈Ｒ２×２，记系统固有频率矩阵和关于模态质量

归一的固有振型矩阵分别为；

Λ≡
ω２

１ ０

０ ω２
２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
∈Ｒ２×２

Φ≡ φ１ φ２[ ] ≡
φ１１ φ１２

φ２１ φ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒ２×２ （１０）

其中 ω２
１ ≤ω２

２，Φ 可逆．由于两个广义坐标方向一

致，故系统第 ｒ 阶固有振型有节点的充分条件是：
φ１ｒφ２ｒ≤０， ｒ＝ １，２ （１１）

现研究上式成立的条件．
根据固有振型矩阵关于质量矩阵、刚度矩阵的

加权正交性，即 ΦＴＭΦ＝ Ｉ 和 ΦＴＫΦ＝Λ，可导出：
Ｍ＝Φ－ＴΦ－１， Ｋ＝Φ－ＴΛΦ－１ （１２）

故它们的次对角线元素为：

ｍ１２ ＝ｍ２１ ＝ － １
（ｄｅｔΦ） ２（φ１１φ２１＋φ１２φ２２）

ｋ１２ ＝ ｋ２１ ＝ － １
（ｄｅｔΦ） ２（ω

２
２φ１１φ２１＋ω２

１φ１２φ２２）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１３）
由上式可得到系统物理参数与模态参数之间的关

系：

ｋ１２－ｍ１２ω２
１ ＝

１
（ｄｅｔΦ） ２（ω

２
１－ω２

２）φ１１φ２１

ｋ１２－ｍ１２ω２
２ ＝

１
（ｄｅｔΦ） ２（ω

２
２－ω２

１）φ１２φ２２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１４）

现对式（１４）分两种情况进行讨论．
（１）两个固有频率不同的情况，即 ω２

１＜ω２
２ ．根据

式（１４），若 ｋ１２－ｍ１２ω２
１≥０，则 φ１１φ２１≤０，由式（１１）

可知 φ１ 有节点；若 ｋ１２－ｍ１２ω２
２≤０，则 φ１２φ２２≤０，故

φ２ 有节点；这是两个固有振型有节点的充分条件．
如果考虑到 ｍ１２的取值，该充分条件还可更进一步

细分为以下几种情况．
ａ． 对于 ｍ１２＜０：若 ｍ１２ω２

１≤ｋ１２，则 φ１ 有节点；若
ｋ１２≤ｍ１２ω２

２，则 φ２ 有节点；若 ｍ１２ω２
２＜ｋ１２＜ｍ１２ω２

１＜０，
则 φ１ 和 φ２ 可能均无节点．

ｂ． 对于 ｍ１２≥０：若 ｍ１２ω２
１≤ｋ１２，则 φ１ 有节点；

若 ｋ１２≤ｍ１２ω２
２，则 φ２ 有节点；若 ０＜ｍ１２ω２

１≤ｋ１２≤ｍ１２

ω２
２，则 φ１ 和 φ２ 均有节点．

ｃ． 对于情况 ｂ 的特例 ｍ１２ ＝ ０，即系统在这组广

义坐标下惯性解耦，有如下更为简洁的结果：若 ｋ１２

＜０，则 φ２ 有节点；若 ｋ１２ ＝ ０，则 φ１ 和 φ２ 均有节点；
若 ｋ１２＞０，则 φ１ 有节点．由于此时系统质量矩阵是

对角阵，而根据伴随矩阵概念可推知当 ｋ１２ ＜０ 时，
系统柔度矩阵是振荡矩阵，故属于 Гантмахер 和

Крейн 的研究覆盖范畴．除此之外，该系统还有产

生节点的其它情况，这是该理论无法预计的．
图 ３ 是依据上述结论在（ｍ１２，ｋ１２）平面上确定

的 ４ 个区域及其边界．该图直观地给出了固有振型

节点数与系统的惯性耦合项、弹性耦合项以及固有

频率之间的关系．

图 ３　 任意两自由度系统的固有振型分类

Ｆｉｇ．３　 Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｍｏｄｅ⁃ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｓｙｓｔｅｍ

ｏｆ ｔｗｏ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ

（２）两个固有频率相同的情况，即 ω２
２ ＝ω２

１ ＝ω２
０ ．

此时，由式（１２）可推导出：
Ｋ＝Φ－ＴΛΦ－１ ＝ω２

０Φ
－ＴΦ－１ ＝ω２

０Ｍ （１５）
该系统的阻抗矩阵满足：

Ａ（ω）≡（Ｋ－ω２Ｍ）＝ （ω２
０－ω２）Ｍ∈Ｒ２×２

Ａ（ω０）＝ ０ （１６）
因此，任意两个线性无关的非零向量均是系统固有

振型，且它们的线性组合亦如此．由此可得到两自

由度系统重频固有振型的节点性质：
ａ． 两个固有振型可以均无节点，或均有节点，

或仅其中之一有节点．
ｂ． 可以选择系统上任意一点，并找到某个固

有振型以该点作为其节点．
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由于任意两个线性无关的非零向量均是系统

固有振型，故性质 ａ 不证自明．为了证明和理解性

质 ｂ，在两自由度系统上的点 Ａ 和点 Ｂ 建立独立的

广义坐标 ｘＡ 和 ｘＢ，选择系统上任意点 Ｃ，建立与 ｘＡ

和 ｘＢ 同方向的广义坐标 ｘＣ ．在点 Ｃ 施加约束使 ｘＣ

＝ ０，系统自由度由 ２ 降为 １；让该单自由度系统产

生位移，获得相应的广义坐标 ｘＡ 和 ｘＢ；则非零向量

φ＝［ｘＡ ｘＢ］ Ｔ 可作为系统的固有振型，且在点 Ｃ
满足节点条件 ｘＣ ＝ ０．

最后需要指出，Гантмахер 和 Крейн 的研究仅

适用于不含重固有频率的系统，自然无法覆盖此处

的复杂情况．
２．２　 案例分析

考察图 ４ 所示的两自由度系统，其中刚性杆 ＡＢ
的质量 ｍ 均匀分布，长度为 ηＬ，η≥１ 是无量纲系

数；两个弹簧的距离为 Ｌ，刚度分别为 ｋ１ 和 ｋ２，质量

忽略不计．现取杆端部向上位移 ｘＡ 和 ｘＢ 为广义坐

标，研究不同杆长及弹簧刚度情况下的固有振型．

图 ４　 两自由度系统及等刚度支承时的固有振型

Ｆｉｇ．４　 Ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｗｏ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ ａｎｄ ｉｔｓ ｎａｔｕｒａｌ ｍｏｄｅ⁃ｓｈａｐｅｓ

ｗｈｅｎ ｔｗｏ ｍｏｕｎｔｉｎｇｓ ａｒｅ ｉｄｅｎｔｉｃａｌ

在图 ４ 定义的广义坐标 ｘＡ 和 ｘＢ 描述下，系统

的动能和势能分别为：

Ｔ ＝ ｍ
２
（
ｘ̇Ａ＋ｘ̇Ｂ

２
） ２＋ｍ（ηＬ） ２

２４
（
ｘ̇Ｂ－ｘ̇Ａ

ηＬ
） ２

＝ ｍ
８
（ ｘ̇Ａ＋ｘ̇Ｂ） ２＋ｍ

２４
（ ｘ̇Ｂ－ｘ̇Ａ） ２

Ｖ＝ １
２
ｋ１［ｘＡ＋

（ｘＢ－ｘＡ）（η－１）
２η

］ ２＋

１
２
ｋ２［ｘＡ＋

（ｘＢ－ｘＡ）（η＋１）
２η

］ ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１７）

由此可得到系统的质量矩阵和刚度矩阵：

Ｍ＝ ｍ
６

２ １
１ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｋ＝ １
４η２

ｋ１（η＋１）２＋ｋ２（η－１）２ （ｋ１＋ｋ２）（η２－１）

（ｋ１＋ｋ２）（η２－１） ｋ１（η－１）２＋ｋ２（η＋１）２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（１８）

以下针对两个弹簧刚度是否相同进行讨论．
（１）若两个弹簧刚度相等，记为 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ｋ，则

式（１８）简化为：

Ｍ＝ ｍ
６

２ １
１ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｋ＝ ｋ
２η２

η２＋１ η２－１
η２－１ η２＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１９）

此时系统左右对称， 具有对称固有振型 φｓ ＝

［１ １］ Ｔ 和反对称固有振型 φａ ＝ ［１ －１］ Ｔ，通过

Ｒａｙｌｅｉｇｈ 商可得到相应的固有振动频率：

ωｓ ＝
φＴ

ｓ Ｋφｓ

φＴ
ｓ Ｍφｓ

＝ ２ｋ
ｍ

， ωａ ＝
φＴ

ａＫφａ

φＴ
ａＭφａ

＝ ６ｋ
ｍη２

（２０）
显然，反对称固有振型以刚性杆中心为节点，但其

对应的固有频率阶次取决于参数 η．
当 １≤η２ ＜３ 时，由式（２０）知 ω１ ＝ ωｓ ＜ωａ ＝ ω２，

即第二阶固有振型具有节点；当 η２＞３ 时，则有 ω１ ＝
ωａ＜ωｓ ＝ω２，即第一阶固有振型具有节点；这两种固

有振型如图 ４ 所示．不难验证，若 １≤η２＜３，则有 ｋ１２

＜ｍ１２ω２
１；若 η２＞３，则有 ｋ１２＞ｍ１２ω２

２ ．它们分别满足 ２．１
节中两个固有频率不同时情况 ｂ 给出的条件 ｋ１２ ＜
ｍ１２ω２

２ 和 ｋ１２＞ｍ１２ω２
１，各自落在图 ３ 中仅有横线的区

域和仅有竖线的区域．
当 η２ ＝ ３ 时，系统具有重固有频率 ωａ ＝ ωｓ ＝

２ｋ ／ ｍ ，固有振型可取为任意两个线性无关的非

零向量，节点具有任意性．
（２）若两个弹簧刚度不等，不妨约定 ０＜ｋ１ ＜ｋ２ ．

为了讨论方便，取 η２ ＝ ３，则系统质量矩阵和刚度矩

阵分别为：

Ｍ＝ ｍ
６

２ １
１ ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｋ＝ １
６

ｋ１（２＋ ３）＋ｋ２（２－ ３） ｋ１＋ｋ２

ｋ１＋ｋ２ ｋ１（２－ ３）＋ｋ２（２＋ ３）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

（２１）
系统的两个固有模态为：

ω１ ＝ ２ｋ１ ／ ｍ ，φ１ ＝［１＋ ３ １－ ３ ］
Ｔ

ω２ ＝ ２ｋ２ ／ ｍ ，φ２ ＝［１－ ３ １＋ ３ ］
Ｔ{ （２２）

这两个固有振型均有节点，且节点分别是右弹簧、
左弹簧与刚性杆的连接点．正因为如此，第一阶、第
二阶固有频率分别与右弹簧刚度、左弹簧刚度无
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关．可以验证，此时 ｍ１２ω２
１ ＝ ｋ１ ／ ３， ｍ１２ω２

２ ＝ ｋ２ ／ ３， ｋ１２ ＝
（ｋ１＋ｋ２） ／ ６，满足 ２．１ 节中两个固有频率不同时情

况 ｂ 给出的条件 ０＜ｍ１２ω２
１＜ｋ１２ ＜ｍ１２ω２

２，落在图 ３ 中

既有横线、又有竖线的区域里．因此，这两个固有振

型均有节点．
注解 １：虽然此处讨论一个简化的两自由度系

统，但它对于采用空气弹簧作为支承的飞机地面振

动试验具有参考价值．相对于空气弹簧的刚度而

言，飞机刚度高许多，试验中测量到的前两阶固有

振动，就是空气弹簧支承飞机在铅垂面内的刚体运

动．若空气弹簧的间距足够大，则第 １ 阶固有振型

无节点，第 ２ 阶固有振型有 １ 个节点；第 ３ 阶固有

振型近似于飞机在自由状态下最低频率的弯曲固

有振型，有 ２ 个节点；更高阶固有振型的节点数可

依次类推．显然，若空气弹簧的间距过小，则前两阶

固有振型出现节点的顺序会颠倒．
注解 ２：本节的一般性分析和案例分析说明，

两自由度系统的固有振型节点规律远比人们通常

的认识要复杂．特别当系统具有惯性耦合或重固有

频率时，已超出了 Гантмахер 和 Крейн 的研究结果

范畴．

３　 固有振型节点的可设计性

当系统自由度数超过 ２ 之后，很难再按 ２．１ 节

的思路去分析固有振型的节点问题．本节分析一类

多自由组合系统的固有振型节点问题，试图说明其

固有振型的节点可设计性．

图 ５　 ｎ＋１ 自由度组合系统

Ｆｉｇ．５　 Ａ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｎ＋１ ｄｅｇｒｅｅｓ ｏｆ ｆｒｅｅｄｏｍ

考察图 ５ 所示组合系统 Ｓ≡Ｓ１∪Ｓ２ 的固有振

动问题．其中，Ｓ１ 是 ｎ 自由度系统，其阻抗矩阵为

Ｂｎ（ω）≡［ｂｉｊ（ω）］∈Ｒｎ×ｎ；Ｓ２ 是具有重固有频率 ω０

的两自由度系统，其质量矩阵为 Ｍ≡［ｍｉｊ］∈Ｒ２×２，
根据式（１６）知对应的阻抗矩阵可表示为：

Ａ（ω）≡［ａｉｊ（ω）］ ＝（ω２
０－ω２）Ｍ （２３）

在组合系统 Ｓ 中，约定将 Ｓ１ 的第 １ 个自由度 ｘ１ 与

Ｓ２ 的第 ２ 个自由度 ｙ２ 刚性对接，故组合系统的阻

抗矩阵为：
Ｚｎ＋１（ω）＝
ａ１１（ω） ａ１２（ω） ０ … ０

ａ２１（ω） ａ２２（ω）＋ｂ１１（ω） ｂ１２（ω） … ｂ１ｎ（ω）

０ ｂ２１（ω） ｂ２２（ω） … ｂ２ｎ（ω）

… … … … …
０ ｂｎ１（ω） ｂｎ２（ω） … ｂｎｎ（ω）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

∈Ｒ（ｎ＋１）×（ｎ＋１） （２４）
根据行列式的 Ｌａｐｌａｃｅ 展开公式，可由式（２３）

得到组合系统的固有频率方程：
ａ１１（ω）ｄｅｔＢｎ（ω）＋ｄｅｔＡ（ω）·ｄｅｔＢｎ－１（ω）＝ ０

（２５）
将式（２３）代入上式，得到：
　 （ω２

０－ω２）［ｍ１１ｄｅｔＢｎ（ω）＋ｄｅｔＭ·ｄｅｔＢｎ－１（ω）］ ＝ ０

（２６）
这说明，ω０ 是组合系统的一个固有频率．注意到该固

有频率对应的固有振型因子 Ｚｎ（ω０）中第一列全为零，

故可将相应的固有振型取为 φ０ ＝［１ ０ … ０］Ｔ∈

Ｒｎ＋１．显然，该固有振型有 ｎ 个节点，组合系统发生

这阶固有振动时，仅原 Ｓ２ 的第 １ 个广义坐标运动，
而组合系统其余部分静止．那么该固有振型是否组

合系统的第 ｎ＋１ 固有振型呢？ 答案是无法肯定．以
下对该问题进行分析．

根据式（２６），组合系统的其余 ｎ 个固有频率

满足方程：
ｄｅｔＢｎ（ω）＋ｍ

－１
１１（ω２

０－ω２）ｄｅｔＭ·ｄｅｔＢｎ－１（ω）＝ ０

（２７）
如果引入 ｍｅ≡ｍ－１

１１ ｄｅｔＭ，ｋｅ≡ｍ－１
１１ ω２

０ｄｅｔＭ，则该

方程等价于：

ｄｅｔ

ｂ１１（ω）＋（ｋｅ－ｍｅω２） ｂ１２（ω） ｂ１３（ω） … ｂ１ｎ（ω）

ｂ２１（ω） ｂ２２（ω） ｂ２３（ω） … ｂ２ｎ（ω）

ｂ３１（ω） ｂ３２（ω） ｂ３３（ω） … ｂ３ｎ（ω）

… … … … …
ｂｎ１（ω） ｂｎ２（ω） ｂｎ３（ω） … ｂｎｎ（ω）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝ ０ （２８）
它描述对 Ｓ１ 作如下修改后系统 Ｓ′１ 的固有振动：即
在 Ｓ１ 的第 １ 个自由度上附加质量 ｍｅ 并在该自由

度与固定边界之间插入一个刚度为 ｋｅ 的弹簧．根据
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对振动系统附加质量及约束的固有频率分割定

理［１１］，Ｓ１ 的固有频率在附加质量 ｍｅ 后由 ωｒ 降为

ω～ ｒ，而附加弹簧 ｋｅ 后又由 ω～ ｒ 升高为 ω～ ｒ，它们彼此

满足如下不等式：

　
０≤ω～ １≤ω１≤ω～ ２≤ω２≤…≤ω～ ｎ－１≤ωｎ－１≤ω～ ｎ≤ωｎ

０≤ω～ １≤ω～ １≤ω～ ２≤ω～ ２≤…≤ω～ ｎ－１≤ω～ ｎ－１≤ω～ ｎ≤ω～ ｎ
{

（２９）
由此可得到：

ω～ １≤ω２，ωｒ－１≤ω～ ｒ≤ωｒ＋１，ｒ＝ ２，．．．．，ｎ－１ （３０）
这说明组合系统的固有频率 ω～ ２ 到 ω～ ｎ－１介于系统 Ｓ１

的固有频率 ω１ 到 ωｎ 之间．所以，若选取两自由度

系统的固有频率 ω０ 满足 ω１≤ω０≤ωｎ，则组合系统

固有振型 φ０ 对应的固有频率 ω０ 将位于该频段．因
此，具有 ｎ 个节点的固有振型可以是组合系统的第 ２
阶到第 ｎ 阶固有振型中的某一个，而未必是第 ｎ＋１
固有振型．

注解 １：由于两自由度系统 Ｓ２ 具有重频，故存

在使其第 ２ 个广义坐标为零的固有振型，且 Ｓ２ 与

Ｓ１ 耦联后可保持该固有振型不变．即组合系统以 Ｓ２

的固有频率振动时，Ｓ１ 的各自由度均保持静止，而
仅有 Ｓ２ 的第 １ 个自由度发生振动．

注解 ２：这种固有振型与 Ｓ１ 的具体形式无关，
所以可选择适当的 Ｓ２，使该阶固有振动发生在所

需频段上，而且是 Ｓ２ 的局部振动．这种振动模式有

别于将 Ｓ２ 设计为动力减振器，使 Ｓ１ 在 Ｓ２ 的联结点

处发生反共振．事实上，当组合系统反共振时，Ｓ１ 的

其它自由度依然振动．
注解 ３：如果将 ２．２ 节中的案例作为 Ｓ２ 并且取

η２ ＝ ３，则 Ｓ２ 具有重固有频率，可验证上述结论．

４　 结论

（１）系统固有振型是一个几何量，但其研究和

计算需要借助系统广义坐标．对于作一维振动的链

式系统，可选取指向一致的广义坐标系，进而根据

Гантмахер 和 Крейн 的理论来判断特征向量的相

邻分量是否变号，再结合广义坐标来确定固有振型

是否有节点．对于链式系统，有必要检查节点是否

出现在端点广义坐标原点的外侧．
（２）具有广泛影响的 Гантмахер 和 Крейн 理

论的应用范围并非所有线性系统，甚至并非所有链

式系统；尤其当系统存在惯性耦合时，该理论可能

会失效．如果系统具有重固有频率，则该理论必然

失效．
（３）对两自由度系统的固有振型研究表明，其

两个固有振型可能均无节点，或均有节点，甚至可

能其中任意一个有节点．
（４）将具有重固有频率的两自由系统与任意

的多自由度系统相耦合，可使组合系统在原两自由

度系统上产生局部共振，而原多自由度系统静止，
从而人为设计组合系统的固有振型阶次与节点数

目的关系．
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