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ＣＧ 伪谱法在欠驱动航天器姿态机动最优控制中

的应用∗

石青鑫　 戈新生†

（北京信息科技大学机电工程学院， 北京　 １００１９２）

摘要　 使用 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｇａｕｓｓ（ＣＧ）伪谱法研究带动量轮和推力器的欠驱动航天器姿态最优控制问题．基于欧

拉姿态角和动量矩定理导出两类航天器姿态运动模型， 采用 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积分近似得到性能指标函数中

的积分项，应用重心拉格朗日插值逼近状态变量和控制变量，将连续最优控制问题离散为具有代数约束的

非线性规划（ＮＬＰ）问题，通过序列二次规划（ＳＱＰ）算法求解．数值仿真结果表明，对两类欠驱动航天器的姿

态机动最优控制均能达到设计控制要求，得到的姿态最优曲线与验证得到的曲线几乎完全重叠．

关键词　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｇａｕｓｓ 伪谱法，　 欠驱动航天器，　 姿态机动，　 最优控制
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引言

欠驱动航天器是指仅依靠两个执行机构控制

实现姿态机动的航天器．Ｃｒｏｕｃｈ［１］ 研究了欠驱动航

天器的可控性，证明了在系统的动量矩等于零时，
欠驱动航天器可控．Ｍｏｒｉｎ［２］ 设计了指数收敛的时

变状态反馈稳定控制器，实现了欠驱动航天器的姿

态稳定控制．戈新生等［３］利用 Ｒｉｔｚ 理论和粒子群算

法，研究了带有两动量轮的欠驱动航天器和太阳帆

板展开过程的姿态控制问题．王冬霞等［４］ 利用分层

滑模控制方法，为带两个控制执行机构的欠驱动刚

体航天器的姿态控制系统设计了一种三轴稳定控

制器．庄宇飞等［５］应用伪谱法解决了欠驱动刚性航

天器的时间最优轨迹规划问题，表明伪谱法能够较

好地满足各种约束条件，而且计算精度高、速度快，
具有良好的实时性．近年来，伪谱法越来越成为解

决最优控制问题（ＯＣＰ）和非线性方程的重要方法，
其根本原因是 ＮＬＰ 问题的 Ｋａｒｕｓｈ⁃Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ
（ＫＫＴ）条件与离散的哈密顿边值问题的一阶最优

条件等价得到了证明［６］ ．伪谱法主要包括 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
伪谱法、Ｇａｕｓｓ 伪谱法、Ｒａｄａｕ 伪谱法、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪

谱法，其中 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 伪谱法和 Ｇａｕｓｓ 伪谱法使用较

为普遍．唐小军等［７］ 提出以 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｇａｕｓｓ（ＣＧ）
伪谱法解决 ＯＣＰ 的直接轨迹优化，严格推导了约

束乘子估计与 ＮＬＰ 问题的 ＫＫＴ 条件的等价性．
航天器的姿态机动可以通过喷气推力器或动

量轮实现．使用 ＣＧ 伪谱法研究欠驱动航天器姿态

最优控制问题，采用 ＣＧ 配置点，利用 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃
Ｃｕｒｔｉｓ 积分近似得到性能指标函数中的积分项，并
用快速傅里叶变换（ＦＦＴ）以快速有效计算相应的

积分权；为提高计算效率和数值稳定性，应用重心

拉格朗日插值代替经典的拉格朗日插值去逼近状

态变量和控制变量，并采用三角函数来减小计算配

点数较大时的状态微分矩阵带来的误差，将连续

ＯＣＰ 离散为具有代数约束的参数优化 ＮＬＰ 问题，
再通过 ＳＱＰ 算法求解得到控制输入的规律．通过数

值仿真得出，对两类欠驱动航天器的姿态最优控制

均能达到设计的零边界控制要求，得到的姿态最优

曲线与反向验证得到的曲线几乎完全重叠．

１　 欠驱动航天器模型

设航天器系统由一个航天器主体 Ｂ 及两个动

量轮 Ｗｉ（ ｉ＝ １，２）组成，并且两轮的自转轴分别与航

天器主体的前两个主轴重合（如图 １ 所示），动量
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轮质心为 Ｃ ｉ（ ｉ＝ １，２） ．以航天器系统质心建立惯性

系（Ｏ⁃ＸＹＺ），以动量轮的质心建立连体坐标系分别

为（Ｏｉ －ｘｉｙｉｚｉ） （ ｉ ＝ １，２），并设 ｘ１，ｙ２ 分别为两动量

轮的自转轴．

图 １　 带两动量轮的欠驱动航天器简化图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ

ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｈｅｅｌｓ

使用欧拉角 ψ，θ，φ 分别代表偏航向角，俯仰

角，滚动角，以 ３－２－１ 次序旋转，得到方向矩阵［８］

Ｒ＝
ｃθｃψ ｃθｓψ －ｓθ

ｓφｓθｃψ－ｃφｓψ ｓφｓθｓψ＋ｃφｃψ ｓφｃθ
ｃφｓθｃψ＋ｓφｓψ ｃφｓθｓψ－ｓφｃψ ｃφｃθ
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（１）

式中 ｓｉｎ（∗）＝ ｓ∗，ｃｏｓ（∗）＝ ｃ∗，航天器姿态运动

学方程为［９，１０］：
Ｒ̇＝ 􀭾ωＲ （２）

其中 ω＝ ω１，ω２，ω３[ ] Ｔ 表示航天器系统相对惯性

坐标系的旋转角速度沿三个坐标轴的投影分量．􀭾ω
表示 ω 的三阶反对称矩阵：

􀭾ω＝

０ －ω３ ω２

ω３ ０ －ω１

－ω２ ω１ ０
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（３）

将式（２）展开可得以欧拉角描述姿态的运动

学方程：
φ̇＝ω１＋（ω２ｓｉｎφ＋ω３ｃｏｓφ）ｔａｎθ

θ̇＝ω２ｃｏｓφ－ω３ｓｉｎφ

ψ̇＝（ω２ｓｉｎφ＋ω３ｃｏｓφ）ｓｅｃθ
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（４）

设航天器系统对质心 Ｏ 的总动量矩为 Ｈ，可
表示为：

Ｈ ＝ ＪＢω ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
ＪＷｉ

ω ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
ＪＣｉ

Ωｉ （５）

其中 ＪＢ ＝ｄｉａｇ（ＪＢ１，ＪＢ２，ＪＢ３）和 ＪＷｉ
分别为航天器主

体、两动量轮对质心 Ｏ 转动惯量矩阵，ＪＣｉ
为动量轮

对其质心的转动惯量矩阵，Ωｉ 为动量轮相对航天

器主体转动角速度矢量．
由于动量轮相对航天器主体作定轴转动，式

（５）右侧第三项可简化为：

∑
２

ｉ ＝ １
ＪＣｉ

Ωｉ ＝ ∑
２

ｉ ＝ １
ＪｉΩｉｗ^ｉ （６）

其中 Ｊｉ 为动量轮对其自转轴的转动惯量，Ωｉ 为动

量轮自转角速度，ｗ^ｉ 为动量轮所在转轴的单基矢

量，ｗ^１ ＝［１，０，０］ Ｔ，ｗ^２ ＝ ［０，１，０］ Ｔ，将式（６）代入式

（５）得：

Ｈ ＝ Ｊω ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
ＪｉΩｉｗ^ｉ （７）

其中 Ｊ 为航天器系统对质心 Ｏ 的转动惯量矩阵，表
示如下：

Ｊ ＝ ＪＢ ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
ＪＷｉ

（８）

根据动量矩定理有：
Ｈ̇＋Ｍ＝ ０ （９）

式中 Ｍ 表示施加在系统质心的外力矩，将式（７）对
时间求导：

Ｈ̇ ＝ Ｊ̇ω ＋ Ｊω̇ ＋ ω × Ｊω ＋

∑
２

ｉ ＝ １
Ｊｉ（ Ω̇ｉｗ^ｉ ＋ Ωｉω × ｗ^ｉ） （１０）

应注意到航天器主体和各动量轮的转动惯量在连

体系坐标轴的投影不随时间发生变化，即 Ｊ̇ ＝ ０，联
立式（９）和式（１０）可得航天器系统姿态运动的动

力学方程：

Ｊω̇ ＝－ ω × Ｊω －∑
２

ｉ ＝ １
Ｊｉ（ Ω̇ｉｗ^ｉ ＋ Ωｉω × ｗ^ｉ） － Ｍ

＝－ 􀭾ω（Ｊω ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
ＪｉΩｉｗ^ｉ） － ∑

２

ｉ ＝ １
ＪｉΩ̇ｉｗ^ｉ － Ｍ

（１１）
当航天器系统以动量轮作为执行机构时，式

（１１）中 Ｍ＝ ０，此时令动量轮的角加速度作为系统

的控制变量，即：
Ω̇ｉ ＝Ｔｉ， ｉ＝ １，２ （１２）

则带动量轮的欠驱动航天器系统动力学模型为：
Ｊω̇＝ －􀭾ω（Ｊω＋ＶΩ）－ＶΩ̇

Ω̇１ ＝Ｔ１

Ω̇２ ＝Ｔ２
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（１３）
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其中：
Ｖ＝ Ｊ１ｗ^１，Ｊ２ｗ^２[ ]

Ω＝ Ω１，Ω２[ ] Ｔ

Ω̇＝ Ω̇１，Ω̇２[ ] Ｔ ＝ Ｔ１，Ｔ２[ ] Ｔ （１４）
该系统对应的状态变量为：
ｘ＝ φ，θ，ψ，ω１，ω２，ω３，Ω１，Ω２[ ] Ｔ

当航天器系统通过喷气推力器驱动时，式（８）
中 ＪＷｉ

为零，式（１１）中 Ｊｉ，Ωｉ，ｗ^ｉ 均为零．将推力器

提供的控制力矩视作 Ｍ， Ｍ ＝ ［Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３］ Ｔ，假设

航天器主体坐标系第三主轴为欠驱动轴 （即 Ｍ３ ＝
０），令 Ｍ１，Ｍ２ 为系统的控制变量，联立式（８）和式

（１１），并展开，得带推力器的航天器动力学模型

为：

ω̇１ ＝
ＪＢ２－ＪＢ３

ＪＢ１
ω２ω３＋

Ｍ１

ＪＢ１

ω̇２ ＝
ＪＢ３－ＪＢ１

ＪＢ２
ω１ω３＋

Ｍ２

ＪＢ２

ω̇３ ＝
ＪＢ１－ＪＢ２

ＪＢ３
ω１ω２

ì
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ï
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ï

（１５）

该系统对应的状态变量为：
ｘ＝ φ，θ，ψ，ω１，ω２，ω３[ ] Ｔ

２　 欠驱动航天器姿态最优控制问题

为使欠驱动航天器既实现期望的姿态位置，又
满足执行工作任务的其它要求（譬如运行时间最

短、消耗燃料最少等），最优控制问题由此而生，在
此选取 Ｂｏｌｚａ 形式的最优控制：

ｍｉｎＪ ＝ Φ（ｘ（ ｔ０），ｔ０，ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＋

∫ｔ ｆ
ｔ０
ｇ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ）ｄｔ

ｓ．ｔ．　 ｘ̇（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ） ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］

φ（ｘ（ ｔ０），ｔ０，ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＝ ０

Ｃ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ） ≤ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１６）
上述方程依次代表：性能指标函数、状态约束

方程、边界约束方程和路径约束方程．其中 ｘ∈ℝ ｎ

为状态变量，用 ｕ∈ℝ ｍ 代表上文提到的控制变量

Ω̇ 和 Ｍ，ｔ 为实际任意时间，ｔ０ 为实际初始时间，ｔｆ
为实际终端时间．函数 Φ 和 ｇ 是标量，ｆ∈ℝ ｎ 为 ｎ
维向量函数，φ∈ℝ ｑ 为 ｑ 维向量函数，Ｃ∈ℝ ｃ 为 ｃ
维向量函数．

根据可控性秩条件（Ｃｈｏｗ 定理） ［１１］可知：控制

系统存在一个满秩可控性李代数，原则上能求解系

统的姿态机动问题．设控制系统存在最优解 ｕ∗∈
Ｌ２（［ ０， Ｔ］），其中 Ｌ２ （［ ０， Ｔ］） 为可测向量函数

ｕ（ ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］构成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间．根据最优控制

原理，选取优化指标为：

Ｊ（ｕ） ＝ ∫Ｔ
０
〈ｕ，ｕ〉ｄｔ （１７）

对于带动量轮的航天器，给定系统初末位形、
角速度和动量轮的角速度，即 ｘ０，ｘｆ∈ℝ ８；而对于

带推力器的航天器，给定初末位形和角速度，即
ｘ０，ｘｆ∈ℝ ６ ．通过目标函数寻求控制输入 ｕ（ ｔ）∈
ℝ ２，ｔ∈［０，Ｔ］ Ｔ，从而可确定系统从 ｘ０ 机动到 ｘｆ 的

姿态运动轨迹．控制航天器的执行机构在启动和关

闭瞬间的控制值应均为零，即 ｕ０ ＝ｕｆ ＝ ０．另外，控制

值不可能无限大，应设置最大值，因此还需考虑

ｕ ∞ ≤ｕｍａｘ ．

３　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｇａｕｓｓ 伪谱法

ＣＧ 伪谱法通过一系列变换将连续最优控制问

题离散为具有代数约束的 ＮＬＰ 问题．
首先进行时域变换，需要引入新的时间变量

τ∈［－１，１］，将时间区间［ ｔ０，ｔｆ］转换为［－１，１］，定
义时间变量 ｔ 为：

ｔ＝
ｔ０＋ｔｆ
２

－
ｔ０－ｔｆ
２

τ （１８）

其次对状态变量与控制变量作如下处理．取 Ｋ
个 ＣＧ 点以及 τ０ ＝ －１ 作为 ＣＧ 伪谱法的节点，其中

ＣＧ 点［１２］的定义为：

τｉ ＝ｃｏｓ （Ｋ＋１－ｉ）π
Ｋ＋１

é

ë
êê

ù

û
úú ，ｉ＝ １，２，…，Ｋ （１９）

ＣＧ 点在区间（－１，１）上的分布特点为两端稠密，中
间稀疏，能有效抑制拉格朗日插值时两端容易出现

的 Ｒｕｎｇｅ 现象．用此 Ｋ＋１ 个节点构造拉格朗日插值

多项式，并以此为基函数来逼近状态变量有：

ｘ（τ） ≈ Ｘ（τ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｌｉ（τ）Ｘ（τ ｉ） （２０）

为提高计算效率和数值稳定性，采用重心拉格

朗日插值［１３］：

Ｌｉ（τ） ＝

ξ ｉ

τ － τ ｉ

∑
Ｋ

ｊ ＝ ０

ξ ｊ

τ － τ ｊ

，ｉ ＝ ０，１，…，Ｋ （２１）

３７１
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其中重心权 ξｉ 的定义为：

ξｉ ＝
１

∏
Ｋ

ｊ＝０，ｊ≠ｉ
（τｉ－τ ｊ）

，ｉ＝ ０，１，…，Ｋ （２２）

对于式（２２），在数值计算 τｉ－τ ｊ 时会产生浮点

误差［１３］，为避免误差作如下处理，设：

ξｉ′＝
１

∏
Ｋ＋１

ｊ＝０，ｊ≠ｉ
（τｉ－τ ｊ）

＝
（－１） Ｋ＋１－ｉ

２
，ｉ＝ ０，Ｋ＋１

（－１） Ｋ＋１－ｉ，ｉ＝ １，２，…，Ｋ

ì

î

í

ïï

ïï

（２３）
考虑到 τＫ＋１ ＝ １，由式（２２）和（２３）可得：

ξｉ ＝（τｉ－τＫ＋１）ξｉ′

＝
（τ０－１）ξ０′＝ －２ξ０′，ｉ＝ ０

ｃｏｓ （Ｋ＋１－ｉ）π
Ｋ＋１

é

ë
êê

ù

û
úú －１

é

ë
êê

ù

û
úú ξｉ′，ｉ＝ １，２，…，Ｋ

ì

î

í

ïï

ïï

＝
（－１） Ｋ，ｉ＝ ０

（－１） Ｋ－ｉ２ｓｉｎ２ （Ｋ＋１－ｉ）π
２（Ｋ＋１）

é

ë
êê

ù

û
úú ，ｉ＝ １，２，…，Ｋ

ì

î

í

ïï

ïï

（２４）
由于 ＣＧ 伪谱法中没有用到控制变量的导数，

所以其近似比对状态变量的近似要简单．ＣＧ 伪谱

法以 ＣＧ 点作为节点，以 Ｋ 个重心拉格朗日插值多

项式 􀭹Ｌｉ（τ）（ ｉ ＝ １，…，Ｋ）为基函数来逼近控制变量

有：

ｕ（τ） ≈ Ｕ（τ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ １

􀭹Ｌｉ（τ）Ｕ（τ ｉ） （２５）

基于时域变换、状态变量与控制变量的近似变

换，式（１６）写作：
ｍｉｎＪ ＝ Φ（Ｘ（ － １），ｔ０，Ｘ（１），ｔｆ） ＋

ｔｆ － ｔ０
２ ∫１

－１
ｇ（Ｘ（τ），Ｕ（τ），τ）ｄτ

ｓ．ｔ．　 Ｘ̇（τ） ＝
ｔｆ － ｔ０

２
ｆ（Ｘ（τ），Ｕ（τ），τ）

φ（Ｘ（ － １），ｔ０，Ｘ（１），ｔｆ） ＝ ０

Ｃ（Ｘ（τ），Ｕ（τ），τ） ≤ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２６）
然后将运动学与动力学微分方程进行离散，在

ＣＧ 伪谱法中，由全局正交多项式近似状态变量，可
通过对式（２０）求导来近似得到：

ｘ̇（τ ｋ） ≈ Ｘ̇（τ ｋ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｌ̇ｉ（τ ｋ）Ｘ（τ ｉ） （２７）

式中 τｋ 为 ＣＧ 点．文中采用重心拉格朗日插

值，因此微分矩阵 Ｄ∈ＲＫ×（Ｋ＋１） 表示如下，该矩阵具

有较好的数值稳定性［１４］：

Ｄｋｉ ＝ Ｌ̇ｉ（τ ｋ） ＝

ξ ｉ

ξ ｋ（τ ｋ － τ ｉ）
，ｋ ≠ ｉ

－ ∑
Ｋ

ｊ ＝ ０，ｊ≠ｋ
Ｄｋｊ，ｋ ＝ ｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２８）

式中 ｋ＝ １，…，Ｋ，ｉ＝ ０，…，Ｋ．联立式（２７）、（２８）以及

（２６）中的状态约束方程，得到离散方程：

∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
ＤｋｉＸ（τ ｉ） －

ｔｆ － ｔ０
２

ｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τ ｋ；ｔ０，ｔｆ） ＝ ０

（２９）
再将终端状态约束离散化，由于式（２６）中包

含了终端状态约束，而式（２０）的时间区间为［ －１，
１），因而状态变量的离散表达式中未包含末端时间

节点 Ｘ（τｆ），对（１６）中的状态约束方程在区间［ －

１，１］上积分：

∫１
－１
ｘ̇（τ）ｄτ ＝

ｔｆ － ｔ０
２ ∫１

－１
ｆ（ｘ（τ），ｕ（τ），τ）ｄτ

（３０）
将式（３０）左边展开得：

　 ∫１
－１
ｘ̇（τ）ｄτ ＝ ∫１

－１
∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｌ̇ｉ（τ）Ｘ（τ ｉ）ｄτ

＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｘ（τ ｉ）（∫１

－１
Ｌ̇ｉ（τ）ｄτ） ＝ Ｘｆ － Ｘ０

（３１）
对式（３１）中的积分项采用 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积

分［１５］求其近似值：

∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｘ（τ ｉ）（∫１

－１
Ｌ̇ｉ（τ）ｄτ）

＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｘ（τ ｉ）

é

ë
ê
ê∑

Ｋ

ｋ ＝ １
μ ｃｃ

ｋ Ｌ̇ｉ（τ ｋ）
ù

û
ú
ú

＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｘ（τ ｉ）∑

Ｋ

ｋ ＝ １
μ ｃｃ

ｋ Ｄｋｉ ＝ Ｘｆ － Ｘ０ （３２）

其中 μｃｃ
ｋ 为 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积分权，可采用 ＦＦＴ 计

算［１６］得到：

μｃｃ
ｋ ＝

Ｆ－１
Ｋ＋１ｖｋ＋

ｃｋ（－１） ｋ

（Ｋ＋１） ２－１
， Ｋ 为偶数

Ｆ－１
Ｋ＋１ｖｋ＋

ｃｋ （－１） ｋ

（Ｋ＋１） ２ ｃｏｓ（
ｋπ
Ｋ＋１

）， Ｋ 为奇数

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３３）

式中 Ｆ－１
Ｋ＋１表示 ＦＦＴ 的逆变换，ｃｋ， ｖｋ 分别表示如下：

ｃｋ ＝
１， ｋ＝ ０ 或者（Ｋ＋１）
２， 其他{ （３４）
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ｖｋ ＝
２

１－４ｋ２，ｋ＝ ０，１，…， Ｋ＋１
２

é

ë
êê

ù

û
úú －１

ｖ［（Ｋ＋１） ／ ２］ ＝
Ｋ－２

２［（Ｋ＋１） ／ ２］－１
，

ｖＫ＋１－ｋ ＝ ｖｋ，ｋ＝ １，２，…， Ｋ
２

é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（３５）

同样利用 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积分方法将指标函

数离散化，近似式（２６）中的性能指标函数，可得：
Ｊ ＝ Φ（Ｘ０，ｔ０，Ｘｆ，ｔｆ） ＋

ｔｆ － ｔ０
２ ∑

Ｋ

ｋ ＝ １
μ ｃｃ

ｋ ｇ（Ｘｋ，Ｕｋ，τ ｋ；ｔ０，ｔｆ）

（３６）
考虑到系统模型有两个控制变量，即 Ｕ１Ｋ，Ｕ２Ｋ ∈
ℝ Ｋ，再根据式（１７），式（３６）变为：

Ｊ＝
ｔｆ－ｔ０
２

·（μ ｃｃ） Ｔ·（Ｕ２
１Ｋ＋Ｕ２

２Ｋ） （３７）

其中 μ ｃｃ为 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积分权向量．设置状态变

量和控制变量初末值及控制约束条件：
ｘ０－Ｘ０ ＝ ０，ｘｆ－Ｘｆ ＝ ０；
ｕ０－Ｕ０ ＝ ０，ｕｆ－Ｕｆ ＝ ０； Ｕ ∞ ≤Ｕｍａｘ （３８）

式中 Ｘ０，Ｘｆ 分别代表近似状态变量的初末值，相应

的控制变量初末值分别为 Ｕ０，Ｕｆ ．Ｕｍａｘ为控制变量

的最大值．
至此，基于 ＣＧ 伪谱法的最优控制问题转化为

ＮＬＰ 问题，即在满足式（２９）、（３２）和式（３８）的约束

条件下寻求最优控制输入以使式（３７）取得最小值．

４　 数值仿真

取系统质量几何参数为［１７］：
ＪＢ ＝ｄｉａｇ（８６．２１５，８５．０７，１１３．５６５）ｋｇ·ｍ２

ＪＷ１
＝ｄｉａｇ（０．５，０．４５，０．４５）ｋｇ·ｍ２

ＪＷ２
＝ｄｉａｇ（０．４５，０．５，０．４５）ｋｇ·ｍ２

Ｊ１ ＝ Ｊ２ ＝ ０．５ｋｇ·ｍ２

假设欠驱动航天器系统进行 ｒｅｓｔ⁃ｔｏ⁃ｒｅｓｔ 的姿

态机动，设置机动时间为 ２０ｓ，给定航天器姿态角

ψ，θ，φ 的初始值依次为 ０，０，０，末端值为 ０，π ／ ６，０，
控制输入初始和终端值均为零．优化算法采用从可

行解到最优解的串行优化策略，可行解选取 ＣＧ 点

个数为 ６ 个，最优解选取 ＣＧ 点个数为 ６０ 个，根据

上文的理论公式，在内存为 ４． ０Ｇ， ＣＰＵ 频率为

２􀆰 １ＧＨｚ 的 Ｗｉｎｄｏｗｓ７ 操作系统中使用 ＭＡＴＬＡＢ
Ｒ２０１５ｂ 编程仿真．

带动量轮的欠驱动航天器姿态最优控制结果

如图 ２～图 ５ 所示．

图 ２　 带动量轮欠驱动航天器姿态角的机动曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ

ｗｉｔｈ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｈｅｅｌｓ

图中 ＣＧＰＭ 代表 ＣＧ 伪谱法．为验证文中姿态

优化曲线的合理性及有效性，将求解得到的图 ５ 中

的控制变量代入到状态方程式（４）和式（１３）中使

用 ｏｄｅ４５ 进行积分，积分后得出的状态变量结果如

图 ２～图 ４ 中的蓝色虚线所示，可以看出得到的积

分曲线与用 ＣＧ 伪谱法优化得到的曲线几乎是重

叠的，以图 ２ 姿态角 ψ 曲线图为例，观察其局部放

大图可以发现两曲线误差在 １０－２数量级，可以看出

该算法求解得到的姿态运动以及控制输入都是合

理且有效的．
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图 ３　 带动量轮欠驱动航天器姿态角速度的机动曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｏｐｔｉｍａｌ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ

ｗｉｔｈ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｈｅｅｌｓ

为直观体现 ＣＧ 伪谱法的优势，文中同时给出

采用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法计算的结果．Ｇａｕｓｓ 伪谱法的配

置点为 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ（ＬＧ）点；采用 Ｇａｕｓｓ 积分来

离散性能指标函数中的积分项；应用经典拉格朗日

插值去逼近状态和控制变量．Ｇａｕｓｓ 伪谱法同样采

用串行优化策略，可行解选取 ＬＧ 点个数为 ６ 个，
最优解选取 ＬＧ 点个数为 ６０ 个，状态和控制变量的

参数设置均与 ＣＧ 伪谱法的相同． ＣＧ 伪谱法和

Ｇａｕｓｓ 伪谱法可行解的初始猜测值均采用 ＭＡＴＬＡＢ
的随机函数生成，结果如表 １ 所示．表中的参数 Ｉｔｆ
和 Ｊｆ 分别表示可行解求解阶段的迭代次数以及目

标函数值；参数 Ｉｔｏ 和 Ｊｏ 则分别代表最优解求解阶

图 ４　 两动量轮转动角速度曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｏｐｔｉｍａｌ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｗｏ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｈｅｅｌｓ

图 ５　 最优控制输入（两动量轮角加速度）曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｆｏｒ ｔｗｏ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｈｅｅｌ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ
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段的迭代次数以及目标函数值；而参数 Ａｅ 和 ｔＣＰＵ则
分别表示最终的末端姿态最大误差以及 ＣＰＵ 总的

运行时间．表 １ 直观地表明，ＣＧ 伪谱法的目标函数

的可行解和最优解值均比 Ｇａｕｓｓ 伪谱法的小，求解

时间比 Ｇａｕｓｓ 伪谱法明显缩短．
表 １　 ＣＧ 伪谱法与 Ｇａｕｓｓ 伪谱法的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ ＣＧ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ

Ｇａｕｓｓ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ

Ｍｅｔｈｏｄ Ｉｔｆ Ｊｆ Ｉｔｏ Ｊｏ ｔＣＰＵ
ＣＧ １５ ０．０４９２ １１５ ３．０５９×１０４ １４０．１６５３

Ｇａｕｓｓ １５ ０．０６７３ １１５ ３．４３８×１０４ ２７９．２８５７

带推力器的欠驱动航天器姿态最优控制结果

如图 ６～图 ８ 所示．

图 ６　 带推力器欠驱动航天器姿态角的机动曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｗｉｔｈ ｔｈｒｕｓｔｅｒｓ

图 ７　 带推力器欠驱动航天器姿态角速度的机动曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｏｐｔｉｍａｌ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ

ｗｉｔｈ ｔｈｒｕｓｔｅｒｓ

从图 ６～图 ８ 中的曲线可看到，姿态角和姿态

角速度均可精确机动到预定的末端值，且相应的轨

迹曲线是光滑的．

５　 结论

本文利用 ＣＧ 伪谱法解决了带动量轮、推力器

两类欠驱动航天器姿态机动最优控制问题．基于

ＣＧ 伪谱法把系统的连续姿态运动规划转化成 ＮＬＰ
问题，再用求解非线性约束优化问题的 ＳＱＰ 算法

运算．通过对这两类模型的数值仿真，得到了系统

从初始姿态机动到终端姿态的运动轨迹，终端角速

度也达到了预定值，而且最优控制输入的初末值均
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图 ８　 推力器的最优控制输入（力矩）曲线

Ｆｉｇ．８　 Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｈｒｕｓｔｅｒｓ

等于零，可以说明该方法的可行性．将求得的最优

控制解代回系统的姿态运动方程中，利用数值积分

求解状态变量的结果，可以发现两种方法求解得到

的曲线几乎完全重叠，进而反向验证了 ＣＧ 伪谱法

对两类系统的姿态最优控制的合理性和有效性．另
外，使用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法进行仿真对比，看出 ＣＧ 伪

谱法的计算效率明显更高．
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