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基于拉格朗日描述的罐车内液体晃动模拟∗
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摘要　 基于拉格朗日描述的柔性多体系统动力学理论，采用绝对节点坐标有限元方法描述液体大变形运

动，开展铁路液罐车内液体晃动模拟研究．本方法能够模拟液体自由表面的连续性变化，并适用于研究具有

复杂外形容器的内部液体晃动问题．基于流体力学牛顿体基础理论，推导液体粘性方程和满足体积不可压缩

的条件方程；采用基于绝对节点坐标方法描述的实体单元进行液体网格划分；采用罚函数方法描述液体与

罐体之间的接触关系，组建液体⁃罐体耦合多体系统动力学方程．仿真计算液罐车内液体的横向和纵向晃动

行为，发现液体自由表面形状呈非线性变化，不同断面处的高度和形状不同．
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引言

液体晃动会影响货物运输安全，如公路、铁路

和航空运输中的液罐车以及海底运输管道等，主要

是由于液体自由表面发生非线性运动，对罐体施加

动态载荷．液体晃动行为研究起源于航空航天领

域，主要难点为容器和液体接触面之间的运动边界

条件模拟、液体自由表面的非线性运动模拟等．
Ａｂｒａｍｓｏｎ 等人基于线性弹簧振子模型研究了

航天器内储油箱的液体振动，分析具有不同罐体形

状内的液体晃动频率和振型，并给出接触作用力解

析表达式，指出液体第一阶晃动频率对系统影响最

大［１］ ．Ｒａｎｇａｎａｔｈａｎ 等人建立了单摆⁃固定质量块模

型，用单摆模拟液体一阶晃动效应，用固定质量块

模拟未参与晃动的部分液体，并应用于公路槽罐车

制动过程中的液体晃动行为［２，３］ ．文献［４，５］详细阐

述了等效模型研究进展，分析了不同建模方法和充

比液时重载槽罐车的倾覆性能．然而，这些典型的

等效物理模型过于简化，不能描述液体惯量和自由

表面的连续性变化．Ｃｅｌｅｂｉ 基于 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程

建立了连续非线性模型，研究带有隔板的矩形贮箱

内的液体晃动［６］ ． Ｉｂｒａｈｉｍ［７，８］ 总结了二十一世纪初

之前的液体晃动研究进展，明确了液体晃动的被动

控制方法以及其在结构振动抑制中的应用，讨论了

液体的非线性属性和结构非线性振动等编程实现

的困难．Ａｌｉａｂａｄｉ［９］ 对比了连续流体模型与弹簧振

子和单摆系统构成的等效模型的结果差异，分析了

液体自由液面的变化和动态惯量特性，这些都是等

效模型所不能实现的．文献［１０］总结了近期液固耦

合的建模手段和数值方法，并与试验数据对比分析

各自优缺点． Ｂｏｇｏｍａｚ［１１］ 和 Ｖｅｒａ 等人［１２］ 采用单摆

等效模型模拟液体，建立考虑液体晃动的三维车辆

系统动力学模型，分析车辆在启动、制动和连挂以

及过曲线时的车钩振动、车体加速度变化情况，指
出液体晃动对车辆承载和振动响应产生显著影响．
Ｗａｎｇ 等［１３］和 Ｗｅｉ 等［１４］ 较早地采用连续介质力学

方法模拟矩形贮箱内液体的晃动效应，可模拟液体

表面的连续性变化．
虚拟质量法将液体考虑为附加质量代入系统

质量阵，借助有限元软件计算当前液体质量，然后

通过插值得到任意时刻的液体质量，即做了线性叠

加假设［１５］ ．刘富等［１６］ 通过光滑粒子流体动力方法

研究矩形容器内隔板设置问题，合理设置隔板可有

效抑制液体晃动．等效力学模型需借助流体动力学

和有限元仿真等手段推算或拟合模型参数，并基于

线性假设组建车辆系统三维晃动模型，可提高计算
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效率，但仅适用于基本规律性研究，不能描述液体

自由表面和惯量的非线性变化［１７，１８］ ．
综上，有必要提出可适用于描述液体惯量连续

变化的非线性模型，并易于与车辆多体系统动力学

模型集成．Ｓｈａｂａｎａ 提出绝对节点坐标方法（Ａｂｓｏｌｕｔｅ
Ｎｏｄａｌ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ Ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ，ＡＮＣＦ），在全局坐标

系下用节点位失的梯度代替传统有限元中的转角

坐标，形成的柔性体质量矩阵为常数阵，在大变形

问题研究中具有高精度等特点［１９，２０］ ．
本文基于采用绝对节点坐标方法的柔性多体

系统动力学理论，提出一种液体晃动模拟新方法，
并应用于液罐车内的液体晃动问题．首先，基于流

体力学基础理论推导液体粘性方程和体积不可压

条件方程，然后，采用绝对节点坐标方法描述的实

体单元对液体进行网格划分，并通过罚函数描述液

体与罐体的接触作用，最后组建罐体⁃液体耦合多

体系统动力学模型，仿真研究液罐车内液体的横向

和纵向晃动行为．

１　 基于绝对节点坐标方法的柔性多体系统

１．１　 运动学描述

柔性体上任意点的空间位置矢量为 ｒ ＝ Ｓｅ［１９］，
其中，Ｓ 为形函数矩阵，包含柔性体的刚体运动模

态和柔性变形模态；ｅ 为定义在全局坐标系的节点

坐标，包含位置矢量和梯度矢量，表达式为 ｅ ＝
［ｒ ｒｘ ｒｙ ｒｚ］，且 ｒｘ ＝ Ｓｘｅ、ｒｙ ＝ Ｓｙｅ 和 ｒｚ ＝ Ｓｚｅ（Ｓｘ、
Ｓｙ 和 Ｓｚ 为形函数对坐标的偏导数） ．
１．２　 惯性力表达

由位置矢量对时间求导得速度和加速度矢量

ｒ̇＝Ｓｅ̇ 和 ｒ̈＝Ｓｅ̈，动能为 Ｔ ＝ １
２ ∫Ｖ ρ ｒ̇Ｔ ｒ̇ｄＶ， 其中 ρ 和 Ｖ

分别为单元在初始构型下的密度和体积，代入速度

矢量则运动能表示为：

Ｔ ＝ １
２
ｅ̇Ｔ ∫

Ｖ
ρＳＴＳｄＶ( ) ｅ̇ ＝ １

２
ｅ̇ＴＭｅ̇ （１）

式中， Ｍ ＝ ∫
Ｖ
ρＳＴＳｄＶ 为质量矩阵（常对称阵） ．

１．３　 弹性力表达

基于绝对节点坐标方法描述的柔性体刚度阵

为强非线性阵，可通过单元内部应变能函数对节点

坐标求偏 导 获 得． 应 变 能 一 般 表 达 式 为 Ｕ ＝
１
２ ∫Ｖｏε

ＴＥεｄＶ０， 其中，ε 为格林⁃拉格朗日应变张量

矩阵，Ｅ 为材料弹性系数矩阵，Ｖ０ 为单元初始构型

体积．则单元弹性力为：

Ｑ ｊ
ｓ ＝

∂Ｕ ｊ

∂ｅ ｊ ＝ －Ｋ（ｅ ｊ）·ｅ ｊ （２）

其中，单元刚度阵 Ｋ 为节点坐标的强非线性阵；格
林⁃拉格朗日应变张量 ε定义为：

ε＝ １
２
（ＪＴＪ－Ｉ）＝

ε１１ ε１２ ε１３

ε２２ ε２３

ｓｙｍ ε３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（３）

式中，Ｊ ＝ ｒＸ ｒＹ ｒＺ[ ] 为当前构型的雅克比矩阵，
ｒξ 为梯度矢量，Ｘ、Ｙ 和 Ｚ 为定义在初始构型的系统

坐标；对于初始构型弯曲的单元， Ｊ 定义为 Ｊ ＝

ＪｅＪ
－１
ｏ ，而 Ｊｅ ＝ ｒｘ ｒｙ ｒｚ[ ] 、Ｊｏ ＝ ｒｘｏ ｒｙｏ ｒｚｏ[ ] ，ｘ、ｙ

和 ｚ 为定义在当前构型的系统坐标，ｘｏ、ｙｏ 和 ｚｏ 为

定义在标准构型的系统坐标．各构型之间的系统坐

标定义如图 １ 所示，体积变换关系为 ｄｖ ＝ Ｊｅ ｄＶ，
ｄＶｏ ＝ Ｊｏ ｄＶ，ｄｖ＝ Ｊ ｄＶｏ ．

图 １　 单元各构型定义及相互关系

Ｆｉｇ．１　 ＡＮＣＦ ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ ｂｏｄｙ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

１．４　 广义力表达

假设单元任意一点处受外力矢量作用 ｆ，则外

力对应的虚功为 ｆＴδｒ，其中 ｒ 为单元上的力作用点

处的位置矢量，δｒ 为 ｒ 的虚变量．为获得与系统广

义坐标相关的广义外力，将广义力写成节点坐标虚

变量形式为：
ｆＴδｒ＝ ｆＴＳδｅ＝ＱＴ

ｆ δｅ （４）

则 Ｑｆ ＝ＳＴｆ 对应外力 ｆ 的广义力．
１．５　 运动微分代数方程组

由于绝对节点坐标方法的位置矢量定义在全

局坐标系下，因此其运动约束方程描述和雅克比矩

阵形式较简单．因此，这里仅给出含非线性约束方

８５１
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程的增广式多体系统运动微分代数方程组：

Ｍ ＣＴ
ｑ

Ｃｑ ０

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｑ̈
λ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｑｅ

Ｑｄ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（５）

式中，Ｑｅ 为系统广义外力，Ｑｄ 为与约束方程相关

的广义约束力，λ 为拉格朗日乘子，Ｃｑ 为与约束方

程相关的雅克比矩阵．

２　 流体力学基础理论

２．１　 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程

流体力学研究方法通常可分为两类，欧拉法关

注空间网格点处的流体流动情况，而拉格朗日法则

追踪流体物质点运动轨迹．当流体粘性属性只与温

度场相关，且内部应力与应变线性相关，称该类流

体满足牛顿型特征，适用牛顿第二定律描述其运

动．假设流体为不可压的牛顿类，连续性方程写为：
∂ρ（ ｒ，ｔ）

∂ｔ
＋Ñ·（ρｖ）＝ ０ （６）

式中，ρ 为流体密度（ｋｇ ／ ｍ３），ｔ 为时间（ ｓ），ｒ 和 ｖ 分

别为位置（ｍ）和速度矢量（ｍ ／ ｓ），Ñ为散度算子．假
设流体不可压缩，即流体密度保持不变，则连续性

方程式（６）简化为Ñ·ｖ ＝ ０，即不可压条件．流体运

动偏微分方程为：
（ÑσＴ） Ｔ＋ｆｂ－ρａ＝ ０ （７）

式中，ａ 为加速度矢量，σ 为柯西应力张量，ｆｂ 为单

位体积所受外力． 牛顿类流体本构方程为 σ ＝
（｛－ｐ（ρ，Ｔ）＋λ（ρ，Ｔ）ｔｒ（Ｄ）｝Ｉ＋２μ（ρ，Ｔ）Ｄ，其中，λ
和 μ 为与流体密度 ρ 和温度 Ｔ 相关的粘性系数；ｐ

为静水压力，表达式为 ｐ ＝ （１ ／ ３）∑ ３

ｉ ＝ １
σｉｉ； Ｉ 为 ３×

３ 单位矩阵；ｔｒ 表示矩阵的迹，即主对角线上各元

素之和；Ｄ 为变形率张量［２１］ ．若液体不可压缩且忽

略温度影响，本构方程简化为：

σ＝ { －ｐ＋λｔｒ（Ｄ） } Ｉ＋２μＤ （８）

将公式（８）代入（７）得流体单元状态平衡方

程：

{ －Ñ（ｐＩ）＋Ñ λｔｒ（Ｄ）Ｉ[ ] ＋Ñ（２μＤ） } ＋ｆｂ－ρａ＝ ０

（９）
由于后文会将液体的有限元单元集成到多体

系统中，因此会用到拉格朗日方程系统描述方法，
即用格林⁃拉格朗日应变张量 ε 和第二类皮奥拉⁃
基尔霍夫应力张量 σＰ２描述流体单元的应力⁃应变

关系．已知 σＰ２ ＝ ＪＪ
－１σＪ－１Ｔ，Ｄ＝Ｊ－１Ｔ ε̇Ｊ－１，则：

σＰ２ ＝ －ｐＪＣ－１
ｒ ＋λＪｔｒ（Ｄ）Ｃ－１

ｒ ＋２ｕＪ（Ｃ－１
ｒ ε̇Ｃ－１

ｒ ）
（１０）

式中，Ｊ＝ Ｊ ；Ｃｒ ＝ＪＴＪ 为右柯西⁃格林应变张量．
２．２　 流体不可压条件

质量守恒条件为 ｄｍ＝ ρｏｄＶ＝ ρｄｖ，其中 ρｏ 和 ｄＶ

分别为流体在初始构型时密度和体积，而 ρ 和 ｄｖ
分别为当前构型即发生形变后的密度和体积．流体

变形前后的体积关系为［２２］：
ｄｖ ＝ ｒｘｄｘ·（ｒｙｄｙ×ｒｚｄｚ）

＝ （ｒｘ·（ｒｙ×ｒｚ））ｄｘｄｙｄｚ＝ ＪｄＶ （１１）
上式两边同时乘以 ρｏρ，再利用质量守恒关系可得

出流体发生形变前后的密度关系为 ρｏ ＝ ρＪ．若流体

不可压条件为 Ｊ＝ １，表明流体发生形变前后的体积

和密度均保持不变．

３　 基于绝对节点坐标方法的液体运动描述

３．１　 六面体实体单元

采用基于绝对节点坐标方法的六面体实体单

元对液体进行网格划分，单元 ｊ 节点 ｋ 坐标为 ｅｊｋ ＝

ｒ ｊｋＴ ｒ ｊｋＴｘ ｒ ｊｋＴｙ ｒ ｊｋＴｚ[ ]
Ｔ，ｋ ＝ １，…，８，其中，ｒ ｊｋ为节点

绝对位置矢量，ｒ ｊｋｘ 、ｒ ｊｋｙ 和 ｒ ｊｋｚ 为梯度矢量．低阶单元形

函数为［２２］：
Ｓｋ，１ ＝（－１）１＋ξｋ＋ηｋ＋ζｋ（ξ＋ξｋ－１）（η＋ηｋ－１）（ζ＋ζｋ－１）·

（１＋（ξ－ξｋ）（１－２ξ）＋（η－ηｋ）（１－２η）＋

（ζ－ζｋ）（１－２ζ））

Ｓｋ，２ ＝（－１） ηｋ＋ζｋａξξｋ＋１（ξ－１） ２－ξｋηηｋ（η－１） １－ηｋ·
ζζｋ（ζ－１） １－ζｋ

Ｓｋ，３ ＝（－１） ξｋ＋ζｋｂξξｋ（ξ－１） １－ξｋηηｋ＋１（η－１） ２－ηｋ·
ζζｋ（ζ－１） １－ζｋ

Ｓｋ，４ ＝（－１） ξｋ＋ηｋｃξξｋ（ξ－１） １－ξｋηηｋ（η－１） １－ηｋ·
ζζｋ＋１（ζ－１） ２－ζｋ

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１２）
式中，ａ、ｂ 和 ｃ 分别为单元沿轴 ｘ、ｙ 和 ｚ 方向的长

度；ξ＝ ｘ ／ ａ，η＝ ｙ ／ ｂ，ξ ＝ ｚ ／ ｃ，其中，ξ、η 和 ζ∈ ０，１[ ] ，
ξｋ、ηｋ 和 ζｋ 为节点 ｋ 的自然坐标．单元 ｊ 上任意一

点的位置矢量表示为：

ｒｊ ＝ ∑
８

ｋ ＝ １
Ｓｋ，１Ｉ Ｓｋ，２Ｉ Ｓｋ，３Ｉ Ｓｋ，４Ｉ[ ] ｅ ｊｋ ＝ Ｓ ｊｅ ｊ

（１３）

９５１
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式中，Ｉ 为 ３×３ 单位阵，Ｓ ｊ 和 ｅ ｊ 分别为单元的形函

数矩阵和节点坐标矢量．六面体实体单元含 ８ 个节

点，共计 ９６ 个自由度，其位置矢量及梯度矢量可以

表达液体形状及其惯量变化．
３．２　 体积不可压条件

在数值仿真时中采用罚函数方法施加不可压

条件，保证单元 ｊ 内 Ｊ ｊ ＝ Ｊ ｊ ＝ １．基于罚函数的应变

能函数 Ｕ ｊ
ＩＣ ＝ （１ ／ ２） ｋ ｊ

ＩＣ（Ｊ ｊ－１） ２，对单元节点坐标求

偏导可得满足体积不可压条件的约束力：
Ｑ ｊ

ＩＣ ＝∂Ｕ ｊ
ＩＣ ／ ∂ｅ ｊ ＝ ｋ ｊ

ＩＣ（Ｊ ｊ－１）（∂Ｊ ｊ ／ ∂ｅ ｊ）
（１４）

其中，ｋ ｊ
ＩＣ为罚函数刚度系数，∂Ｊ ｊ ／ ∂ｅ ｊ ＝ Ｓ ｊＴ

ｘ （ ｒｊｙ ×ｒｊｚ） ＋

Ｓ ｊＴ
ｙ （ｒｊｚ×ｒｊｘ）＋Ｓ ｊＴ

ｚ （ｒｊｘ×ｒｊｙ），Ｓ ｊ
ｘ、Ｓ ｊ

ｙ 和 Ｓ ｊ
ｚ 分别为形函数对

空间坐标 ｘ、ｙ 和 ｚ 求偏导．
上式在位置层面上保证了体积不可压条件（Ｊ ｊ

＝ １），同样采用罚函数方法可满足速度层面上的体

积不可压条件 Ｊ̇ ｊ ＝ ０，对应的应变能为 Ｕ ｊ
ＴＤ ＝ （１ ／ ２）

ｃｊＴＤ（ Ｊ̇ ｊ） ２，ｃｊＴＤ为罚函数阻尼系数．将应变能对单元节

点速度求偏导，得不可压约束力：
Ｑ ｊ

ＴＤ ＝∂Ｕ ｊ
ＴＤ ／ ∂ｅ̇ ｊ ＝ ｃｊＴＤ Ｊ̇ ｊ（∂Ｊ̇ ｊ ／ ∂ｅ̇ ｊ） （１５）

其中，Ｊ̇ ｊ ＝ ｔｒ（Ｄ ｊ）Ｊ ｊ，∂Ｊ̇ ｊ ／ ∂ｅ̇ ｊ ＝∂Ｊ ｊ ／ ∂ｅ ｊ ．
３．３　 单元内部粘性力

已知 Ｊ ｊ ＝ １ 和 Ｊ̇ ｊ ＝ ０，则 ｔｒ（Ｄ ｊ）＝ Ｊ̇ ｊ ／ Ｊ ｊ ＝ ０，从而

本构方程式（８）进一步简化为 σｊ ＝ ２μＤ ｊ ［２２］ ．液体单

元内部应力对应的虚功表达式为：

δＷ ｊ
ｖ ＝ － ∫

ｖｊ
σ ｊ：δＪ ｊＪ ｊ －１ｄｖｊ ＝ － ∫

Ｖｊ
σ ｊ

Ｐ２：δε ｊｄＶ ｊ，

其中，ｖｊ 为单元当前构型的体积，Ｖ ｊ 为单元初始构

型的体积．结合公式（１０），液体单元的内部粘性力

虚功表达式可简化为：

δＷ ｊ
ｖ ＝ － ∫

Ｖｊ
２μＪ ｊ（Ｃ ｊ －１

ｒ ε̇ｊＣ ｊ －１
ｒ ）：δε ｊｄＶ ｊ （１６）

式中，应变张量微应变写为 δεｊ ＝（∂εｊ ／ ∂ｅ ｊ） δｅ ｊ，ε̇ｊ 为

应变变化率．上式记为 δＷ ｊ
ｖ ＝ Ｑ ｊ

ｖδｅ ｊ，则广义粘性力

Ｑ ｊ
ｖ 表达式为：，

Ｑ ｊ
ｖ ＝ － ∫

Ｖｊ
２μＪ ｊ（Ｃ ｊ －１

ｒ ε̇ｊＣ ｊ －１
ｒ ）：∂ε

ｊ

∂ｅ ｊ ｄＶ
ｊ （１７）

３．４　 液体运动方程

根据液体单元的质量矩阵、 外力矢量 （式

（４））、保证体积不可压条件的约束力（式（１４）和

（１５））和粘性力（式（１７）），则其运动微分方程组

为：

Ｍｊ ｅ̈ ｊ ＝Ｑ ｊ
ｅ－（Ｑ ｊ

ｖ＋Ｑ ｊ
ＩＣ＋Ｑ ｊ

ＴＤ） （１８）
若液体被划分为多个单元，通过组装单元运动

方程来组建系统运动方程，利用数值仿真求得系统

速度和位置矢量．

４　 基于罚函数描述的液体与罐体接触关系

采用罚函数方法描述液体单元 ｊ 和罐体 ｉ 之间

的接触作用，仿真计算时遍历液体外表面上任意点

位置，实时检查液体单元表面是否与罐体发生穿

透．正压力表示为穿透量 δ 和速度 δ̇ 函数：
ｆｎ ＝ －Ｋδ３ ／ ２－Ｃδ̇ δ （１９）

式中，Ｋ 和 Ｃ 为罚函数刚度和阻尼系数．
由于正压力 ｆｎ 应垂直于罐体上接触点处切平

面，因此需要计算接触点处的法向量 ｖ．已知罐体结

构两端为半椭球体，中间部分为圆柱体，如图 ２ 所

示，可根据液体空间位置计算出罐体上对应的接触

点位置．摩擦力 ｆｃ ＝ μｆｎ 沿接触点处切平面方向，μ
为摩擦系数．正压力和摩擦力同时作用在液体和罐

体上，幅值相等但方向相反．

图 ２　 液体与罐体接触关系的坐标系定义

Ｆｉｇ．２　 Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｌｉｑｕｉｄ ａｎｄ ｔａｎｋ

假设液体上接触点为 ｒｊｐ ＝ Ｓ ｊ
ｐｅ ｊ，该点相对于罐

体坐标系原点的位置矢量和速度分别为：
ｕ ｊ

ｐ ＝ ｒｊｐ－Ｒｉ

ｕ̇ ｊ
ｐ ＝ ｒ̇ｊｐ－Ｒ̇ｉ{ （２０）

式中，Ｒｉ 和 Ｒ̇ｉ 分别为罐体坐标系原点位置和速度

矢量．将相对位置矢量转换到罐体坐标系并求其速

度矢量：
ｕ ｊ

ｐ ＝ＡｉＴｕ ｊ
ｐ ＝ＡｉＴ（ｒｊｐ－Ｒｉ）

ｕ̇ ｊ
ｐ ＝ＡｉＴ ｕ̇ ｊ

ｐ＋Ａ̇ｉＴｕ ｊ
ｐ

{ （２１）
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式中，Ａｉ 为罐体的空间方向转换矩阵；Ａ̇ｉ ＝ 􀭾ωｉＡｉ，􀭾ωｉ

定义为罐体角速度矢量 ωｉ 反对称阵．
计算出液体表面任意点相对罐体的位置矢量

ｕ ｊ
ｐ 和速度矢量 ｕ̇ ｊ

ｐ，从而可以判断是否发生接触，并
计算出罐体上对应的接触点位置和穿透速度．根据

ｕ ｊ
ｐ 在罐体结构纵向的分量，确定接触点是处于罐

体中部圆柱体区域还是端部椭球体区域．
４．１　 中部圆柱体区域接触关系

法向量 ｖ 指向罐体圆形截面圆心，用 ｕ ｊ
ｐ 表示

为 ｖ１ ＝ ０ －ｕ ｊ
ｐ（２） －ｕ ｊ

ｐ（３）[ ]
Ｔ，其单位向量为 ｎｃ

＝ ｖ１ ／ ｖ１
Ｔｖ１ ．切向量为 ｖ２ ＝ ｕ̇ ｊ

ｐ－（ ｕ̇ ｊ
ｐ·ｎｃ）ｎｃ，其单位

向量为 ｎｔ ＝ ｖ２ ／ ｖ２
Ｔｖ２ ．根据圆柱体几何结构特征，

接触点处穿透量为：

δ＝ （ｕ ｊ
ｐ（２）） ２＋（ｕ ｊ

ｐ（３）） ２ －ｒ （２２）
式中：ｒ 为圆柱体半径，假设罐体为刚体．接触点处

穿透速度定义为：
δ̇＝ ｕ̇ ｊ

ｐ·ｎｃ （２３）
然后，可根据式（１９）计算出正压力数值，从而

可获得摩擦力数值．因此，正压力向量为 ｆｎ ＝ ｆｎ ·
ｎｃ，摩擦力为 ｆｃ ＝ －ｆｃ·ｎｔ，则由接触产生的反力为

ｆ＝ ｆｎ＋ｆｃ，定义在全局坐标系下为：Ｆ＝Ａｉｆ．
作用在液体上的力为：
Ｑ ｊ

ｅｐ ＝Ｓ ｊ
ｐＦ ＝Ｓ ｊ

ｐＡｉｆ （２４）
式中，Ｓ ｊ

ｐ 为对应的液体接触点处的形函数值．已知

作用在罐体上的力与作用在液体上的力等值反向，
则作用在罐体上的广义力为：

Ｑｉ
ｅｐ ＝

Ｉ

ＧｉＴ􀭹ｕｉ
ｐＡｉＴ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
（－Ｆ）＝ －

Ａｉｆ

ＧｉＴ􀭹ｕｉ
ｐ ｆ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（２５）
式中，Ｇｉ 为与联系罐体转动角速度和转角坐标偏

导之间的关系矩阵；ｕｉ
ｐ 为罐体上接触点的局部位

置矢量，表示为 ｕｉ
ｐ ＝ ｒ·ｎｃ 或用 ｕ ｊ

ｐ 作为近似．
４．２　 端部椭球体区域接触关系

假定罐体坐标系原点在结构几何中心，将位置

矢量 ｕ ｊ
ｐ 转换到椭球坐标系下为 ｕ ｊ

ｐ ＝ｕ ｊ
ｐ±Ｌ ／ ２，Ｌ 为罐

体圆柱体部分长度，即椭球坐标系相对罐体坐标系

仅进行平移．设椭球体半轴长分别为 ａ、ｂ 和 ｃ，则判

定液体与罐体是否接触的依据为 （ ｕ ｊ
ｐ （１） ／ ａ） ２ ＋

（ｕ ｊ
ｐ（２） ／ ｂ） ２＋（ｕ ｊ

ｐ（３） ／ ｃ） ２ ＞１．假设该接触点处位置

矢量 ｕｉ
ｐ 与液体上的接触点的位置矢量 ｕ ｊ

ｐ 同向，可

根据椭球体方程求罐体接触点 ｕｉ
ｐ，法向量 ｖ１ ＝ －２

ｕｉ
ｐ（１） ／ ａ２ ｕｉ

ｐ（２） ／ ｂ２ ｕｉ
ｐ（３） ／ ｃ２[ ]

Ｔ，单位向量为

ｎｃ ＝ ｖ１ ／ ｖ１
Ｔｖ１ ．接触点处穿透量为：

δ＝ ｕ ｊＴ
ｐ ｕ ｊ

ｐ － ｕｉＴ
ｐ ｕｉ

ｐ （２６）
由于椭球坐标系相对体坐标系无转动，相对速

度表达式仍为 δ̇＝ ｕ̇ ｊ
ｐ·ｎｃ ．接触正压力和摩擦力计算

同圆柱体部分．

５　 液罐车内液体晃动行为仿真

以液罐车装载类似水的液体为例，密度 ρ ＝
１０００ｋｇ ／ ｍ３，重力系数 ｇ＝ －９．８１ｍ ／ ｓ２，粘性系数取 μ
＝ ９．３×１０－４Ｐａ［１４］ ．体积不可压罚函数系数 ｋＩＣ ＝ １．０×

１０６Ｎ ／ ｍ 和 ｃＴＤ ＝ １．０×１０４Ｎ·ｓ ／ ｍ．罐体长度 １２ｍ，直
径 ２．８ｍ．模拟液罐车半载情况，液面高度 １．４ｍ，则
液体质量约 ３７．５ｔ．
５．１　 横向晃动模拟

在罐体上施加横向简谐激励 ｆ ＝ ０．５Ｈｚ、Ａ ＝ ０．１
ｍ，仿真时间 ４ｓ，模拟液罐车内液体的横向往复晃

动过程，如图 ３ 和图 ４ 所示． ｔ ＝ ０．０ｓ 时，半圆柱形液

体在重力作用下开始与罐体内壁发生接触，最终构

型与罐体内壁贴合； ｔ ＝ １．５ｓ、２．５ｓ 时，液体发生纵

向、横向和垂向变形以贴合罐体内壁，但不同断面

处的液体自由表面形状不完全相同，即液体自由表

面的运动呈现非线性；ｔ ＝ ３．０ｓ、４．０ｓ 时可以观察到

罐体内液体的显著晃动行为，液体上表面位置呈非

线性变化．仿真计算时仅采用了 １ 个单元，参考第

１．３ 节和第 ４ 节定义单元初始外形，以尽可能保证

液体初始形状与罐体内壁贴合，从而节省计算工

时．通过增加单元数，可以获得更加连续的液体自

由表面变化形状，但基本上与 １ 个单元情况相似，
因此不再列写多个单元时的仿真结果．
５．２　 纵向晃动模拟

对罐体施加纵向简谐激励 ｆ＝ ０．１Ｈｚ、Ａ ＝ １ｍ，模
拟液罐车内液体的纵向晃动过程，仿真时间 ２０ｓ，结
果如图 ５ 所示．可见，液体的纵向晃动必然引起液

体质心的纵向移动．仿真计算表明其质心最大位移

可达 ０．５ｍ 以上，按此值估算液罐车前后转向架轴

重转移量可达 １５％，从而影响液罐车的动力学性能

和车轮磨耗．液罐车采用长大编组方式运行，制动

过程中的液体纵向晃动必然引起车钩 ／缓冲器受力

的突变或制动效能损失．
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图 ３　 液罐车内液体的横向晃动（主视图）

Ｆｉｇ．３　 Ｌｉｑｕｉｄ ｓｌｏｓｈｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｌａｔｅｒａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ （ａｘｉａｌ ｖｉｅｗ）

６　 结论

１）本文提出采用绝对节点坐标方法的液体晃

动模拟新方法，用于模拟液罐车内液体自由表面的

连续性变化．该方法描述液体自由表面形状的连续

性变化，并适用于研究具有复杂结构或形状容器的

内部液体晃动问题．
２）基于流体力学牛顿类体基础理论，推导粘性

方程和满足体积不可压缩的条件方程；采用绝对节

点坐标方法描述的实体单元进行液体网格划分．
３）采用罚函数方法描述液体与罐体的接触作

图 ４　 液罐车内液体的横向晃动（俯视图）

Ｆｉｇ．４　 Ｌｉｑｕｉｄ ｓｌｏｓｈｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｌａｔｅｒａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ （ｓｉｄｅ ｖｉｅｗ）

图 ５　 液罐车内液体的纵向晃动

Ｆｉｇ．５　 Ｌｉｑｕｉｄ ｓｌｏｓｈｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔａｎｋ

用，给出液体与罐体中部圆柱体或端部椭球体的接

触关系，组建罐体⁃液体耦合系统动力学模型．
４）仿真计算液罐车内液体的横向和纵向晃动

过程，发现液体自由表面形状呈非线性变化，不同

断面处的高度和形状不同；液体的横向、纵向晃动

必然引起液罐车的质心发生改变，从而影响轮重减

载和车钩力变化．
５）本文限于研究罐体和液体之间的耦合运动，
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暂未考虑整车模型，也未考虑罐体内含隔板情况．
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