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摘要　 本文主要研究了含间隙运动副桁架单胞的等效建模方法．主要考虑了桁架单胞的等效刚度问题以及

阻尼问题．首先从间隙铰链开始研究，提出全面的铰链模型；其次提出用位移法将桁架单胞等效成板，即把桁

架单胞看成是由梁元组成的钢架结构，运用平面钢架位移法得出桁架单胞的等效刚度矩阵，进而得出结构

的整体固有频率和等效后的板的刚度矩阵．最后用有限元软件 ＡＮＳＹＳ 对单胞结构在不同边界条件下进行了

模态分析，将在自由边界条件下的固有频率和解析得出的频率做了对比，发现二者有很好的吻合度．结果表

明由于间隙运动副的存在，使得桁架单胞结构的刚度降低，柔性增强．
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引言

航空航天事业的高速发展对太空空间站、宇航

用天线等提出了越来越高的要求．运载技术的限制

使得可展结构在空间任务中得到了广泛应用，如太

阳帆、太阳能电池阵和空间天线支撑机构等［１］ ．这
些结构往往具有尺寸大、重量轻、柔性大、大折叠比

的特点，从而也导致机构中含有大量的铰链，在星

体进行姿态调整或受到外部扰动时，铰链的摩擦碰

撞等非线性特性严重影响了可展结构的支撑定位

精度和动态稳定性．在复杂构形航天器中存在着带

活动铰连接的机构（简称空间机构），是一种典型

的航天多铰接机械系统．由于加工、装配、磨损等原

因，大型网架式可展开空间结构中不可避免地有许

多含间隙运动副，例如含间隙的圆柱副、移动副及

同步啮合齿轮副等．这些运动副间隙可能导致空间

结构展开时的非线性振动、磨损以及结构各部分展

开不同步等问题．更为严重的情况是可能导致运动

副卡死，甚至系统失稳．
大型网架式可展开空间结构的显著特点是存

在大量的重复单元，所以在动力学研究的过程中可

以通过对单胞性能的研究获得整体结构的属性．国
外在上个世纪六七十年代就对运动副的结构进行

建模和动力学分析，考虑了摩擦、碰撞等复杂的动

力学因素．九十年代左右，麻省理工（ＭＩＴ）针对大

型网架式可展开空间结构进行了大量的研究，包括

考虑铰间隙、关节的非线性特征以及各种实验论

证［１０－１２］ ．国内对于此类结构的研究始于上世纪末，
主要在实验和理论研究方面取得了进展．

随着我国国家航空航天事业太空战略的实施，
近几年国内对可展结构的研究又兴起了一股热

潮［６］ ．研究整体结构必须以研究单胞结构为基础，
纵观国内外以往的研究工作，对于桁架胞元的分析

分为两种情况：一种是单独考虑铰关节的建模和动

力学行为，这包含了最近几十年来新发展的非光滑

动力学［８－９］ ．这种情况往往把铰关节建模为弹簧系

统和惯性系统的组合体，惯性系统的形状各异，类
别繁杂．另外一种是基于成熟的梁板理论，直接将

单胞结构等效地看作是梁或者板，并直接给出刚度

和相关参数，建立动力学方程进行求解［１３］ ．这两种

情况前者对铰关节过于孤立，分析往往和整体单胞

结构没有联系；后者对于如何等效又过于省略．如
何将这些齿轮传动模型集成到大型网架式空间结

构的动力学模型中并反映真实展开动力学特性，仍
需深入研究．

本文主要研究了环形桁架天线单胞结构的等效
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模型，建立了含间隙运动副的结构简化动力学模型．

１　 铰梁单元混合等效模型

典型的平面桁架结构中含有大量的铰链，建立

如图 １ 所示的铰、梁混合的力学模型，在考虑不同

的铰链因素条件下，用替代法找出等效梁的刚度．

图 １　 间隙铰⁃梁⁃铰等效模型

Ｆｉｇ． １　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｊｏｉｎｔ⁃ｂｅａｍ⁃ｊｏｉｎｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｃｌｅａｒａｎｃｅ

欲研究上述模型，首先要对梁端的铰链进行单

独的力学建模与分析．迄今为止，考虑铰间隙的建

模方法主要可以归纳为三种：间隙杆模型建模方

法、“接触—连续”二状态模型建模方法和“分离—
碰撞—接触”三状态模型建模方法．其他研究所建

立的接触碰撞模型基本上是这三种模型的延伸，如
通过在铰链建模中考虑摩擦力、切向粘滞阻力、斜
碰撞等问题，建立更加完整的滑动副、转动副、球面

副模型．
在铰链关节的分析过程中，总体来说会考虑摩

擦、间隙、刚度、阻尼 ３ 种非线性动力学因素．建立

如图 １ 所示的包含上述 ３ 种非线性特性的一维弹

簧惯性系统模型，该模型考虑了阻尼、间隙和刚度

三个因素，以及自身的惯性系统．

图 ２　 间隙铰链径向的等效模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｊｏｉｎｔ ｗｉｔｈ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｉｎ ｒａｄｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

铰链关节的动力学方程：
ｍｘ̈＝Ｆ， ｘ ＜ｅ
ｍｘ̈＋（ｘ－ｅ） ｋｔ１＋ｋｔ３（ｘ－ｅ） ２[ ] ＋ｃｘ̇＝Ｆ， ｘ≥ｅ

ｍｘ̈＋（ｘ＋ｅ） ｋｐ１＋ｋｐ３（ｘ＋ｅ） ２[ ] ＋ｃｘ̇＝Ｆ， ｘ≤－ｅ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

式中，ｋｔ１、ｋｔ３为铰链受拉时恢复力中的一次、三次项

系数；ｋｐ１、ｋｐ３为铰链受压时恢复力中的一次、三次

项系数．上式可表示为表示铰链等效非线性刚度 ｋ ｊ

与位移的乘积，可表示为分段函数：

ｋ ｊ ＝

０， ｘ ＜ｅ
ｋｔ１＋ｋｔ３（ｘ－ｅ） ２， ｘ≥ｅ

ｋｔ１＋ｋｔ３（ｘ＋ｅ） ２， ｘ≤－ｅ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）

在现实问题研究中，则往往根据分段光滑的理

论，研究间隙为零和间隙大于零的两种情况，在间

隙为零时只考虑弹簧和阻尼．下面对三种常见的铰

链情况进行分析．
１．１　 综合考虑铰链的弹簧、间隙、阻尼因素

根据含铰单元轴向力处处相等，以及轴向力与

轴向变形的关系，可得：
ｋｂｘｂ ＝ ｋ ｊ（ｘ ｊ±ｅ）＋ｃｘ̇ ｊ

ｋｂｘｂ ＝ ｋＬｘＬ

ｘＬ ＝ ２ｘ ｊ＋ｘｂ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

ｋＬ 为等效后的单元刚度，ｘＬ 为等效后的总位

移量．考虑铰链间隙对结构的影响，ｋ ｊ 即为分段光

滑非线性刚度．
铰链接触力为： ｋ ｊ（ ｘ ｊ ±ｅ），当 ｘ ｊ≥ｅ 时取负号，

当 ｘ ｊ＜ｅ 时取正号．可得到含铰单元的等效刚度：

１
ｋＬ

＝ １
ｋｂ

＋
２ｘ ｊ

ｋ ｊ（ｘ ｊ±ｅ）＋ｃｘ̇ ｊ
（４）

１．２　 当间隙为零时，只考虑铰链的弹簧、阻尼因素

如图 １ 所示，有以下位移关系：

ｘ２－ｘ１ ＝ ｘｂ

ｘ３－ｘ２ ＝ ｘ ｊ

ｘ１ ＝ ｘ ｊ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

假设单元上的力是处处相等，可得：
ｋ ｊｘ１＋ｃｘ̇１ ＝ ｋｂ（ｘ２－ｘ１）＝ ｋ ｊ（ｘ３－ｘ２）＋ｃ（ ｘ̇３－ｘ̇２）＝ Ｆ

（６）

对前两项等式运用拉普拉斯变换，得出 ｘ１ 和

ｘ２ 之间的关系：
ｋ ｊ＋ｋｂ＋ｃｓ

ｋｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ１ ＝ ｘ２ （７）

将上式代入到原方程得到 ｘ１ 和 ｘ２ 以及 ｘ３ 和 ｘ２ 的

关系：
ｋｂ

ｋ ｊ＋２ｋｂ＋ｃｓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ３ ＝ ｘ１

７３１
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ｋ ｊ＋ｋｂ＋ｃｓ
ｋ ｊ＋２ｋｂ＋ｃｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｘ３ ＝ ｘ２ （８）

将这些代入到原方程就可以得到整体的力和

位移关系：

Ｆ＝
ｋｂ（ｋ ｊ＋ｃｓ）
２ｋｂ＋ｋ ｊ＋ｃｓ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘ３ （９）

ｓ＝ ｉω，将上式分离为实部和虚部，实部对应等

效刚度，虚部对应等效阻尼，两者相关联．

当不存在阻尼，据 ｋｂ ＝
ＥＡ
Ｌ
，等式简化为：

Ｆ＝
ｋ ｊ
ＥＡ
Ｌ

２ ＥＡ
Ｌ

＋ｋ ｊ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｘ３ （１０）

无量纲：

ｋｅｑ ＝
１

２ ＥＡ
ｋ ｊＬ

＋１
（１１）

类似于线性结构的刚度在超出了一定幅度范围就

会发生改变，铰关节的刚度变化如下：

ｋｅｑ ＝
１

２ ＥＡ
ｋ ｊＬ

＋１
， ｑ ≤δ

ｋｅｑ ＝
１

２ ＥＡ
ｋｂＬ

＋１
， ｑ ＞δ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１２）

式中，δ 是线性范围值．
１．３　 考虑铰链非线性立方弹簧因素

描述函数系数对输入输出非线性性质的线性

描述， 即为非线性元件经过傅立叶级数展开后的

第一阶正弦和余弦系数描述函数近似形式：
Ｆ＝ ｃｐ（Ａ，ω）ｘ＋ｃｑ（Ａ，ω） ｘ̇
ｘ＝Ａｓｉｎ ω，ω＝ωｔ （１３）

式中，描述函数的刚度系数为：

ｃｐ ＝
１
πＡ∫

２π

０
ＦＮＬ（Ａｓｉｎ ω，Ａωｃｏｓ ω）ｓｉｎ ωｄ ω

（１４）
阻尼系数为：

ｃｑ ＝
１

ωπＡ∫
２π

０
ＦＮＬ（Ａｓｉｎ ω，Ａωｃｏｓ ω）ｃｏｓ ωｄ ω

（１５）
当只考虑系统的立方非线性弹簧因素时，图 １

中所存在的关系式是：ＦＮＬ ＝ ｋ３ｘ ｊ
３，ｋ３ 是立方弹簧的

弹性系数．横跨每个铰关节处的位移被假定为是相

等的．在铰关节处的总力为：
Ｆ＝ ｋｂｘ ｊ＋ｋ３ｘ ｊ

３ （１６）
假设力沿单元是恒定的，所以有：

ＥＡ
Ｌ
ｘｂ ＝ ｋｂｘ ｊ＋ｋ３ｘ ｊ

３ （１７）

设单元总位移为 ｘ，位移之间的关系：ｘ ＝ ２ｘ ｊ＋ｘｂ，两
式消去 ｘｂ，得

ｘ ｊ
３＋（

ｋｂ

ｋ３
＋２ ＥＡ

ｋ３Ｌ
）ｘ ｊ－

ＥＡ
ｋ３Ｌ

ｘ＝ ０ （１８）

将 ｘ ｊ 看作是未知数，解一元三次方程，唯一的

实根是：
ｘ ｊ ＝Ｂ１＋Ｂ２

Ｂ１ ＝
ＥＡ
ｋ３Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３ ｘ

２
＋ ｘ２

４
＋ ＥＡ

２７ｋ３Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋｂＬ
ＥＡ

＋２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
３

Ｂ１ ＝
ＥＡ
ｋ３Ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３ ｘ

２
－ ｘ２

４
＋ ＥＡ

２７ｋ３Ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋｂＬ
ＥＡ

＋２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１
３

（１９）
代入消去 ｘ ｊ 得到总力和总位移的关系式：

Ｆ＝ ｋｂ（Ｂ１＋Ｂ２）＋ｋ３（Ｂ１＋Ｂ２） ３ （２０）
当系统不存在阻尼时，ｃｑ ＝ ０，公式（２０）代入公式

（１４），得出

ｃｐ ＝
２
πＡ∫

π

０
ｋｂ（Ｂ１ ＋ Ｂ２） ＋ ｋ３（Ｂ１ ＋ Ｂ２）３( ) ｓｉｎφｄφ

（２１）
式中，Ｂ１、Ｂ２ 包括 ｘ＝Ａｓｉｎφ，φ＝ωｔ．

２　 单胞结构等效模型

桁架是一种由杆件彼此在两端铰接的结构，一
般是三角形的平面或空间结构，主要承受轴向力，
大跨度比较常用，刚度大自重低．框架结构是由梁

柱刚接或铰接而成的承重结构，可以承受轴力、剪
力和弯矩．刚性和半刚性是针对结点连接方式而言

的，一般分为刚性、半刚性和铰接．

图 ３　 环形桁架天线及典型胞元结构

Ｆｉｇ． ３　 Ａｓｔｒｏｍｅｓｈ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ａｎｔｅｎｎａ ａｎｄ ｔｙｐｉｃａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｕｎｉｔ

８３１
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刚性连接的两个杆件无相对转角，能完全传递

弯矩，如框架结构的梁柱节点一般为刚接；而铰接

则不限制相连杆件的相对转角，无法传递弯矩，如
桁架结构；半刚性节点则介于二者之间．当然刚性、
半刚性、铰接是力学简化模型，实际结构大多为半

刚性．
为研究环形桁架的动力学特性，需要对其模型

进行等效，根据本研究对象的结构特点，环形桁架

是由 Ｗａｒｒｅｎ 桁架单胞循环重复组成的，将单胞假

设为刚性连接，等效为平面板结构，只要得出板的

刚度矩阵，就等于求出了环形桁架天线整体等效薄

壁圆柱壳的刚度矩阵，从而为下一步建立其动力学

方程和进行模态分析打下基础．简化后的整体的刚

度矩阵如下［４］：

σｘｘ

σｙｙ

σｙｚ

σｚｘ

σｘｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

＝

Ｑ１１ Ｑ１２ ０ ０ ０

Ｑ２１ Ｑ２２ ０ ０ ０

０ ０ Ｑ４４ ０ ０

０ ０ ０ Ｑ５５ ０

０ ０ ０ ０ Ｑ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

εｘｘ

εｙｙ

εｙｚ

γｚｘ

γｘｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（２２）
式中，分别是和面内拉压有关的刚度、剪切刚

度以及扭转刚度．对于单胞结构受剪切以及弯曲情

况下的受力以及等效刚度计算公式如下：

Ｅ１ｅ ＝
４

ｈΔｘ１
，Ｅ２ｅ ＝

４
ｈΔｘ２

，

ν１２ｅ ＝
Δｙ１

Δｘ１
，ν２１ｅ ＝

Δｘ２

Δｙ２

（２３）

刚度系数的表达式：

Ｇ１２ｅ ＝
２

ｈΔｘ３
，

Ｇ１３ｅ ＝
１

ｈΔｘ４

Ｑ１１ ＝
Ｅ１ｅ

１－ν２１ｅν１２ｅ
，

Ｑ１２ ＝
Ｅ２ｅν１２ｅ

１－ν２１ｅν１２ｅ
，

Ｑ２２ ＝
Ｅ２ｅ

１－ν２１ｅν１２ｅ
，

Ｑ４４ ＝Ｑ５５ ＝Ｇ１２ｅ，

Ｑ６６ ＝Ｇ１３ｅ （２４）

在单元结构的两端加上含间隙铰链的部分，经
过计算得出整体的刚度，该刚度就是等效替代后的

梁杆单元刚度，然后对结构进行位移法整合成整体

的结构刚度矩阵．通过等效代替法，或者采用修改

结构刚度矩阵对角元素的方法把含有弹簧和阻尼

器的杆件简化为普通的梁单元．通过力和位移关

系，算出单胞结构的位移，均匀化等效后，得出等效

板的平面拉压刚度．

图 ４　 在单胞结构中普遍存在的间隙

Ｆｉｇ． ４　 Ｊｏｉｎｔｓ ｗｉｔｈ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

建立平面钢架单胞等效模型如下：
平面刚架单元的杆力列向量为：

｛Ｆｅ｝ ＝（ＦＮｉ ＦＳｉ Ｍｉ ＦＮｊ ＦＳｊ Ｍ ｊ） Ｔ

平面刚架单元的杆端位移列向量为：

｛δ ｅ｝ ＝（ｕｉ ｖｉ θｉ ｕ ｊ ｖｊ θ ｊ） Ｔ

梁单元的单元刚度矩阵为：

Ｋ＝

ＥＡ
ｌ

０ ０ －ＥＡ
ｌ

０ ０

０ １２ＥＩ
ｌ３

－６ＥＩ
ｌ２

０ －１２ＥＩ
ｌ３

－６ＥＩ
ｌ２

０ －６ＥＩ
ｌ２

４ＥＩ
ｌ

０ ６ＥＩ
ｌ２

２ＥＩ
ｌ

－ＥＡ
ｌ

０ ０ ＥＡ
ｌ

０ ０

０ －１２ＥＩ
ｌ３

６ＥＩ
ｌ２

０ １２ＥＩ
ｌ３

６ＥＩ
ｌ２

０ －６ＥＩ
ｌ２

２ＥＩ
ｌ

０ ６ＥＩ
ｌ２

４ＥＩ
ｌ

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

梁单元的单元质量矩阵为：

Ｍ＝ρＡＬ
４２０

１４０ ０ ０ ７０ ０ ０
０ １５６ ２２Ｌ ０ ５４ －１３Ｌ
０ ２２Ｌ ４Ｌ２ ０ １３Ｌ －３Ｌ２

７０ ０ ０ １４０ ０ ０
０ ５４ １３Ｌ ０ １５６ －２２Ｌ
０ －１３Ｌ －３Ｌ２ ０ －２２Ｌ ４Ｌ２

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

根据结构对称性原理，建立如下模型：
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图 ５　 平面刚架单元等效模型

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｌａｎｅ ｆｒａｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

离散化域分为 ４ 个节点和 ５ 个单元．表 １ 给出

了单元连通性：
表 １　 平面刚架单元连通性

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｐｌａｎｅ ｆｒａｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

Ｎｕｍｂｅｒ Ｎｏｄｅ ｉ Ｎｏｄｅ ｊ ｔｈｅｔａ
１ １ ２ ９０
２ １ ４ ０
３ １ ３ ４５
４ ２ ３ ０
５ ３ ４ ９０

根据坐标变换矩阵，把每个单元在整体坐标系

下的刚度矩阵表示出来，都是 ６×６ 的矩阵，结构有

４ 个节点，桁架结构整体的刚度矩阵规模是 １２×１２，
根据表 １ 所示的平面单元连通性，叠加建立结构整

体刚度矩阵：

［Ｋ］ １２×１２ ＝

Ｋ０１０１ … Ｋ０１１２

︙ ⋱ ︙
Ｋ１２０１ … Ｋ１２１２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（２５）

然后按照相同的方法建立起结构的质量矩阵：

［Ｍ］ １２×１２ ＝

Ｍ０１０１ … Ｍ０１１２

︙ ⋱ ︙
Ｍ１２０１ … Ｍ１２１２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（２６）

根据［Ｋ］－ω２［Ｍ］ ＝ ０，得出结构的前十二阶固

有频率为：
λ１ ＝λ２ ＝ ０Ｈｚ，λ３ ＝ ６．９３Ｈｚ，λ４ ＝ ８．３７Ｈｚ，
λ５ ＝ １０．０１Ｈｚ，λ６ ＝ １１．５６Ｈｚ，λ７ ＝ １３．１Ｈｚ，
λ８ ＝ １７．２９Ｈｚ，λ９ ＝ ４４．６８Ｈｚ，λ１０ ＝ ５９．１１Ｈｚ，
λ１１ ＝ ７７．４３Ｈｚ，λ１２ ＝ １５７．４７Ｈｚ
另由平衡条件列出总体的力、位移关系式：

［Ｋ］｛Ｕ｝ ＝｛Ｆ｝，在方程中，Ｕ 是结构节点的位移矢

量，Ｆ 是结构节点的载荷矢量．
｛Ｕ｝ ＝｛ｕ１，ｖ１，θ１，ｕ２，ｖ２，θ２，ｕ３，ｖ３，θ３，ｕ４，ｖ４，θ４｝
｛Ｆ｝ ＝｛Ｎ１，Ｑ１，Ｍ１，Ｎ２，Ｑ２，Ｍ２，Ｎ３，Ｑ３，Ｍ３，Ｎ４，

Ｑ４，Ｍ４｝
如图 ６（ａ）所示，平面桁架单胞受到横向载荷时的

边界条件如下：
ｕ１ ＝ ｖ１ ＝ｕ２ ＝ θ１ ＝ θ２ ＝ ０
Ｑ２ ＝Ｑ３ ＝Ｍ３ ＝Ｑ４ ＝Ｍ４ ＝ ０
Ｎ３ ＝Ｆ１，Ｎ４ ＝Ｆ２

Ｆ１ ＝Ｆ２ ＝
Ｆ ｆ

２
（２７）

引入边界条件，运用高斯消去法求解节点位

移，由于每个节点有两个自由度，所以每个节点都

在 ｘ、ｙ 方向有位移，得到各个节点的位移，下面主

要运用位移法对平面内的桁架结构进行均匀化等

价，等效的基本原理是假定桁架与平板在相同的力

的作用下产生相同的位移：

Δｘ１ ＝
ｘ３＋ｘ４

２
，Δｙ１ ＝

ｙ２＋ｙ３

２
（２８）

将公式（２８）代入公式（２３）计算得出 Ｅ１ｅ，ν１２ｅ ．
同理，图 ６（ｂ）所示的边界条件下位移关系：

Δｘ２ ＝
ｘ３＋ｘ４

２
，Δｙ２ ＝

ｙ２＋ｙ３

２
（２９）

将公式（２９）代入公式（２３）计算得出：ν２１ｅ，Ｅ２ｅ ．
图 ６（ｃ）和（ｄ）所示的边界条件下位移关系：

Δｘ３ ＝
ｘ３－ｘ２

２
，Δｘ４ ＝

Ｆ ｆＬ
３ＥＩ

（３０）

分别表示单胞结构受到面内剪力产生的剪切

变形情况和受到垂直于平面的外力产生的弯曲变

形，按照边界条件分别计算得出相应的刚度项．

设单胞横梁和竖梁长 Ｌ，对角梁长 ２ Ｌ，代入相

关参数：
Ａ＝ ６．６７×１０－４ｍ２，Ｅ＝ ４．５×１０１０Ｐａ，Ｌ＝ ０．８ｍ，
Ｆ ｆ ＝ ３×１０３Ｎ，ｈ＝ ０．０２６ｍ，Ｉ＝ ６．２７×１０－５ｍ４

得到等效后板的刚度矩阵为：

０４１
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Ｋ＝

１．５６ ２．１１×１０７ ０ ０ ０

２．１１×１０７ ４．２２×１０７ ０ ０ ０

０ ０ ２．１２×１０５ ０ ０

０ ０ ０ ２．１２×１０５ ０

０ ０ ０ ０ ５．３４×１０１５

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

（３１）

３　 数值模拟

运用 ＡＮＳＹＳ 有限元数据模态分析软件对单胞结

构进行分析．主要思路是首先用三维软件 Ｐｒｏ ／ Ｅ 建立

单胞结构的三维实体模型，然后对结构进行网格划

分，尤其是在铰链关节处进行细致的网格划分．接下来

根据模型参数和边界条件对结构进行模态分析，边界

条件分别为自由、固定和铰支三种情况．有限元软件对

结构进行简单处理后的三维模型如图所示：

图 ６　 环形桁架天线单胞有限元模型

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｓｔｒｏｍｅｓｈ ａｎｔｅｎｎａ ｅｌｅｍｅｎｔ

单胞结构的尺寸和参数如表 ２ 所示．
表 ２　 桁架单胞尺寸参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｒｕｓｓ ｂａｙ

Ｕｎｉｔ：ｍｍ Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ Ｖｅｒｔｉｃａｌ Ｄｉａｇｏｎａｌ
Ｌｅｎｇｔｈ ５６２．０２ ７８６．８２ ９９７．５６

Ｉｎｎｅｒ ｄｉａｍｅｔｅｒ ２４ ２４ ２５
Ｏｕｔｅｒ ｄｉａｍｅｔｅｒ ２６ ２６ ２７

Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ １ １ １

结构中不同的部件材质不同，在部分机械结构

中，比如铰关节和扭簧等结构，采用的是航空铝材

或钢材，在建模分析时假设结构为整体碳纤维材

料．具体的材料参数如表 ３ 所示．
表 ３　 桁架单胞材料参数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｔｒｕｓｓ ｂａｙ

Ｄｅｓｉｇｎａｔｉｏｎ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｕｎｉｔ
Ｙｏｕｎｇ ｍｏｄｕｌｕｓ ４．５×１０４ ＭＰａ
Ｐｏｉｓｓｏｎ′ｓ ｒａｔｉｏ ０．３ —

Ｄｅｎｓｉｔｙ １．８×１０３ ｋｇ ／ ｍ３

Ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ ３．７５×１０５ ＭＰａ
Ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ １．７３×１０５ ＭＰａ

　 　 ＡＮＳＹＳ 有限元网格划分是进行数值模拟分析

至关重要的一步，它直接影响着后续数值计算分析

结果的精确性．网格疏密是指在结构不同部位采用

大小不同的网格，这是为了适应计算数据的分布特

点．为了较好地反映数据变化规律，在结构铰链关

节处载荷变化梯度较大的部位（如应力集中处），
需要采用比较密集的网格．而对于计算数据变化梯

度较小的杆件部位，则划分相对稀疏的网格：

图 ７　 单胞结构主要部件有限单元网格划分

Ｆｉｇ． ７　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｆｏｒ ｍａｉｎ ｐａｒｔｓ ｏｆ ｔｒｕｓｓ ｂａｙ

在单胞的一侧竖杆两端施加边界条件，分别为

固定、铰支和自由三种情况，其他位置均为自由状

态．得出单胞结构在固定、铰支、自由三种情况下的

前 ６ 阶固有频率：

图 ８　 单胞结构在不同边界条件下的固有频率

Ｆｉｇ． ８　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

依据上图中得出的频率数据，分析得出，在固

支边界条件下结构的固有频率大于铰支边界条件

下的结构固有频率，铰支边界条件下的结构固有频

率大于自由边界条件下的结构固有频率．
下面将运用 ＡＮＳＹＳ 模拟出的振动频率与解析

结果做对比，结果表明桁架结构的前 １２ 阶固有频

率基本吻合．如图 ９ 所示．
图 １０ 列出了在铰支边界条件下桁架结构的前

６ 阶振动模态图，依次对应的振动形式是：（ａ）纵向

振动；（ｂ）横向振动；（ｃ）扭转振动；（ｄ）弯曲振动；
（ｅ）弯扭组合；（ ｆ）纵向振动和弯曲振动组合．铰链

１４１
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关节和对角梁所受到的应力相对于其他部件而言

比较集中，从而证明运动副间隙对空间结构展开动

力学特性的影响不容忽视．

图 ９　 单胞结构前 １２ 阶固有频率解析解与自由状态下数值解

Ｆｉｇ．９ Ａｎａｌｙｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ ｆｉｒｓｔ ｔｗｅｌｖｅ ｏｒｄｅｒｓ ｏｆ

ｔｒｕｓｓ ｂａｙ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｆｒｅｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图 １０　 铰支边界条件下单胞结构前 ６ 阶振型

Ｆｉｇ． １０　 Ｆｉｒｓｔ ｓｉｘ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｒｕｓｓ ｂａｙ ｕｎｄｅｒ ｈｉｎｇｅｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

４　 结论

本文对大型网架式可展开空间结构的单胞进

行了建模与分析，把 Ｗａｒｒｅｎ 桁架单胞结构等效成

板结构进行分析和研究．首先考虑桁架铰链的间

隙、接触、碰撞等因素，并对这些因素导致的非线性

刚度和阻尼进行了研究．基于该等效模型利用位移

法得到含铰链可展桁架单胞结构的等效刚度矩阵，
进而建立动力学模型．结论是由于铰链关节的存

在，结构的整体刚度降低，柔性增加．
通过运用 ＡＮＳＹＳ 分析软件对单胞结构在不同

边界条件下的固有频率和振动模态进行了分析，通
过数值模拟和解析解的固有频率对比，发现二者前

１２ 阶固有频率基本吻合．在不同边界条件下，结构

的固有频率不同．铰链关节存在应力集中问题，所
以针对含间隙铰链的桁架单胞结构以及运动状态

的分析具有非常重要的实际意义．
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