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摘要　 为研究含间隙齿轮碰振系统的全局及周期运动的稳定性及分岔条件，建立了齿轮副主动轮的单自由

度非线性动力学模型．运用非光滑系统 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ理论研究齿轮系统异宿轨道全局分岔条件，然后，求得各分

段系统的通解，再将每个切换面作为 Ｐｏｉｎｃａｒé截面，运用组合映射的方法分析系统的周期运动特性．最后通

过数值模拟，得到不同参数条件下系统的运动状态和分岔特性，验证了 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法分析齿轮非光滑系统

的有效性．
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引言

非光滑动力学系统以其表现出的与光滑系统

截然不同的动力学特性而备受学者关注．其中，齿
轮系统就是典型的分段线弹性碰振系统，具有非常

复杂的非光滑动力学特性．众所周知，齿轮系统是

各类机械设备的主要传动装置，齿轮系统的动力学

特性直接影响着机械设备的工作稳定性能和可靠

性，因此研究齿轮系统碰振动力学意义重大．
王建平［１］等人以含有动态刚度、传递误差和齿

侧间隙的直齿轮系统为研究对象，齿侧间隙拟合成

３次多项式的形式，分析齿轮系统在参数激励、内
部激励和外部激励共同作用下的组合共振特性．
Ｎａｔｓｉａｖａ［２］等人研究了具有时变系数及弱非线性特

性的齿轮副系统，运用经典的摄动分析方法，消去

久期项确定了周期解的存在，并验证了周期解的稳

定性．祁常君等人［３］研究了齿侧间隙和随机齿侧间

隙两种情况对齿轮系统的动力学影响．张晨旭［４］等

将间隙分段函数拟合为光滑函数，对比了拟合后齿

轮传动系统与原非光滑系统的动力学行为．有关多

自由度齿轮系统的更多文献见［５－９］，这些文献更

多的是用数值模拟或拟合多项式方法来处理分段

函数对齿轮系统的影响，而从非光滑动力学理论的

高度来研究齿轮系统动力学特性的工作相对较少．

本文将齿轮系统中的间隙函数直接视为分段线

性函数，不做多次项拟合处理，因而能更好反应齿轮

系统的实际啮合状况．通过拓展 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法使其

适用于分段连续函数，并借助该方法分析了系统全

局异宿轨道分岔的条件．然后，求得每个分段方程的

解析通解并以切换面作为 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面，进一步建

立了分段光滑动力学系统的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射．通过对

组合映射的分析，确定了系统周期碰振运动的稳定

性．最后，运用数值方法模拟了阻尼，弹簧刚度及外

部激励对系统周期解及复杂混沌运动的影响．

１　 系统运动微分方程

假定齿轮系统的传动轴为刚性且考虑支撑轴

的扭振，建立如图 １所示一个等效的主动轮单自由

度简化模型，主动轮的转动惯量等特性等效为质块

Ｍ，与从动轮啮合时刚度系数和阻尼系数均发生改

变（从动轮未给出），这里仅分析主动轮的运动状

态．质量为 Ｍ 的主动轮由等效刚度系数为 Ｋ１ 的线

性弹簧和等效阻尼系数为 Ｃ 的阻尼器连接于支撑

板，同时受简谐激力 ＰｃｏｓΩτ 的作用在水平方向移

动．以轮齿之间的间隙中点建立坐标系，当质量块

的位移等于 Ｂ 时，将会与刚度为 Ｋ２ 的弹簧（右边）
接触即齿轮开始啮合，一段时间后啮合开始分离，
然后质块 Ｍ 位移等于⁃Ｂ 时再与刚度为 Ｋ２ 的弹簧
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（左边）接触，如此反复啮合运动．

图 １　 含间隙弹性约束齿轮系统啮合的简化模型

Ｆｉｇ．１　 Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｒｅｓｔｒａｉｎ ｇｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｃｌｅａｒａｎｃｅ

图示主动轮的运动微分方程可表示如下：
ＭＸ̈＋ＣＸ̇＋Ｋ１Ｘ＋Ｅ（Ｘ）＝ ＰｃｏｓΩτ （１）

式中：

Ｅ（Ｘ）＝

Ｋ２（Ｘ－Ｂ） Ｘ≥Ｂ，

０ －Ｂ＜Ｘ＜Ｂ，
Ｋ２（Ｘ＋Ｂ） Ｘ≤－Ｂ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）

对方程（１）和（２）进行无量纲化处理，形式如下：
ｘ̈＋２εμｘ̇＋ｘ＋ｇ（ｘ）＝ εｆｃｏｓωｔ （３）

ｇ（ｘ）＝
β（ｘ－ｂ） ｘ≥ｂ，
０ ｘ ＜ｂ，
β（ｘ＋ｂ） ｘ≤－ｂ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

令 ｑ＝
ｘ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｆ（ｑ）＝

ｙ
－ｇ（ｘ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｇ（ｑ）＝

０
－２εμｙ＋ｆｃｏｓωｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

因此，可得：
ｑ̇＝ ｆ（ｑ）＋εｇ（ｑ，ｔ） （５）

其中 ε 为任意小参数； β ＝ Ｋ２ ／ Ｋ１， ｘ ＝ ＸＫ１， τ ＝

ｔ Ｋ１ ／ Ｍ ，ω＝Ω Ｍ ／ Ｋ１ ，２εμ＝Ｃ ／ Ｋ１Ｍ ，εｆ＝Ｐ ／ Ｋ１ ．

图 ２　 分段函数表达式

Ｆｉｇ．２　 Ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ２表示齿轮副啮合接触前后引起的轮齿间

弹性力的变化过程．可见，齿轮系统的啮合过程是

典型的分段光滑动力学行为，会呈现出复杂的倍周

期分岔和混沌等非线性动力学现象．

２　 异宿轨道 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ全局分析方法

这里研究的齿轮啮合系统中含有分段函数，导
致 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法不能很好的应用于非光滑动力学

系统当中．因此，必须对 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 函数进行相应的

拓展以适应非光滑系统．首先将系统（３）的未扰系

统（令 ε＝ ０）重新整理为如下形式：

ｘ̇＝
∂Ｈ
∂ｙ
＝ ｙ

ｙ̇＝ －
∂Ｈ
∂ｘ
＝ －ｘ－ｇ（ｘ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

这里，分段 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数可以表达为如下形

式：
当 ｘ≤－ｂ 时，分段系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为：

Ｈ１（ｘ，ｙ）＝
１
２
ｙ２＋ １
２
ｘ２＋ １
２
β （ｘ＋ｂ） ２ （７）

当 ｘ ＜ｂ 时，分段系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为：

Ｈ２（ｘ，ｙ）＝
１
２
ｙ２＋ １
２
ｘ２ （８）

当 ｘ≥ｂ 时，分段系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为：

Ｈ３（ｘ，ｙ）＝
１
２
ｙ２＋ １
２
ｘ２＋ １
２
β（ｘ－ｂ） ２ （９）

通过计算可知，系统（６）存在着三个平衡点，
其中（０，０）为中心型，（±βｂ ／ （１＋β），０）为鞍点型．因
此，系统（６）存在着如图 ３ 所示的分段非光滑异宿

轨道．

图 ３　 未扰异宿轨道示意图

Ｆｉｇ．３　 Ｈｅｔｅｒｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

由图 ３知系统的非光滑异宿轨道具有对称的

特性，这里只考虑 ｙ＞０的情况．因此，分段形式的异

宿轨道表达式如下：
当 ｘ≤－ｂ 时，

０３１
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ｘ１＋（ ｔ）＝ －
βｂ
１＋β
＋ｂｅ

（ ｔ＋Ｔ０） １＋β

１＋β

ｙ１＋（ ｔ）＝
ｂｅ（ ｔ＋Ｔ０） １＋β

１＋β
， ｔ∈（－∞ ，－Ｔ０］

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

当 ｘ ＜ｂ 时，

ｘ２＋（ ｔ）＝
βｂ
１＋βｂ

ｓｉｎｔ

ｙ２＋（ ｔ）＝
βｂ
１＋βｂ

ｃｏｓｔ， ｔ∈（－Ｔ０，Ｔ０）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１１）

其中，Ｔ０ ＝
１
β
ａｒｃｓｉｎ １＋βｂ ．

当 ｘ≥ｂ 时，

ｘ３＋（ ｔ）＝
βｂ
１＋β

－ ｂｅ－（ ｔ－Ｔ０） １＋β

１＋β

ｙ３＋（ ｔ）＝
ｂｅ－（ ｔ－Ｔ０） １＋β

１＋β
，［Ｔ０，＋∞ ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

上述 ３段非光滑分段异宿轨道把鞍点（ ±βｂ ／
（１＋β），０）的稳定流形和不稳定流形链接在一起如

图 ４，ε 表示小的数量级．系统中的异宿轨道是接下

来要研究的主要问题．

图 ４　 扰动系统的稳定流形与不稳定流形

Ｆｉｇ．４　 Ｓｔａｂｌｅ ａｎｄ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｍａｉｎｆｏｌｄ ｏｆ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

扰动系统方程存在两个鞍点 ｐε１和 ｐε２，因此形

成一个由 ｐε１ ＝ ｐ０１＋ｏ（ε）和 ｐε２ ＝ ｐ０２＋ｏ（ε）构成的双

曲周期轨道．令 ｑｕ，ｓ
ε （ ｔ，ｔ０）是扰动系统位于 ｐε１和 ｐε２

不稳定流形 Ｗｕ
ε 和稳定流形 Ｗｓ

ε 上的轨迹．
令 ｔ１ 和 ｔ２ 是扰动轨道 ｑｕ，ｓ

ε （ ｔ０）穿过分段面（切
换面）的时刻，ｑｕ，ｓ

ε （ ｔ０）可以表示为：
ｑｕ，ｓ
ε （ ｔ，ｔ０）＝

ｑｕ，＋
ε （ ｔ，ｔ０）＝ ｑ０（ ｔ－ｔ０）＋εｑｕ，＋

１ （ ｔ，ｔ０）＋Ｏ（ε２），（－∞ ，ｔ０）

ｑｕ，－
ε （ ｔ，ｔ０）＝ ｑ０（ ｔ－ｔ０）＋εｑｕ，－

１ （ ｔ，ｔ０）＋Ｏ（ε２），（ ｔ０，ｔ１）

ｑｓ，－
ε （ ｔ，ｔ０）＝ ｑ０（ ｔ－ｔ０）＋εｑｓ，－

１ （ ｔ，ｔ０）＋Ｏ（ε２），（ ｔ１，ｔ２）

ｑｓ，＋
ε （ ｔ，ｔ０）＝ ｑ０（ ｔ－ｔ０）＋εｑｓ，＋

１ （ ｔ，ｔ０）＋Ｏ（ε２），（ ｔ２，＋∞ ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１３）

并且 ｑｕ，±
１ （ ｔ，ｔ０），ｑｓ，±

１ （ ｔ，ｔ０）满足如下方程，

ｑ̇ｕ，±
１ （ ｔ，ｔ０）＝ Ｄｆ（ｑ０（ ｔ－ｔ０））ｑｕ，±

１ （ ｔ，ｔ０）＋ｇ（ｑ０（ ｔ－ｔ０），ｔ）

ｑ̇ｓ，±
１ （ ｔ，ｔ０）＝ Ｄｆ（ｑ０（ ｔ－ｔ０））ｑｓ，±

１ （ ｔ，ｔ０）＋ｇ（ｑ０（ ｔ－ｔ０），ｔ）
{

（１４）
假设：

Δｕ（ ｓ），±（ ｔ，ｔ０）＝ εｆ±（ｑ０（ ｔ－ｔ０））∧ｑｕ（ ｓ），±
１ （ ｔ，ｔ０）

（１５）
其导数在光滑条件下成立（即离开切换面时），

Δ̇ｕ（ ｓ），±（ ｔ，ｔ０）＝ εｆ ±（ｑ０（ ｔ－ｔ０））∧ｇ（ｑ０（ ｔ－ｔ０），ｔ）

（１６）
由此我们可以定义以下能量函数：
　 Ｈε（ ｔ０）＝ Δｕ，－

ε （ ｔ０，ｔ０）－Δｓ，－
ε （ ｔ０，ｔ０）＋Ｏ（ε２）

＝ ［Δｕ，＋
ε （ ｔ０＋ｔ１，ｔ０）－Δｕ，＋

ε （－∞ ，ｔ０）］＋

［Δｕ，－
ε （ ｔ０＋ｔ１，ｔ０）－Δｕ，＋

ε （ ｔ０＋ｔ１，ｔ０）］＋

［Δｕ，－
ε （ ｔ０，ｔ０）－Δｕ，－

ε （ ｔ０＋ｔ１，ｔ０）］＋

［Δｓ，－
ε （ ｔ０＋ｔ２，ｔ０）－Δｕ，－

ε （ ｔ０，ｔ０）］＋

［Δｓ，＋
ε （ ｔ０＋ｔ２，ｔ０）－Δｓ，－

ε （ ｔ０＋ｔ２，ｔ０）］＋

［Δｓ，＋
ε （＋∞ ，ｔ０）－Δｓ，＋

ε （ ｔ０＋ｔ２，ｔ０）］＋Ｏ（ε２）

（１７）
因此，可得：

Ｈε（ ｔ０） ＝ ∫＋∞
－∞

ｆ ± （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ ＋

［Δｕ，－
ε （ ｔ０ ＋ ｔ１，ｔ０） － Δｕ，＋

ε （ ｔ０ ＋ ｔ１，ｔ０）］ ＋

［Δｓ，＋
ε （ ｔ０ ＋ ｔ２，ｔ０） － Δｓ，－

ε （ ｔ０ ＋ ｔ２，ｔ０）］ ＋

Ｏ（ε ２） （１８）
其中，

Δｕ，＋
ε （ ｔ ＋ ｔ１，ｔ０） ＝ ε ∫ｔ０＋ｔ１

－∞
ｆ ＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ

－ Δｓ，＋
ε （ ｔ ＋ ｔ２，ｔ０） ＝ ε ∫＋∞

ｔ０＋ｔ２
ｆ ＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ

由参考文献［１０］可得分段光滑动力学系统的

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数为：

Ｍ（ｔ０） ＝ ２∫ｔ１
－∞
ｆ１＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ ＋ ２∫ｔ２

ｔ １
ｆ２＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ ＋

２∫＋∞
ｔ ２

ｆ３＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ

＝ ２∫－Ｔ０
－∞
ｆ１＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ ＋ ２∫Ｔ０

－Ｔ０
ｆ２＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ ＋

２∫＋∞
Ｔ０

ｆ３＋ （ｑ） ∧ ｇ（ｑ）ｄｔ

＝ － ４μ∫－Ｔ０
－∞
［ｙ１＋ （ｔ）］２ｄｔ ＋ ２ｆ∫－Ｔ０

－∞
ｙ１＋ （ｔ）ｃｏｓω（ｔ ＋ ｔ０）ｄｔ －

４μ∫Ｔ
－Ｔ０
［ｙ２＋ （ｔ）］２ｄｔ ＋ ２ｆ∫Ｔ

－Ｔ０
ｙ２＋ （ｔ）ｃｏｓω（ｔ ＋ ｔ０）ｄｔ －

１３１
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４μ∫＋∞
Ｔ０
［ｙ３＋ （ｔ）］２ｄｔ ＋ ２ｆ∫＋∞

Ｔ０
ｙ３＋ （ｔ）ｃｏｓω（ｔ ＋ ｔ０）ｄｔ

＝ － ４μｂ２

（１ ＋ β）３ ／ ２
＋ ２μβｂ

２Ａ 
１ ＋ βｂ

＋

４ｂｆ Ｂ ２ ＋ （βｂＣ ）２ ｃｏｓ（ωｔ０ ＋ α） （１９）

其中，ｔａｎα＝βｂ Ｃ ／ Ｂ 

Ａ ＝
－２βＴ０＋βｓｉｎ（２Ｔ０）

１＋ｂβ

Ｂ ＝
－ １＋β ｃｏｓ（ωＴ０）＋ωｓｉｎ（ωＴ０）

１＋β （１＋β＋ω２）

Ｃ ＝
ωｃｏｓ（ωＴ０）ｓｉｎ（Ｔ０）＋ｃｏｓ（Ｔ０）ｓｉｎ（ωＴ０）

（ω２－１） １＋ｂβ
依据动力学系统的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 理论［１１－１２］，系统

产生混沌的参数条件为：

μ
ｆ
＜２ｂ Ｂ ２＋（βｂ Ｃ ） ２

２ｂ２

（１＋β） ３ ／ ２
－Ａ
 βｂ２

１＋βｂ

（２０）

方程（２０）定义的临界线将参数区域（εｆ，ω）分
为周期区域和非周期区域如图 ５．其中，位于水平线

（ ｆ＝ ０）下方的取值表示外激励力的方向与规定的

正方向相反．当 εｆ 的取值位于分界线的非周期区域

时，系统可能会出现混沌运动的状态；εｆ 的取值位

于分界线的周期区域时，系统的运动状态呈现出有

规律的周期特性．为了验证上述结论，这里选取分

别位于周期区域的 Ａ点、Ｃ点和位于非周期区域的

Ｂ和 Ｄ点进行数值仿真，并逐一列出了四个点的相

图，如图 ６所示．

图 ５　 全局异宿分岔的参数域

Ｆｉｇ．５　 Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｒｅｇｉｏｎｓ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ｈｅｔｅｒｏｃｌｉｎｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

改变外激励频率和外激励力的取值，观察齿轮

系统的非线性动力学特性．从图 ６（（ａ） －（ｄ））四幅

图 ６　 临界线取点对应的系统相图

Ｆｉｇ．６　 Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔｓ ａｂｏｖｅ ／ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｌｉｎｅ

图中可以得知：Ａ 点取值 ω＝ ０．８５，ｆ＝ ２．６时，系统呈

现出单倍周期运动状态；改变频率和激励力的取值

为 ω＝ ０．６，ｆ＝ ０．３，（ｂ）相图表明此时系统处于复杂

的混沌状态；然而，当位于 Ｃ 点处的取值为 ω ＝
１．３６，ｆ＝ ０．４ 时，相图（ｃ）表明系统处于四倍周期运

动状态；频率进一步增加时，Ｄ 点处的相图最终通

向了混沌运动如图（ｄ） ．可见，参数 ω， ｆ 发生变化

时，齿轮系统表现出周期运动和混沌运动交替出现

的规律．

３　 周期运动稳定性分析

３．１　 分段方程的解析通解

方程（３）在各分段条件下的解析解［１３－１４］如下：
当 ｘ ＜ｂ，初始条件为 ｘ（ ｔ０）＝ ｂ，ｘ̇（ ｔ０）＝ ｙ０，则

方程（３）的通解：
ｘ（ ｔ）＝ ｅ－μ（ ｔ－ｔ０）［ｃ１ｃｏｓη（ ｔ－ｔ０）＋ｃ２ｓｉｎη（ ｔ－ｔ０）］＋

Ａｃｏｓω（ ｔ＋ｔ０）＋Ｂｓｉｎω（ ｔ＋ｔ０） （２１）
ｘ̇（ ｔ）＝ －Ａωｓｉｎ（ωｔ＋ｔ０）＋Ｂωｃｏｓ（ωｔ＋ｔ０）＋

ｅ－μ（ ｔ－ｔ０）（－μｃ１＋ηｃ２）ｃｏｓη（ ｔ－ｔ０）－

ｅ－μ（ ｔ－ｔ０）（ηｃ１＋μｃ２）ｓｉｎη（ ｔ－ｔ０） （２２）

其中，η＝ １－μ２ ，

Ａ＝ ｆ（１－ω２）
（１－ω２） ２＋４μ２ω２

，Ｂ＝
－２μｆω

（１－ω２） ２＋４μ２ω２
，

ｃ１ ＝ ｂ－Ａｃｏｓｔ０－Ｂｓｉｎｔ０，
ｃ２ ＝（ｙ０＋Ａωｓｉｎｔ０－Ｂωｃｏｓｔ０＋μｃ１） ／ η．
当 ｘ≥ｂ 时，初始条件为 ｘ（ ｔ１）＝ ｘ１，ｘ̇（ ｔ１）＝ ｙ１

则方程的通解为：

２３１
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ｘ（ ｔ）＝ ｅ－μ（ ｔ－ｔ１）［ｃ３ｃｏｓ􀭾ω（ ｔ－ｔ１）＋ｃ４ｓｉｎ􀭾ω（ ｔ－ｔ１）］＋
Ｃｃｏｓ（ωｔ＋ｔ１）＋Ｄｓｉｎ（ωｔ＋ｔ１）

（２３）
ｘ̇（ ｔ）＝ －Ｃωｓｉｎ（ωｔ＋ｔ１）＋Ｄωｃｏｓ（ωｔ＋ｔ１）＋

ｅ－μ（ ｔ－ｔ１）（ｃ４􀭾ω－μｃ３）ｃｏｓ􀭾ω（ ｔ－ｔ１）
－ｅ－μ（ ｔ－ｔ１）（μｃ４＋􀭾ωｃ３）ｓｉｎ􀭾ω（ ｔ－ｔ１） （２４）

其中，

􀭾ω＝ １＋β－μ２

Ｃ＝ ｆ（１＋β－ω２）
（１＋β－ω２） ２＋４μ２ω２

Ｄ＝
－２ｆμω

（１＋β－ω２） ２＋４μ２ω２

ｃ３ ＝ ｘ１－Ｃｃｏｓｔ１－Ｄｓｉｎｔ１－βｂ ／ （１＋β）
ｃ４ ＝（ｙ１＋Ｃωｓｉｎｔ１－Ｄωｃｏｓｔ１＋μｃ３） ／􀭾ω
ｘ≤－ｂ 时与上述情况类似，这里不再给出详细

的通解表达式．
３．２　 Ｐｏｉｎｃａｒé映射及稳定性分析

将分段解的表达式结合起来，利用区域与区域

间的边界条件，即可建立系统运动的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

关系［１５－１６］，从而得到系统的周期解进而分析其运

动稳定性．首先，我们构造了质量块 Ｍ 与右边弹簧

的映射关系，Ｐ１ 表示物块 Ｍ 与右边弹簧发生碰撞

时的接触状态，Ｐ２ 表示物块 Ｍ 与右边弹簧碰撞完

成后的脱离状态．

图 ７　 切换面及基本映射关系图

Ｆｉｇ．７　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｗｉｔｃｈｉｎｇ ｐｌａｎｅｓ ａｎｄ ｂａｓｉｃ ｍａｐｐｉｎｇｓ

映射关系 Ｐ１ 可以由式（２１）和（２２）构造：
ｅ－μ（ ｔ－ｔ０）［ｃ１ｃｏｓη（ ｔ－ｔ０）＋ｃ２ｓｉｎη（ ｔ－ｔ０）］＋
　 　 Ａｃｏｓω（ ｔ＋ｔ０）＋Ｂｓｉｎω（ ｔ＋ｔ０）－ｂ＝ ０ （２５）
ｘ̇－（ ｔ）＝ －Ａωｓｉｎ（ωｔ＋ｔ０）＋Ｂωｃｏｓ（ωｔ＋ｔ０）＋

ｅ－μ（ ｔ－ｔ０）（－μｃ１＋ηｃ２）ｃｏｓη（ ｔ－ｔ０）－

ｅ－μ（ ｔ－ｔ０）（ηｃ１＋μｃ２）ｓｉｎη（ ｔ－ｔ０） （２６）
映射关系 Ｐ２ 可以由式（２３）和（２４）构造：

ｅ－μ（ ｔ－ｔ１）［ｃ３ｃｏｓ􀭾ω（ ｔ－ｔ１）＋ｃ４ｓｉｎ􀭾ω（ ｔ－ｔ１）］＋
　 　 Ｃｃｏｓ（ωｔ＋ｔ１）＋Ｄｓｉｎ（ωｔ＋ｔ１）－ｂ＝ ０ （２７）
ｘ̇＋（ ｔ）＝ －Ｃωｓｉｎ（ωｔ＋ｔ１）＋Ｄωｃｏｓ（ωｔ＋ｔ１）＋

ｅ－μ（ ｔ－ｔ１）（ｃ４􀭾ω－μｃ３）ｃｏｓ􀭾ω（ ｔ－ｔ１）－

ｅ－μ（ ｔ－ｔ１）（μｃ４＋􀭾ωｃ３）ｓｉｎ􀭾ω（ ｔ－ｔ１） （２８）
同理可以得到质量块 Ｍ 与左边弹簧的映射关

系 Ｐ３ 和 Ｐ４ 以及映射表达式，这里不再详细列出．
因此 Ｐｏｉｎｃａｒé映射可以表示为：
ＤＰ＝ＤＰ１·ＤＰ２·ＤＰ３·ＤＰ４ （２９）
为了讨论此新系统周期碰振运动的稳定性，我

们还需要计算 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射 Ｐ 在不动点处的 Ｊａｃｏｂｉ
矩阵．依据隐函数求导法则，其线性化矩阵可以由

下面的表达式得到（因表达式过于复杂，本文略去

详细结果）：

ＤＰ＝∏
４

ｊ＝１

∂（ ｔ ｊ ．ｙ ｊ）
∂（ ｔ ｊ－１，ｙ ｊ－１）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （３０）

根据（３０）式在不动点处的特征根，我们可以

得到系统周期运动的稳定性．数值仿真得到质量块

Ｍ 与左、右边弹簧接触和外激励共同作用下的整体

运动特性见下图．

图 ８　 双边碰振时系统的周期 １相图

Ｆｉｇ．８　 Ｐｅｒｉｏｄ⁃１ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｂｉｌａｔｅｒａｌ ｉｍｐａｃｔ

图 ９　 双边碰振时系统的周期 ４相图

Ｆｉｇ．９　 Ｐｅｒｉｏｄ⁃４ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｂｉｌａｔｅｒａｌ ｉｍｐａｃｔ
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图 １０　 全局混沌运动相图

Ｆｉｇ．１０　 Ｇｌｏｂａｌ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ

取值 β＝ ０．８及间隙 ｂ＝ １不变，阻尼 μ＝ ０．３２时
可以得到质量块 Ｍ 与左右两边的弹簧发生碰撞，
齿轮系统的运动状态处于稳定的单周期运动如图

８所示；减小阻尼值，当阻尼位于 μ ＝ ０．２４ 附近时相

图变为图 ９所示的闭合曲线，系统由稳定的单周期

运动变为了稳定的周期四运动；阻尼值继续减小到

０．１３，此时平面相图变成了比较杂乱的曲线，齿轮

系统已经由稳态状态进入了混沌响应特性．由上述

分析可知，适当的控制阻尼系数 μ 的值，可以避免

齿轮系统出现多周期运动和混沌运动的情形．

４　 结论

建立齿轮副主动轮的单自由度非线性动力学

模型，并将齿轮系统中的间隙函数视为分段线性函

数，在此基础上研究含间隙齿轮系统碰振的全局特

性及周期运动的稳定性，更好地反应齿轮的实际啮

合状况．
（１）通过拓展 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方法使其适用于分段

连续函数，并借助该方法分析了系统异宿轨道的全

局运动，得到了全局异宿轨道分岔的条件．
（２）建立分段非光滑动力学系统的 Ｐｏｉｎｃａｒé映

射，分析了系统的简单周期碰振运动的稳定性．
（３）运用数值方法计算分岔图中不同区域参

数对应的相图．得到系统相应的运动轨线，验证

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法分析分段非光滑系统的有效性．
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