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摘要　 考虑执行机构性能、传感器空间指向等复杂约束，研究了空间飞行器姿态机动的路径规划问题．建立

了姿态机动路径规划模型，并通过使用微分平坦理论将其映射到平坦输出空间，消除微分方程约束的同时

降低设计空间维数；给出了平坦输出参数化描述的伪谱法，并运用共形映射、重心插值等技术改善了微分矩

阵的病态特性，提高了路径规划的精度．仿真表明：该方法能够较快规划出满足约束的姿态机动路径，对工程

应用具有一定参考价值．

关键词　 姿态机动，　 微分平坦，　 共形映射，　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃００５

引言

空间飞行器在轨运行期间，需要通过大量的姿

态机动在不同姿态指向之间进行切换，达成多样化

的任务目的；然而，姿态执行机构性能、星上传感器

空间指向等复杂约束的存在，使得姿态机动路径面

临诸多限制，需要在多约束条件下开展姿态机动路

径规划研究，为安全、稳定地工作提供支撑．针对空

间飞行器姿态机动规划问题，国内外学者开展了许

多有意义的研究．武长青从能量最优角度出发，将
航天器姿态约束机动问题归纳为非凸二次约束二

次规划问题，运用基于评价函数的迭代规划算法获

得全局姿态优化路径［１］ ．赵乾考虑力矩陀螺奇异与

饱和特性，根据工程实际偏好需求，研究了空间站

姿态机动路径规划的多目标优化问题［２］ ．丰志伟针

对单框架控制力矩陀螺驱动下的敏捷卫星姿态机

动问题，考虑奇异状态规避，利用伪谱法对时间固

定、能量最优的姿态机动路径进行了优化［３］ ．
近年来，一种基于微分平坦理论的轨迹规划方

法因其显著的计算效率而广泛应用于四旋翼飞行

器［４］、动态滑翔无人机［５］等领域．该方法利用系统的

微分平坦属性，将初始轨迹规划问题映射到平坦输

出空间，有效消除微分约束，降低设计维度，从而达

到提高计算效率的目的．在空间飞行器姿态机动方

面，庄宇飞针对欠驱动航天器的姿态机动规划问题，
引入虚拟控制输入的概念扩展了系统微分平坦属

性，并利用样条函数、三角多项式函数等参数化平坦

输出，实现姿态机动可行路径的快速规划［６］ ．然而，
函数逼近论表明上述参数化方法在近似精度和计算

效率两方面均不是最佳的选择．因此，对于最优轨迹

规划问题需寻求其他平坦输出参数化方法．由于伪

谱法能够以较少的离散点对待定函数进行高精度近

似，Ｒｏｓｓ 最早将伪谱法应用于平坦输出参数化，并直

接由伪谱微分矩阵计算平坦输出的各阶导数，改善

了微分平坦方法的性能［７］ ．然而，标准伪谱法的微分

矩阵存在病态特性，严重影响平坦输出高阶导数在

规划时域端点处的精度．因此，为提高机动轨迹规划

的性能，需进一步改善伪谱微分矩阵的病态特性．
本文研究了复杂约束条件下空间飞行器姿态

机动的规划问题，建立了姿态机动轨迹轨迹规划的

模型，分析了姿态运动方程的微分平坦属性，分别

给出了基于微分平坦的规划策略和映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
伪谱法参数化平坦输出的方法，并开展数值仿真分

析验证所研究方法的性能．
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１　 姿态机动规划问题描述

１．１　 姿态运动模型

本文以非对称刚体空间飞行器为研究对象，其
沿各惯量主轴方向的姿态动力学方程为：

Ｉ１ω̇１ ＝（ Ｉ２－Ｉ３）ω２ω３＋ｕ１

Ｉ２ω̇２ ＝（ Ｉ３－Ｉ１）ω１ω３＋ｕ２

Ｉ３ω̇３ ＝（ Ｉ１－Ｉ２）ω１ω２＋ｕ３

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

式中，Ｉ ＝ ｄｉａｇ Ｉ１ Ｉ２ Ｉ３{ } ，ω ＝ ω１ ω２ ω３[ ] Ｔ 和 ｕ ＝

ｕ１ ｕ２ ｕ３[ ] Ｔ 分别为惯量张量、角速度以及控制输

入矢量．
采用欧拉角描述空间飞行器姿态，按 ３－２－１

转动顺序，则姿态运动学方程为：
φ̇＝ω１＋（ω２ｓｉｎφ＋ω３ｃｏｓφ）ｔａｎθ

θ̇＝ω２ｃｏｓφ－ω３ｓｉｎφ

ψ̇＝（ω２ｓｉｎφ＋ω３ｃｏｓφ）ｓｅｃθ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）

式中 φ， θ 和 ψ 分别为滚转、俯仰和偏航角．
１．２　 约束条件

在初始和终端期望姿态之外，空间飞行器姿态

还面临控制输入受限、传感器指向受限等复杂约

束．实际工程中，姿态执行机构提供的力矩幅值有

限，形成控制输入饱和约束：
ｕｉ（ ｔ）≤ｕｍａｘ，ｔ∈ ｔ０，ｔｆ[ ] （３）

式中 ｉ＝ １，２，３； ｔ０ 和 ｔｆ 分别表示初始和终端时刻．
在姿态机动过程中，红外敏感望远镜等传感器

不能朝向太阳，以免损害敏感元件，这类约束称为

空间指向约束：
ｒＴＢ（ＣＢＩｒＩ）≤ｃｏｓβ （４）

式中 ｒＢ 表示传感器在空间飞行器本体系下的方向

矢量，ｒＩ 表示太阳在惯性系下的方向矢量，ＣＢＩ为惯

性系相对于本体系之间的姿态矩阵，β 为 ｒＢ 和 ｒＩ
间的最大夹角．
１．３　 目标函数

在达成期望姿态的同时，姿态机动过程还可对

机动时间、能量等进行优化，本文以能量最优为控

制目标：

Ｊ ＝ ∫ ｔ ｆ

ｔ０
（ｕ２

１ ＋ ｕ２
２ ＋ ｕ２

３）ｄｔ （５）

以 ｘ ＝ φ，θ，ψ，ω１，ω２，ω３[ ] Ｔ 表征系统状态变

量，多约束条件下空间飞行器姿态机动路径规划的

目的是确定控制输入 ｕ（ ｔ），ｔ∈［ ｔ０，ｔｆ］，使飞行器在

满足式（３） ～ （４）所示约束的同时，由初始姿态 ｘ０

机动至期望姿态 ｘｆ，并使式（５）所示目标函数最优．

２　 姿态机动规划方法

２．１　 微分平坦简介

对于一般非线性系统：
ｘ̇（ ｔ）＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ）） （６）

其中 ｘ∈ℝ ｎ 为状态变量，ｕ∈ℝ ｍ 为控制输入， ｆ：
ℝ ｎ×ℝ ｍ→ℝ ｎ 为光滑函数．若存在一组相互微分独

立的变量 ζ＝ ζ１，ζ２…ζｍ[ ] ∈ℝ ｍ 满足：
ζ＝ ζ１，…，ζｍ[ ] Ｔ ＝ｈ（ｘ，ｕ，ｕ̇，…，ｕ（λ）） （７）

且系统状态和输入能够表示为：
ｘ＝Γｘ（ζ，ζ̇，…，ζ（η－１））

ｕ＝Γｕ（ζ，ζ̇，…，ζ（η））{ （８）

其中 Γｘ，Γｕ 为连续光滑函数；ζ（ｋ）
ｉ 为元素 ζｉ 的第 ｋ

阶导数，η＝ η１…ηｍ[ ] Ｔ 为 ζ 的相对阶：
　 ηｉ ＝ｍｉｎ ｋ∈Ｎ∗，∃ｊ∈ １，…，ｍ{ } ∂ζ（ｋ）

ｉ ∂ｕｊ≠０{ }

（９）
则称非线性系统（６）是微分平坦的，其中变量 ζ 为

平坦输出［８］ ．
根据微分平坦系统定义，平坦输出与系统状态

和控制输入之间存在可逆映射关系，系统运动行为

能够完全由平坦输出决定．基于此，可将状态空间

中的轨迹规划问题映射到平坦输出空间中，解出最

优平坦输出函数后，重新映射回状态空间即可生成

期望的状态和控制变量轨迹．
２．２　 姿态运动模型微分平坦属性

对第 １．１ 节中的姿态运动模型，以欧拉角 φ， θ
和 ψ 为候选平坦输出，分别记为 ζ１ ＝φ， ζ２ ＝ θ， ζ３ ＝
ψ，则其余状态变量可表示为：

ω１ ＝ ζ̇１－ζ̇３ｓｉｎζ２

ω２ ＝ ζ̇２ｃｏｓζ１＋ζ̇３ｓｉｎζ１ｃｏｓζ２

ω３ ＝ －ζ̇２ｓｉｎζ１＋ζ̇３ｃｏｓζ１ｃｏｓζ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

将式（１０）对时间 ｔ 求导得：
ω̇１ ＝ ζ̈１－ζ̈３ｓｉｎζ２－ζ̇２ ζ̇３ｃｏｓζ２

ω̇２ ＝ ζ̈２ｃｏｓζ１－ζ̇１ ζ̇２ｓｉｎζ１＋…

ζ̈３ｓｉｎζ１ｃｏｓζ２＋ζ̇１ ζ̇３ｃｏｓζ１ｃｏｓζ２－…

ζ̇２ ζ̇３ｓｉｎζ１ｓｉｎζ２

ω̇３ ＝ －ζ̈２ｓｉｎζ１－ζ̇１ ζ̇２ｃｏｓζ１＋

ζ̈３ｃｏｓζ１ｃｏｓζ２－ζ̇１ ζ̇３ｓｉｎζ１ｃｏｓζ２－…

ζ̇２ ζ̇３ｃｏｓζ１ｓｉｎζ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（１１）

６１１



第 ２ 期 蔡伟伟等：多约束条件下空间飞行器姿态机动规划的微分平坦方法

将式（１０）和（１１）代入式（１）中，则控制输入变

量可表示为平坦输出及其各阶导数的函数：
ｕ１ ＝ Ｉ１ω̇１－（ Ｉ２－Ｉ３）ω２ω３ ＝Γｕ１（ζ，ζ̇，ζ̈）

ｕ２ ＝ Ｉ２ω̇２－（ Ｉ３－Ｉ１）ω１ω３ ＝Γｕ２（ζ，ζ̇，ζ̈）

ｕ３ ＝ Ｉ３ω̇３－（ Ｉ１－Ｉ２）ω１ω２ ＝Γｕ３（ζ，ζ̇，ζ̈）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１２）

至此可以判断姿态运动模型具有微分平坦属

性，将式（１０）和（１２）代入约束条件式（３） ～ （４）和
目标函数式（５）中，则姿态机动规划模型可以映射

到平坦输出空间中：确定平坦输出 ζ ＝ ［ ζ１，ζ２，ζ３］ Ｔ

＝ ［φ，θ，ψ］ Ｔ，使得如下目标函数最小：

Ｊ（ζ（ ｔ），ｔ０，ｔｆ） ＝ ∫ ｔ ｆ

ｔ０
（Γ２

ｕ１ ＋ Γ２
ｕ２ ＋ Γ２

ｕ３）ｄｔ （１３）

满足边界条件、控制输入饱和与空间指向约束：
Ｂ（ζ（ ｔ０），ｔ０；ζ（ ｔｆ），ｔｆ）＝ ０ （１４）

Γｕｉ（ζ（ ｔ），ｔ）≤ｕｍａｘ，（ ｉ＝ １，２，３） （１５）

Ｃ（ζ（ ｔ），ｔ）≤Ｃｍａｘ （１６）
其中式（１４）和（１６）分别为平坦输出表示的边界条

件与空间指向约束．
由于平坦输出是微分平坦系统的最小描述，其

维数与非线性系统控制输入维数相等，因此对于状

态空间维数较高的系统，基于微分平坦理论将轨迹

规划问题映射到平输出空间中，能够有效减少系统

分析设计的维度，降低问题求解难度．此外，通过微

分平坦变换，系统微分方程约束得以完全消除，转
换所得几何规划问题更易求解，计算效率更高．
２．３　 映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法

本节给出参数化平坦输出的映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
伪谱法， 该方法以映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｇａｕｓｓ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ
（ＣＧＬ）节点为插值节点，运用重心有理 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插

值技术近似平坦输出，由微分矩阵直接获取平坦输

出在配点处的导数，并通过 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积分替

代目标函数中的积分项，最终将平坦输出规划问题

进一步转换为非线性规划问题求解．相对于高阶多

项式、样条插值等方式，该方法能够以较少的节点

获得平坦输出高精度近似；相对于标准 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
伪谱法，该方法能有效改善微分矩阵的病态特性，
有利于提高平坦输出高阶导数的近似精度［９］ ．

（１）时域变换

映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法的插值节点分布在区

间［－１，１］上，因此通过式（１７）所示变换将姿态机

动的时间区间映射到闭区间［－１，１］上：
λ＝ ２（ ｔ－ｔ０） ／ （ ｔｆ－ｔ０）－１，ｔ∈ ｔ０，ｔｆ[ ] （１７）
（２）平坦输出近似

映射 ＣＧＬ 点 λｋ（ｋ＝ ０，…，Ｎ）定义为：
λｋ ＝ｇ（τｋ，α）＝ ａｓｉｎ（ατｋ） ／ ａｓｉｎα （１８）

式中 ０≤α＜１ 为 Ｋｏｓｌｏｆｆ⁃Ｔａｌ⁃Ｅａｅｒ 共形映射参数，τｋ

为第Ⅱ类标准 ＣＧＬ 节点：
τｋ ＝ｃｏｓ（πｋ ／ Ｎ） （１９）
共形映射的一对一以及充分光滑特性有效保

持了 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法的收敛特性，且共形映射引

入的舍入误差 ε 与参数 α、Ｎ 间存在下列关系：
α＝ｓｅｃｈ（ ｌｎε ／ Ｎ） （２０）

当舍入误差 ε 与机器误差一致时，可有效降低共形

映射引入的误差．
值得注意的是，映射 ＣＧＬ 点相对于标准 ＣＧＬ

点更趋于均匀分布；若直接采用传统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值

技术近似平坦输出，将可能产生龙格现象，因此，此
处采用重心有理 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值技术．记平坦输出 ζｉ
在映射 ＣＧＬ 点处的取值为 ζｉ（λｋ）（ ｉ＝ １…ｍ；ｋ＝ ０，１
…Ｎ），则平坦输出近似表达式为：

ζ ｉ（λ） ≈ ζＮ
ｉ （λ）

＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０

ω ｂａｒｙ
ｋ ζ ｉ（λ ｋ）
λ － λ ｋ

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０

ω ｂａｒｙ
ｋ

λ － λ ｋ
（２１）

式中 ωｂａｒｙ
ｋ （ｋ＝ ０，１，…，Ｎ）为映射 ＣＧＬ 点 λｋ 的重心

权重：

ωｂａｒｙ
０ ＝ １

２
，ωｂａｒｙ

Ｎ ＝（－１） Ｎ

２
ωｂａｒｙ

ｋ ＝（－１） ｋ（ｋ＝ １，…，Ｎ－１）

ì

î

í

ïï

ïï

（２２）

（３）平坦输出导数近似

平坦输出在映射 ＣＧＬ 点处的导数也可以写成

微分矩阵乘积的形式：

ζ̇ｉ（λ ｋ） ≈ ζ
·Ｎ

ｉ （λ ｋ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｄｋｊζ ｉ（λ ｊ）

ζ̈ｉ（λ ｋ） ≈ ζ¨ Ｎｉ （λ ｋ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ ０
Ｄ（２）

ｋｊ ζ ｉ（λ ｊ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）

式中 Ｄｉｊ和 Ｄ（２）
ｉｊ 分别为（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）维的一阶、二

阶映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 微分矩阵：
若 ｉ≠ｊ，

Ｄｉｊ ＝
ωｂａｒｙ

ｊ ／ ωｂａｒｙ
ｉ

λ ｉ － λ ｊ

Ｄ（２）
ｉｊ ＝ －

２ωｂａｒｙ
ｊ ／ ωｂａｒｙ

ｉ

λ ｉ － λ ｊ
（∑

ｋ≠ｉ

ωｂａｒｙ
ｋ ／ ωｂａｒｙ

ｉ

λ ｉ － λｋ

－ １
λ ｉ － λ ｊ

）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２４）
若 ｉ＝ ｊ，

Ｄｉｉ ＝ － ∑
ｋ≠ｉ

Ｄｉｋ，Ｄ（２）
ｉｉ ＝ － ∑

ｋ≠ｉ
Ｄ（２）

ｉｋ （２５）
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（４）目标函数近似

映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法采用 Ｃｌｅｎｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积
分公式转换式（１３）所示的积分型性能指标：

Ｊ ≈ ＪＮ ＝
ｔｆ － ｔ０

２ ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
ωＣ

ｋ ｇ′（τ ｋ）Λ ζ（ｇ（τ ｋ））[ ]

（２６）
式中 ｇ′（ τ）为共形映射的一阶导数，ωｃ

ｋ 为 Ｃｌｅｎ⁃
ｓｈａｗ⁃Ｃｕｒｔｉｓ 积分权重：

若 Ｎ 为偶数，则：

ωＣ
０ ＝ ωＣ

Ｎ ＝ １
Ｎ２ － １

ωＣ
ｓ ＝ ωＣ

Ｎ－ｓ ＝
４
Ｎ∑

Ｎ／ ２″

ｉ ＝ ０

１
１ － ４ｉ２

ｃｏｓ ２πｉｓ
Ｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２７）

式中 ｓ＝ １，…，Ｎ ／ ２．
若 Ｎ 为奇数，则：

ωＣ
０ ＝ ωＣ

Ｎ ＝ １
Ｎ２

ωＣ
ｓ ＝ ωＣ

Ｎ－ｓ ＝
４
Ｎ ∑

（Ｎ－１） ／ ２″

ｉ ＝ ０

１
１ － ４ｉ２

ｃｏｓ ２πｉｓ
Ｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２８）

式中 ｓ＝ １，…，（Ｎ－１） ／ ２，求和符号上方的两撇表示

首末两项表达式应除以 ２．
综上，采用映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法参数化平坦

输出，微分平坦变换所得最优问题式（１３） ～ （１６）
可以转换为如下非线性规划问题：确定平坦输出在

映射 ＣＧＬ 点处的取值 ζ（λｋ） （ ｋ ＝ ０…Ｎ）以及终端

时刻 ｔｆ，使得式（２６）所示性能指标最小，同时满足

边界条件、控制输入饱和与空间指向约束：
Ｂ（ζ（－１），ｔ０；ζ（１），ｔｆ）＝ ０ （２９）
Γｕｉ（ζ（λｋ），ｔ）≤ｕｍａｘ，（ ｉ＝ １，２，３） （３０）
Ｃ（ζ（λｋ），ｔ）≤Ｃｍａｘ （３１）
通过序列二次规划等数值方法求得平坦输出

最优解后，代入状态和控制变量关于平坦输出的表

达式，即式（１０）和（１２）中，即可获得姿态机动规划

问题的最优解．

３　 仿真分析

假设空间飞行器的转动惯量矩阵 Ｉ＝ ｄｉａｇ｛６６．３６，
６１．８０，５０．１６｝ｋｇ·ｍ２，最大控制输入力矩为 １Ｎ·ｍ，
初 始 和 终 端 时 刻 姿 态 欧 拉 角 分 别 为

π ／ ３，π ／ ４，－π ／ ３[ ] Ｔ和 －π ／ ３，－π ／ ４，π ／ ４[ ] Ｔ，姿态角

速度均为零．太阳光线在惯性坐标系中的方向矢量

ｒＩ ＝ ０，－１，０[ ] Ｔ，传感器在空间飞行器本体系下的

方向矢量 ｒＢ ＝ ０，－ ２ ／ ２， ２ ／ ２[ ]
Ｔ，姿态机动过程中

传感器空间指向约束角为 π ／ ４．要求空间飞行器利

用 １００ｓ 时间由初始姿态调整到期望姿态，并使得

所耗费的能量最省．
通过微分平坦理论对问题进行处理，并采用映

射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法参数化平坦输出，其中 Ｃｈｅｂｙ⁃
ｓｈｅｖ 多项式阶次 Ｎ 和舍入误差 ε 分别取为 ３２ 和

１．０×１０－６，则共形映射参数 α 为 ０．９１３５，共有决策变

量 ９９ 个．对最终转换所得非线性规划问题，调用

ＭＡＴＬＡＢ 软件中的 ｆｍｉｎｃｏｎ 函数进行求解，其参数

ＴｏｌＦｕｎ、ＴｏｌＸ 和 ＴｏｌＣｏｎ 均设置为 １．０×１０－６ ．对于决策

变量的初始猜测值，即平坦输出在映射 ＣＧＬ 点处取

值，通过样条插值边界条件获得．ｆｍｉｎｃｏｎ 函数经 ２４６
次迭代计算，规划所得能量最省机动路径对应的欧

拉角、角速度和控制输入分别如图 １～３ 所示，图中圆

圈表示相应变量在映射 ＣＧＬ 点处的取值，实线为经

重心有理 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值获得的相应变量随时间变化

关系．式（５）所示目标函数取值为 ０．２６０７．

图 １　 欧拉角⁃时间曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅｓ

为验证微分平坦方法性能，基于开源优化软件

ＧＰＯＰＳ，运用 Ｒａｄａｕ 伪谱法对相同配置的问题进行

求解，其中配点数同样为 ３２，计算网格固定［１０］ ．值
得说明的是，ＧＰＯＰＳ 调用商业软件包 ＳＮＯＰＴ 求解

Ｒａｄａｕ 伪谱法转换所得非线性规划问题．两种方法

的性能对比如表 １ 所示，显然微分平坦方法有效减

少了决策变量数量，且迭代优化的次数大幅降低．
运用 ＧＰＯＰＳ 规划所得轨迹与微分平坦法规划结果

的差异水平如图 ４ ～ ６ 所示，两者差值的数量级达

到 １．０×１０－４以上．由此可见，基于微分平坦的姿态

机动规划方法有效降低了规划空间的维度，有利于

规划效率的提高．
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图 ２　 角速度⁃时间曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ａｎｇｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ３　 控制输入⁃时间曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔｓ

图 ４　 欧拉角差异

Ｆｉｇ．４　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ａｎｇｌｅｓ

表 １　 两种方法性能对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｍｅｔｈｏｄ Ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

Ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

Ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｒａｄａｕ ２９４ ４７０ ０．２６０７
Ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ９９ ２４６ ０．２６０７

图 ５　 角速度差异

Ｆｉｇ．５　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ６　 控制输入差异

Ｆｉｇ．６　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔｓ

４　 小结

本文研究了控制输入饱和、空间指向受限等多约

束条件下的空间飞行器姿态机动规划问题，提出基于

微分平坦理论的规划方法，将问题映射到平坦输出空

间，在消除微分约束的同时降低了规划空间的维度；

给出了平坦输出参数化的映射 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 伪谱法，最
终转换为非线性规划问题求解．数值仿真验证了本

文方法的计算性能，对工程应用具有一定参考价值．
值得说明的是，文中采用欧拉角描述空间飞行器姿

态，其在大角度姿态机动情况下存在奇异问题，因此

本文方法解决以四元数、修正罗德里格斯参数等描

述的姿态机动规划问题是需要进一步研究的内容．

参　 考　 文　 献

１ 武长青，徐瑞． 非凸二次约束下航天器姿态机动路径

９１１



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１８ 年第 １６ 卷

迭代规划方法． 宇航学报， ２０１６，３７ （ ６）：６７１ ～ ６７８
（Ｗｕ Ｃ Ｑ， Ｘｕ Ｒ． Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｐａｔｈ ｉｔｅｒａ⁃
ｔｉｖｅ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｄｅｒ ｎｏｎｃｏｎｖｅｘ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｃｏｎ⁃
ｓｔｒａｉｎｔｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ， ２０１６，３７（６）：６７１ ～ ６７８
（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２ 赵乾． 考虑力矩陀螺奇异与饱和的空间站姿态机动控

制策略与路径规划［博士学位论文］． 长沙：国防科技

大学， ２０１５ （Ｚｈａｏ Ｑ． Ｓｔｕｄｙ ｏｎ ｓｐａｃｅ ｓｔａｔｉｏｎ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｍａ⁃
ｎｅｕｖｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ ａｎｄ ｐａｔｈ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｓａｔ⁃
ｕｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｏｍｅｎｔ ｇｙｒｏｓｃｏｐｅｓ［Ｐｈ．
Ｄ Ｔｈｅｓｉｓ ］ ． Ｃｈａｎｇｓｈａ： Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｄｅｆｅｎｓｅ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１５（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

３ 丰志伟，张永合． 基于路径规划的敏捷卫星姿态机动

反馈控制方法． 国防科技大学学报， ２０１３，３５（４）：１～ ６
（Ｆｅｎｇ Ｚ Ｗ， Ｚｈａｎｇ Ｙ Ｈ． Ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａｔ⁃
ｔｉｔｕｄｅ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｏｆ ａｇｉｌｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｐｔｉ⁃
ｍｉｚａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｄｅｆｅｎｓｅ Ｔｅｃｈ⁃
ｎｏｌｏｇｙ， ２０１３，３５（４）：１～６（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

４ Ｃｈａｍｓｅｄｄｉｎｅ Ａ， Ｚｈａｎｇ Ｙ， Ｒａｂｂａｔｈ Ｃ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｆｌａｔｎｅｓｓ⁃
ｂａｓｅｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｌａｎｎｉｎｇ ／ ｒｅｐｌａｎｎｉｎｇ ｆｏｒ ａ ｑｕａｄｒｏｔｏｒ ｕｎ⁃
ｍａｎｎｅｄ ａｅｒｉａｌ ｖｅｈｉｃｌｅ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ
ａｎｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１２，４８（４）：２８３２～２８４８

５ Ｄｅｉｔｔｅｒｔ Ｍ， Ｒｉｃｈａｒｄｓ Ａ， Ｔｏｏｍｅｒ Ｃ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｅｎｇｉｎｅｌｅｓｓ
ｕｎｍａｎｎｅｄ ａｅｒｉａｌ ｖｅｈｉｃｌｅ ｐｒｏｐｕｌｓｉｏｎ ｂｙ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｏａｒｉｎｇ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｕｉｄａｎｃｅ， Ｃｏｎｔｒｏｌ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２００９， ３２
（５）： １４４６～１４５７

６ 庄宇飞． 带有非完整约束的欠驱动航天器控制方法研

究［博士学位论文］． 哈尔滨：哈尔滨工业大学， ２０１２
（Ｚｈｕａｎｇ Ｙ Ｆ． Ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｗｉｔｈ
ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｐｈ．Ｄ Ｔｈｅｓｉｓ］ ． Ｈａｒｂｉｎ： Ｈａｒｂｉｎ
Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１２）

７ Ｒｏｓｓ Ｉ Ｍ， Ｆａｈｒｏｏ Ｆ． Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｏｐｔｉｍａｌ
ｍｏｔｉｏｎ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｌｙ ｆｌａｔ ｓｙｓｔｅｍｓ． ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓ⁃
ａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ａｕｔｏｍａｔｉｃ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２００４，４９（８）：１４１０～１４１３

８ Ｆｌｉｅｓｓ Ｍ． Ｆｌａｔｎｅｓｓ ａｎｄ Ｄｅｆｅｃｔ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｙｓｔｅｍｓ： Ｉｎｔｏｒ⁃
ｄｕｃｔｏｒｙ Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ｅｘａｍｐｌｅｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｎｔｒｏｌ， １９９５，６１（６）：１３２７～１３６１

９ Ｃａｉ Ｗ Ｗ， Ｚｈｕ Ｙ Ｗ， Ｙａｎｇ Ｌ Ｐ． Ｏｐｔｉｍａｌ ｇｕｉｄａｎｃｅ ｆｏｒ ｈｙｐｅｒ⁃
ｓｏｎｉｃ ｒｅｅｎｔｒｙ ｕｓｉｎｇ ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ ａｎｄ ｒｅｃｅｄｉｎｇ ｈｏｒｉｚｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ．
Ｌｅｔ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｔｈｅｏｒｙ ＆ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０１５，９（９）：１３４７～１３５５

１０　 Ｒａｏ Ａ Ｖ， Ｂｅｎｓｏｎ Ｄ Ａ， Ｄａｒｂｙ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｇｐｏｐｓ， ａ Ｍａｔｌａｂ
Ｓｏｆｔｗａｒｅ ｆｏｒ Ｓｏｌｖｉｎｇ Ｍｕｌｔｉｐｌｅ⁃Ｐｈａｓｅ Ｏｐｔｉｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ Ｐｒｏｂ⁃
ｌｅｍｓ Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｇａｕｓｓ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ． ＡＣＭ Ｔｒａｎｓ⁃
ａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１０，３７（２）：１～３９

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ２ Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ ２０１６，ｒｅｖｉｓｅｄ ２１ Ｍａｒｃｈ ２０１７．
∗Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （２０１６ＺＣ８８００７） ａｎｄ Ｈｕｎａｎ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ （２０１７ＪＪ３３６０） ．
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｔｓａｉｗｅｉｗｅｉ＠ ｈｏｔｍａｉｌ．ｃｏｍ

ＤＩＦＦＥＲＥＮＴＩＡＬＬＹ ＦＬＡＴ ＭＥＴＨＯＤ ＯＦ
ＡＴＴＩＴＵＤＥ ＭＡＮＥＵＶＥＲ ＴＲＡＪＥＣＴＯＲＹ ＰＬＡＮＮＩＮＧ ＦＯＲ

ＳＰＡＣＥ ＶＥＨＩＣＬＥＳ ＵＮＤＥＲ ＭＵＬＴＩＰＬＥ ＣＯＮＳＴＲＡＩＮＴＳ∗

Ｃａｉ Ｗｅｉｗｅｉ１† 　 Ｚｈｕ Ｙａｎｗｅｉ１ 　 Ｚｅｎｇ Ｐｕ２

（１．Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ａｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ ａｎｄ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｄｅｆｅｎｓｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｃｈａｎｇｓｈａ　 ４１００７３， Ｃｈｉｎａ）
（２．Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍｉｌｉｔａｒｙ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｔｒａｎｉｎｇ，Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｄｅｆｅｎｓｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｃｈａｎｇｓｈａ　 ４１００７３， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｌｉｋｅ ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｔｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｐｏｉｎｔｉｎｇ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｅｎｓｏｒｓ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｓｔｕｄｉｅｓ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｍａｎｅｕｖｅｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｖｅｈｉｃｌｅｓ． Ｔｈｅ ａｔｔｉ⁃
ｔｕｄｅ ｍａｎｅｕｖｅｒｉｎｇ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｌａｎｎｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｍａｐｐｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｓｏ⁃ｎａｍｅｄ ｆｌａｔ ｏｕｔｐｕｔ ｓｐａｃｅ
ｖｉａ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｌｙ ｆｌａｔ ｔｈｅｏｒｙ， ｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｎｄ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ． Ｔｈｅ
ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｕｔｉｌｉｚｅｄ ｔｏ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅ ｔｈｅ ｆｌａｔ ｏｕｔｐｕｔｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐ ａｎｄ ｂａｒｙｃｅｎｔｒｉｃ ｒａ⁃
ｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｗｅｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｉｌｌ⁃ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｍａｔｒｉｘ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｌａｎｎｉｎｇ ａｃｃｕｒａｃｙ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｅｎｈａｎｃｅｄ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｅｖｅｎｔｕａｌｌｙ ｖｅｒｉｆｉｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｍａ⁃
ｎｅｕｖｅｒ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｕｎｄｅｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｃｏｕｌｄ ｂｅ ｐｌａｎｎｅｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｖｉａ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ， ｐｒｏｖｉｄｉｎｇ ｓｏｍｅ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ａｔｔｉｔｕｄｅ ｍａｎｅｕｖｅｒ，　 ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｌｙ ｆｌａｔ，　 ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐ，　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ

０２１


