
第 １６ 卷第 ２ 期 ２０１８ 年 ４ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１８ ／ １６⑵ ／ １０８⁃７

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１６ Ｎｏ．２
Ａｐｒ． ２０１８

２０１７⁃１１⁃２０ 收到第 １ 稿，２０１７⁃１２⁃２５ 收到修改稿．
∗国家自然科学基金资助项目（１１２７２１６７）
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ：２４９０９７６７１７＠ ｑｑ．ｃｏｍ

考虑含间隙与润滑平面机构的简化算法∗

李贞靖　 姚文莉† 　 宋克伟
（青岛理工大学理学院，青岛　 ２６６０００）

摘要　 为了更快速、高效地确定含润滑铰间间隙对机构动态特性的影响，文中建立了一种新的计算思路．首

先，通过理想机构与含间隙机构的运动学模型求出间隙力，进一步把间隙力以主动力的形式带入动力学方

程，得到机构的相应动态特性．然后，以含间隙与润滑的曲柄滑块机构为例，基于二状态接触模型与流体润滑

模型，对比分析该模型与干摩擦模型，来进一步验证该方法的正确性与可行性．Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 仿真数据表明，文中

建立的模型能有效地抑制机构的振动，动态特性更接近于理想模型，符合实际情况．
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引言

对机械系统而言，间隙的存在往往是不可避免

的，由于生产加工的精度可以产生间隙，机构在长

时间工作中的磨损现象也会产生间隙，并且在设计

机械系统时，为了保证机构的正常运动，防止机构

出现卡死现象，也会刻意地在构件之间引入合理的

间隙．但是，间隙的存在会降低机构的运动精度与

稳定性，特别是间隙所带来碰撞力，会使得机构发

生机械振动，加重运动副元素之间的磨损现象．为
了降低间隙对机构的影响，通常会在构件之间加入

润滑液，润滑液的存在会使轴套与轴径相互分离，
减少构件之间的相互碰撞与弹性变形，减低噪音．
但是，分析含润滑的机构的动力学特性比较复杂，
需要把多体系统动力学与流体动力学结合起来，还
需要求解非线性动力学微分方程组．

王国庆等人讨论了边界润滑对运动副的影响，
在考虑边界润滑条件下，基于非线性弹簧阻尼模型

建立了一种接触摩擦模型，并进一步得到间隙机构

中运动副表面的磨损计算公式［１］ ．师平基于含间隙

的曲柄滑块机构，分别建立了干摩擦动力学模型与

含润滑的动力学模型，系统地讨论了不同的间隙模

型对机构动力学的影响，其结果表明含润滑的机构

动力学特性更接近于理想的模型［２］ ． 国外学者

Ｆｌｏｒｅｓ 对含润滑的间隙机构进行了大量的研究，对
模型的建立和动力学特性的分析等都做了比较系

统的研究［３，４］ ．王旭鹏等人建立了一种过渡力模型，
在考虑油膜润滑的情况下，该模型同时适用于长轴

与短轴两种不同的工况［９］ ．在采用简化算法求解间

隙碰撞力方面，张劲夫等人建立了一种求解曲柄滑

块机构间隙反力的简单算法［５］；陈渭提出一种求解

曲柄滑块机构间隙副反力的静态间隙杆简化算

法［６］ ．这两种算法都是基于无质量杆模型，并且通

过简化间隙角来简化计算．
以含关节润滑间隙曲柄滑块机构为例，本文就

如何简单、高效的求解含润滑间隙旋转铰机构的动

态特性，提出了一种新的思路．含间隙模型与理想

模型得到的位移参数并没有什么差别，这已经被多

位学者证明，意味可以用理想模型的位移参数代替

含间隙机构的位移参数，求出间隙处的间隙矢量的

大小以及其与 Ｘ 轴的夹角，把求出的这些运动学参

数带入雷诺方程，就可以求出间隙处的流体压力，
进一步把间隙力以主动力的形式带入动力学方程，
得到机构的相应动态特性．根据本文的思路建立

Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 仿真模型，进一步验证该方法的可行性与

正确性．
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１　 力学模型

１．１　 雷诺方程

对润滑模型而言，关节间隙处的流体压力可以

通过雷诺方程来求解，该公式可以表示为［２］：
∂
∂Ｘ

ｈ３

μ１

∂ｐ
∂Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂
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è
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其中，Ｕ 为运动副元素之间的相对切向速度；ｈ 和

μ１ 代表了润滑液的特性，分别表示润滑液的厚度

与绝对黏度；ｐ 为产生的流体压力，Ｘ 与 Ｚ 为运动

副的法向与切向．
对于雷诺方程的求解需要大量数值计算，为了

简化计算，通常会把模型分为两类，无限长模型与

无限短模型［３］ ．当旋转铰的长度大于其半径的 ２ 倍

时，可以把模型看成是无限长模型，这时可以忽略

在运动过程中润滑液在 Ｚ 方向上的泄露，并且在受

力分析时，只需要研究其中点的受力情况．这时的

雷诺方程可以简化为：
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对公式（２）积分，便可以得到流体压力，可用

公式（３）表示：
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其中，ｃ 为径向间隙，θ 为角度坐标，ε 为偏心率，ε̇
是偏心率的变化率，μ 是动态润滑黏度，ＲＪ 是轴径

半径．
通过公式（３）便可以得到压力分布，同时考虑

Ｇüｍｂｅｌｓ 的边界条件，即通过将剩余部分的压力设

置为零，将压力分布集中在正区域［７］ ．当偏心率 ε̇＞
０ 时，其法向与切向的分力，可以表示为：
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１
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当偏心率 ε̇＜０ 时，在法向与切向的分力可以

表示为：
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其中 ｋ 表示为：

ｋ＝（１－ε２）
ω－２γ̇
２ε̇

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
ε２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （８）

其中 ＬＢ 为轴颈长度，ω 是轴承与轴颈之间的相对

角速度，γ 为法向与 Ｘ 轴之间的夹角，γ̇ 为其所对

应的角速度．
如上所给出的流体动力学参数都是非线性的

时间参数，ｗ，ε，ε̇，γ 和 γ̇ 都需要通过系统运动分析

给出．
１．２　 运动学方程

通过对比分析曲柄滑块机构在理想与含间隙

的位移曲线，如图 １ 所示．可以看到间隙对滑块的

位移影响很小，同样，白争锋［８］ 研究发现间隙对角

位移几乎没有影响．所以在对含间隙曲柄滑块机构

进行运动学分析时，可以利用理想的滑块位移与角

位移来表示非理想机构的运动特性，从而达到简化

计算的目的．

图 １　 理想与含间隙的位移时间曲线

Ｆｉｇ．１　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ｗｉｔｈ ｉｄｅａｌ ａｎｄ ｃｌｅａｒａｎｃｅ

理想的曲柄滑块机构的矢量模型如图 ２ 所示，
把矢量模型向 Ｘ 轴与 Ｙ 轴投影，便可以得到两个几

何约束方程：
ｒ１ｃｏｓθ１＋ｒ２ｃｏｓθ２ ＝ ｒ

ｒ１ｓｉｎθ１－ｒ２ｓｉｎθ２ ＝ ０{ （９）

对这两个方程求导便可以得到速度约束方程：

９０１
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图 ２　 理想矢量模型

Ｆｉｇ．２　 Ｉｄｅａｌ ｖｅｃｔｏｒ ｍｏｄｅｌ

－ｒ１ω１ｓｉｎθ１－ｒ２ω２ｓｉｎθ２ ＝ ｒ̇

ｒ１ω１ｃｏｓθ１－ｒ２ω２ｃｏｓθ２ ＝ ０{ （１０）

当给曲柄一个匀角速度 ω１，使曲柄滑块机构

在 ω１ 的驱动下运动，通过求解方程（９）与（１０），可
以得到在理想情况下，滑块的速度 ｒ̇，滑块位移 ｒ，
连杆的角速度 ω２ 与角度 θ２ ．

含间隙曲柄滑块机构的矢量模型如图 ３ 所示，
这里用 ｒ３ 和 θ３ 来表示滑块与连杆之间的间隙．通
过将矢量模型向 Ｘ 轴方向与 Ｙ 轴方向投影，得到两

个几何约束方程：
ｒ１ｃｏｓθ１＋ｒ２ｃｏｓθ２ ＝ ｒ＋ｒ３ｃｏｓθ３

ｒ１ｓｉｎθ１－ｒ２ｓｉｎθ２ ＝ ｒ３ｓｉｎθ３
{ （１１）

图 ３　 含间隙矢量模型

Ｆｉｇ．３　 Ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｖｅｃｔｏｒ ｍｏｄｅｌ

对这两个方程求导，便可以得到速度约束方

程：
－ｒ１ω１ｓｉｎθ１－ｒ２ω２ｓｉｎθ２ ＝ ｒ̇＋ｒ̇３ｃｏｓθ３－ｒ３ω３ｓｉｎθ３

ｒ１ω１ｃｏｓθ１－ｒ２ω２ｃｏｓθ２ ＝ ｒ̇３ｓｉｎθ３＋ｒ３ω３ｃｏｓθ３
{

（１２）
进一步写成矩阵的形式：
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ú
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ú
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＝

－ｒ１ω１ｓｉｎθ１－ｒ２ω２ｓｉｎθ２－ｒ̇

ｒ１ω１ｃｏｓθ１－ｒ２ω２ｃｏｓθ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１３）
把前面求出的运动学参数带入公式（１３），便

可以得到间隙处的 ｒ̇３，ｒ３，θ３ 和 ω３，把它们于雷诺方

程所需要的非线性参数结合到一起：ε ＝
ｒ３
ｃ
；ε̇ ＝

ｒ̇３
ｃ
；

γ＝ θ３；γ̇＝ω３；ω ＝ω２ ．带入雷诺方程便可以得到间隙

处切向与法向的碰撞力．
１．３　 动力学分析

采用牛顿欧拉法建立动力学方程，各机构的受

力分布图如图 ４ 所示．

图 ４　 各机构受力模型

Ｆｉｇ．４　 Ｆｏｒｃｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ

曲柄受力分析：
Ｆａｘ＋Ｆｂｘ ＝ｍ１ａｃ１ｘ

Ｆａｙ＋Ｆｂｙ－ｍ１ｇ＝ｍ１ａｃ１ｙ

Ｍ１－ｍ１ｇｒｃ１ｃｏｓθ１－Ｆｂｘｒ１ｓｉｎθ１＋Ｆｂｙｒ１ｃｏｓθ１ ＝ Ｉ１α１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

对连杆受力分析：
Ｆｃｘ－Ｆｂｘ ＝ｍ２ａｃ２ｘ

Ｆｃｙ－Ｆｂｙ－ｍ２ｇ＝ｍ２ａｃ２ｙ

－Ｆｂｘｒｃ２ｓｉｎθ２－Ｆｂｙｒｃ２ｃｏｓθ２＋Ｆｃｙ（（ ｒ２－ｒｃ２）ｃｏｓθ２＋

　 Ｒｃｏｓθ３）＋Ｆｃｘ（（ ｒ２－ｒｃ２）ｓｉｎθ２＋Ｒｓｉｎθ３ ＝ Ｉ２α２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

０１１
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对滑块受力分析：
－Ｆｃｘ－ｆ（ ｓｉｇｎ（ ｒ̇））ＦＮ ＝ｍ３ ｒ̈

ＦＮ ＝ｍ３ｇ－Ｆｃｙ
{

其中，各杆件的质心加速度可以表示为：
ａｃ１ｘ ＝ －ｒｃ１ω２

１ｃｏｓθ１

ａｃ２ｙ ＝ －ｒｃ１ω２
１ｓｉｎθ１

ａｃ２ｘ ＝ －ｒ１ω２
１ｃｏｓθ１－ｒｃ２α２ｓｉｎθ２－ｒｃ２ω２

２ｃｏｓθ２

ａｃ２ｙ ＝ －ｒ１ω２
１ｓｉｎθ１－ｒｃ２α２ｃｏｓθ２＋ｒｃ２ω２

２ｓｉｎθ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

通过求解上述方程，便可以得到滑块加速度，
经过积分得到滑块的速度与位移．通过该简化算法

求出曲柄滑块机构的动力学特性，并与理想模型和

干摩擦模型进行对比分析，来验证该方法的可行

性．

２　 建立算法流程与 ＳＩＭＵＬＩＮＫ 仿真模型

２．１　 算法流程

由白争锋［８］等学者证明，对含关节间隙的机构

而言，无论是否存在润滑，间隙对机构的位移参数

和速度参数的影响很小，特别是对位移参数几乎没

有影响，本文便是以这点为根基来简化对含间隙与

润滑模型的计算．以曲柄滑块机构为例，首先给曲

柄一个匀角速度 ω１ 作为驱动，便可以根据公式

（９）和（１０）求出理想模型的全部运动学参数．其次

在把这些理想的运动学参数带入公式 （ １１） 到

（１３），求出间隙处的运动参数．再然后由雷诺方程

可知，只要知道运动学参数 ｗ，ε，ε̇，γ 和 γ̇ 就可以

求出流体压力，并且这些参数可以表示为：ε ＝
ｒ３
ｃ
；

ε̇＝
ｒ̇３
ｃ
；γ＝ θ３；γ̇＝ω３；ω＝ω２，其中 ｃ 为径向间隙，ω２、

ｒ３、ｒ̇３、θ３、ω３ 等参数都是已经求出的运动学参数，也
就是说通过该方法不需要求解复杂的非线性微分

方程，便可以预测出关节间隙处的间隙力．最后，把
间隙力作为主动力带入动力学方程，得到含间隙润

滑机构的动态特性．根据 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 建立仿真模型，
通过对比该方法与干摩擦模型得到的碰撞力和相

应的动态特性，进一步验证该方法的正确性．该模

型的算法流程图如图 ５ 所示．
２．２　 建立 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 仿真模型

Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 是基于 ＭＡＴＬＡＢ 的一种仿真工具，具
有强大的计算能力，可以利用用户自定义模块调用

编写的 ｍ 文件，并且通过连线顺序决定运算的顺

序，本文便是基于 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 来计算力学模型．仿真

模型图如 ６ 所示．
该仿真模型从左往右一共包含了五个 Ｆｕｎｃ⁃

ｔｉｏｎ 函数模块，Ｆｕｎｃｔｉｏｎ 函数通过调用编写的 ｍ 文

件，以及通过连线提供给它的输入与输出值，便可

以计算文中所提到的公式，其中每一个 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ 模

块的内容如下：

图 ５　 算法流程图

Ｆｉｇ．５　 Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｌｏｗ
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图 ６　 仿真模型图

Ｆｉｇ．６　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

　 　 （１）第一个模块的命名为理想模型，该模块的

输入为曲柄匀角速度 ω１、通过积分模块得到的曲

柄与连杆的角度 θ１、θ２，所调用的 ｍ 文件是由公式

（１１）编写的 ＭＡＴＬＡＢ 函数，通过求解方程输出为

理想的滑块速度 ｒ̇ 和连杆角速度 ω２ ．第一个模块对

应了算法流程的第一步，即在给定匀角速度的驱动

下，求出理想曲柄滑块机构的运动参数．
（２）第二个模块命名为含间隙模型，其输入不

仅包括第一模块得到的参数，还包含了通过积分得

到的间隙矢量大小 ｒ３ 和间隙角 θ３，所调用的 ｍ 文

件是由公式（１４）编写的 ＭＡＴＬＡＢ 函数，通过求解

方程输出为间隙处的速度参数 ｒ̇３ 和 ω３ ．第二个模

块对应了算法流程的第二步，即通过理想的运动参

数求出间隙处的运动参数．
（３）模块 ３ 与模块 ４ 可以合并为一个模块，模

块 ３ 主要是计算参数 ｋ，为计算模块 ４（雷诺方程）
做准备，模块 ４ 的输入为求出的间隙处参数和参数

ｋ，调用的 ｍ 函数为编写的雷诺方程函数，输出为

流体压力 Ｆｒ 和 Ｆ ｔ ．该模块对应了算法流程的第三

步，即把间隙处的运动参数带入雷诺方程，求出考

虑润滑条件下的法向力与切向力．
（４）模块 ５ 也是最复杂的模块，其目的是把求

出的流体压力 Ｆｒ 和 Ｆ ｔ 带入到动力学方程中，通过

求解动力学模型来验证该方法的可行性．
２．３　 结果对比分析

根据 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 建立的仿真模型，按照本文建立

的简易算法求得的含润滑的间隙反力，如图 ７ 所

示；干摩擦模型得到的间隙反力，如图 ８ 所示．

图 ７　 本文得到的间隙力

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

图 ８　 干摩擦得到的间隙力

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｃｌｅａｒａｎｃｅ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｄｒｙ ｆｒｉｃｔｉｏｎ

对比图 ７ 与图 ８ 可知，本模型与理想模型的间

隙反力十分接近，并且与干摩擦模型相比，得到的
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数据并没有太多的波动．因此，本文的方法可以用

来预测间隙处的碰撞力．
通过动力学分析得到动力学特性，以曲柄滑块

机构的加速度为例，来验证该方法的正确性，润滑

模型与理想模型得到连杆角加速度，如图 ９ 所示；
干摩擦与理想模型得到的连杆角加速度，如图 １０
所示．润滑模型与理想模型得到的滑块加速度，如
图 １１ 所示；干摩擦模型与理想模型得到的滑块加

速度，如图 １２ 所示．通过仿真数据的对比可知，基
于本文的简易算法求解的润滑模型，更接近于理想

模型，能够明显地抑制机构的振动．其结果与师

平［２］和王旭鹏［９］ 等人得到的结论一致，说明了本

文建立的简易算法模型的正确性与可行性．

图 ９　 润滑模型的连杆角加速度

Ｆｉｇ．９　 Ｌｉｎｋ ａｎｇｕｌａｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

图 １０　 干摩擦模型的连杆角加速度

Ｆｉｇ．１０　 Ｌｉｎｋ ａｎｇｕｌａｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｒｙ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

３　 结语

本文提供了一种新的求解含间隙润滑机构动

态特性的简易算法，并以曲柄滑块机构为例，验证

了该方法的正确性．本文的思路是首先求解理想曲

柄滑块机构的运动学方程，其次求解含关节间隙的

图 １１　 润滑模型滑块加速度

Ｆｉｇ．１１　 Ｓｌｉｄｅｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

图 １２　 干摩擦模型滑块加速度

Ｆｉｇ．１２　 Ｓｌｉｄｅｒ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｒｙ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

曲柄滑块机构的运动学方程，接下来把得到的运动

参数带入雷诺方程求出间隙处的流体压力，最后把

间隙力作为主动力求解动力学方程，得到机构的动

态特性．该方法采用新的简化算法提前预测出间隙

力，间隙力就可以作为主动力去求解机构的动态特

性，从而达到简化计算的目的．Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 的仿真结果

表明，相比于干摩擦模型，本文建立的润滑模型能

明显地抑制机构的振动，其动力学特性更接近于理

想情况，说明了该简化算法的正确性．
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