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摘要　 针对多体系统动力学数值仿真问题，研究基于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的离散变分方法．首先对广义坐标和广义

速度进行 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值，结合 Ｇａｕｓｓ 数值积分方法，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和离散力学变分原理，建立了含已知导

数信息和含未知导数信息的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值离散变分数学模型，求解得到精确度较高的动力学仿真结果．该方法

可以在步长较大时精确保持约束方程，并保持系统总能量在一定范围内有界变化，适用于长时间仿真情况．

关键词　 多体系统动力学，　 离散变分方法，　 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值，　 高斯求积
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引言

多体系统动力学仿真目前已成为工程仿真的重

要内容之一，在机械、航天、车辆、机器人学及生物力

学等领域均有广泛应用．目前多体系统动力学仿真

算法主要分为两个方向，一是对动力学方程进行离

散求解，如 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法、Ｎｅｗｍａｒｋ 方法、ＨＨＴ 方

法、广义⁃α 方法和辛算法等，二是对 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数

进行离散，利用离散力学变分原理，得到离散方程

进行求解，称为离散变分方法．
离散变分方法基本框架最早由 Ｍａｒｓｄｅｎ 等［１］

建立，对于受完整约束的保守系统，该方法能使辛⁃
能量⁃动量均得到保持，其中能量是在一定误差范

围内有界变化．这类方法提出之后很快在非光滑系

统、非完整约束系统、随机系统等动力学领域得到

应用［２－４］ ．Ｏｂｅｒ⁃Ｂｌöｂａｕｍ 等［５］ 基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法给

出了无约束动力学系统高阶离散变分方法．潘振宽

和丁洁玉等［６，７］ 给出了完整约束和非完整约束多

体系统动力学高阶离散变分方法．高强等［８］ 采用了

微分⁃代数方程求解的雷同策略，只在离散区段内

满足无约束的积分，而在离散节点处则用约束冲量

（Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子向量）让轨道发生转折，给出了非完

整约束动力系统的离散积分格式．白龙等［９］ 研究了

基于球摆模型的离散变分积分子算法． 夏丽莉

等［１０］给出了离散 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的差分方程和辛格

式．目前该类方法的研究主要为基于李群方法以及

不连续 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法的离散变分方法［１１，１２］ ．
离散变分方法的精度依赖于变量离散及相关

的数值求积方法，变量离散主要采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值

多项式，数值积分主要采用 Ｇａｕｓｓ 求积公式．拉格

朗日插值在插值节点较多时存在 Ｒｕｎｇｅ 现象，影响

插值精度，潘坤等［１３］采用重心拉格朗日插值，讨论

了均匀节点与非均匀节点情况．本文考虑导数信

息，对广义坐标和广义速度进行 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值离

散，讨论基于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的多体系统动力学离散

变分方法．

１　 离散变分数学模型

通常情况下，多体系统动力学 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数可

以表示为：

Ｌ（ｑ，ｑ̇，ｔ）＝
１
２ ｑ̇ＴＭ（ｑ） ｑ̇－Ｕ（ｑ，ｔ） （１）

其中 ｑ（ ｔ）∈Ｒｎ 为广义坐标， ｑ̇（ ｔ）∈Ｒｎ 为广义速

度，Ｍ（ｑ）∈Ｒｎ×ｎ为广义质量矩阵，Ｕ（ｑ，ｔ）为系统势

能，包括重力势能和弹性势能等．
对于完整约束多体系统，其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量可

以表达为：

Ｓ ＝ ∫Ｔ
０

(Ｌ（ｑ，ｑ̇，ｔ） － λＴΦ（ｑ，ｔ） )ｄｔ （２）
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其中 λ∈Ｒｍ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，Φ（ｑ，ｔ）∈Ｒｍ 为完整

约束函数．
在多体系统动力学数值仿真中，离散变分方法

是先对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量进行数值离散，然后利用离

散变分原理得到离散欧拉⁃拉格朗日方程．
将仿真时间 ［ ０， Ｔ］ 划分为若干小区间 ［ ｔｉ，

ｔｉ＋１］，ｉ＝ ０，１，…，Ｎ，假设 ｑｄ（ ｔ），ｑ̇ｄ（ ｔ）是广义坐标和

广义速度在区间［ ｔｉ， ｔｉ＋１］上的离散形式，则离散

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量为：

Ｓｄ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
∫ｔ ｉ＋１

ｔｉ
(Ｌ（ｑｄ，ｑ̇ｄ，ｔ） － λＴΦ（ｑ，ｔ） )ｄｔ

＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
(∑

Ｍ

ｊ ＝ ０
Ａ ｊＬ（ｑｄ（ ｔｉｊ），ｑ̇ｄ（ ｔｉｊ），ｔｉｊ） －

　 λｉ
ＴΦ（ｑｉ，ｔｉ） ) （３）

其中 Ａ ｊ， ｊ ＝ ０，１，…，Ｍ 为数值积分系数， ｔｉｊ为区间

［ ｔｉ，ｔｉ＋１］的求积节点，ｉ＝ ０，１，…，Ｎ， ｊ＝ ０，１，…，Ｍ．
通常，ｑｄ（ｔ），ｑ̇ｄ（ｔ）可以表达为［ｔｉ，ｔｉ＋１］中若干点

处函数值 ｑｉ，１，…，ｑｉ，ｓ的插值函数，例如 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插

值多项式等．利用离散变分原理，对离散 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
作用量泛函变分求极值可以得到关于 ｑｉ，１，…，ｑｉ，ｓ，
ｉ＝ ０，１，…，Ｎ 的离散欧拉⁃拉格朗日方程，即为多体

系统动力学离散变分数学模型．

∑
Ｍ

ｊ ＝ １
Ａ ｊ

Ｄ１Ｌ（ｑｉ，１，…，ｑｉ，ｓ，ｔｉ，ｊ）

＋ ＤｓＬ（ｑｉ －１，１，…，ｑｉ －１，ｓ，ｔｉ －１，ｊ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

－ Φｑ
Ｔ（ｑｉ，ｔｉ）λｉ ＝ ０

∑
Ｍ

ｊ ＝ １
ＡｊＤｋＬ（ｑｉ，１，…，ｑｉ，ｓ，ｔｉ，ｊ） ＝ ０，ｋ ＝ ２，…，ｓ － １

Φ（ｑｉ，ｔｉ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

　 ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ
（４）

利用初始条件 ｑ（０），ｑ̇（０），对方程（４）求解可

得广义坐标离散值，从而实现多体系统动力学数值

仿真．

２　 广义坐标和速度的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值

在区间［ ｔｉ， ｔｉ＋１］， ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ 上对广义坐标

ｑ（ ｔ）和广义速度 ｑ̇（ ｔ）进行插值可以使用不同的插

值方法，由于初始速度已知，所以插值时可以利用

速度信息，即使用含导数的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值．
２．１　 含已知导数值的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值

采用逐步求解方法，在区间［ ｔｉ，ｔｉ＋１］上左端点

处 ｑ（ ｔｉ），ｑ̇（ ｔｉ）已知，可以构造 ｓ 点 ｓ 次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插

值函数，ｑｉ，１，…，ｑｉ，ｓ为 ｓ 个插值点广义坐标，ｑｉ，１ ＝
ｑ（ ｔｉ），ｑ̇ｉ，１ ＝ ｑ̇（ ｔｉ） ．

ｑｄ（ ｔ） ＝ ∑
ｓ

ｋ ＝ １
αｋ（ ｔ）ｑｉ，ｋ ＋ β（ ｔ） ｑ̇ｉ，１ （５）

ｑ̇ｄ（ ｔ） ＝ ∑
ｓ

ｋ ＝ １
α̇ｋ（ ｔ）ｑｉ，ｋ ＋ β̇（ ｔ） ｑ̇ｉ，１ （６）

其中 αｋ（ ｔ），ｋ＝ １，…，ｓ 和 β（ ｔ）可以由 ｓ 点牛顿插值

多项式加上一个 ｓ 次项，由已知导数值求解出待定

系数得到．

为计算方便，进行变量替换，取 τ ＝
ｔ－ｔｉ
ｔｉ＋１－ｔｉ

，则

τ∈［０，１］，

ｑｄ（τ） ＝ ∑
ｓ

ｋ ＝ １
αｋ（τ）ｑｉ，ｋ ＋ β（τ） ｑ̇ｉ，１ （７）

ｑ̇ｄ（τ） ＝ １
ｈ∑

ｓ

ｋ ＝ １
αｋ′（τ）ｑｉ，ｋ ＋ β ′（τ） ｑ̇ｉ，１ （８）

当 ｓ＝ ３ 时，三点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值函数中，

α１（τ）＝ １－２τ＋２τ τ－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋２τ τ－ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ τ－１( )

α２（τ）＝ ２τ－４τ τ－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

α３（τ）＝ ２τ τ－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －２τ τ－ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ τ－１( )

β（τ）＝ ２ｈτ τ－ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ τ－１( ) （９）

其插值余项为：

ｑ（τ）－ｑｄ（τ）＝
ｑ（４）（ξ）

４！
τ２ τ－ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ τ－１( ) ，ξ∈［０，１］

（１０）
使用 ｓ 点 ｓ 次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值函数，求解离散欧

拉⁃拉格朗日方程（４），可以求得 ｑｉ，２，…，ｑｉ，ｓ，如果

ｑｉ，ｓ ＝ｑ（ ｔｉ＋１），则直接可得 ｑ（ ｔｉ＋１），否则由式（７）可
得 ｑ（ ｔｉ＋１）＝ ｑｄ（１） ．
２．２　 含未知导数值的 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值

若将插值点处的导数值都考虑在内，可以在区

间［ｔｉ，ｔｉ＋１］上构造 ｑ（ｔ），ｑ̇（ ｔ）的 ｓ 点 ２ｓ－１ 次 Ｈｅｒｍｉｔｅ
插值函数，ｑｉ，１，…，ｑｉ，ｓ为 ｓ 个插值点广义坐标，ｑ̇ｉ，１，
…，ｑ̇ｉ，ｓ为广义速度，ｑｉ，１ ＝ｑ（ ｔｉ），ｑ̇ｉ，１ ＝ ｑ̇（ ｔｉ） ．

ｑｄ（ ｔ） ＝ ∑
ｓ

ｋ ＝ １
（αｋ（ ｔ）ｑｉ，ｋ ＋ β ｋ（ ｔ） ｑ̇ｉ，ｋ） （１１）

ｑ̇ｄ（ ｔ） ＝ ∑
ｓ

ｋ ＝ １
（ α̇ｋ（ ｔ）ｑｉ，ｋ ＋ β̇ｋ（ ｔ） ｑ̇ｉ，ｋ） （１２）

其中，

３０１



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１８ 年第 １６ 卷

αｋ（ ｔ）＝ １－２（ ｔ－ｔｉ，ｋ） ｌ̇ｋ（ ｔｉ，ｋ）( ) ｌ２ｋ（ ｔ）

βｋ（ ｔ）＝ （ ｔ－ｔｉ，ｋ） ｌ２ｋ（ ｔ），
　 　 　 ｋ＝ １，…，ｓ （１３）

ｌｋ（ ｔ），ｌ̇ｋ（ ｔ）为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数及其导函数．

为计算方便，进行变量替换，取 τ ＝
ｔ－ｔｉ
ｔｉ＋１－ｔｉ

，则

τ∈［０，１］，

ｑｄ（τ） ＝ ∑
ｓ

ｋ ＝ １
（αｋ（τ）ｑｉ，ｋ ＋ β ｋ（τ） ｑ̇ｉ，ｋ） （１４）

ｑ̇ｄ（τ） ＝ １
ｈ∑

ｓ

ｋ ＝ １
（αｋ′（τ）ｑｉ，ｋ ＋ β′ ｋ（τ） ｑ̇ｉ，ｋ） （１５）

当 ｓ＝ ２ 时，两点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值函数中，
α１（τ）＝ （１＋２τ）（τ－１） ２

α２（τ）＝ （３－２τ）τ２

β１（τ）＝ ｈτ（τ－１） ２

β２（τ）＝ ｈ（τ－１）τ２ （１６）
其插值余项为：

ｑ（τ）－ｑｄ（τ）＝
ｑ（４）（ξ）

４！
τ２（τ－１） ２，ξ∈［０，１］

（１７）
使用 ｓ 点 ２ｓ－１ 次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值函数，求解离散

欧拉⁃拉格朗日方程 （４），可以求得 ｑｉ，２，…， ｑｉ，ｓ，
ｑ̇ｉ，２，…，ｑ̇ｉ，ｓ，如果 ｑｉ，ｓ ＝ｑ（ ｔｉ＋１），则直接可得 ｑ（ ｔｉ＋１），
否则，由式（１４）可得 ｑ（ ｔｉ＋１）＝ ｑｄ（１） ．

３　 数值算例

图 １ 为平面双连杆机械臂，设杆 １ 的质量为

ｍ１ ＝ １ｋｇ，质心坐标为（ｘ１，ｙ１），杆长为 ｌ１ ＝ １ｍ；杆 ２
的质量为 ｍ２ ＝ ２ｋｇ，质心坐标为（ｘ２，ｙ２），杆长为 ｌ２
＝ ３ｍ．

图 １　 双连杆平面机械臂

Ｆｉｇ．１　 Ｔｗｏ⁃ｌｉｎｋ ｐｌａｎａｒ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

选取广义坐标为 ｑ ＝ ［ ｘ１ ｙ１ θ１ ｘ２ ｙ２ θ２］ Ｔ，则
Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为：

Ｌ＝ １
２
ｍ１（ ｘ̇２

１＋ｙ̇２
１）＋

１
２
Ｊ１ θ̇２

１＋
１
２
ｍ２（ ｘ̇２

２＋ｙ̇２
２）＋

１
２
Ｊ２ θ̇２

２－ｍ１ｇｙ１－ｍ２ｇｙ２ （１８）

约束方程为：

Φ＝

ｘ１－
ｌ１
２
ｃｏｓθ１

ｙ１－
ｌ１
２
ｓｉｎθ１

ｘ２－
ｌ２
２
ｃｏｓθ２－ｘ１－

ｌ１
２
ｃｏｓθ１

ｙ２－
ｌ２
２
ｓｉｎθ２－ｙ１－

ｌ１
２
ｓｉｎθ１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＝ ０

（１９）
设仿真时间为 ２０ｓ，将时间区间［０，２０］按步长

ｈ＝ ０．０１ 等分，在每个小区间上对广义坐标 ｑ（ ｔ）进
行三点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值，仿真结果如图 ２－５ 所示．

图 ２　 两连杆末端运动轨迹，ｔ＝ ２０ｓ

Ｆｉｇ．２　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｗｏ ｌｉｎｋｓ ｗｈｅｎ ｔ＝ ２０ｓ

图 ２ 和图 ３ 给出了使用三点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值

得到的两连杆末端运动轨迹以及位移时间历程，可
以看到连杆运动过程稳定，没有出现偏移误差．而
如果使用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对系统动力学方程

进行数值仿真，在时间步长 ｈ ＝ ０．０１ 时的运动轨迹

如图 ６ 所示，可以看出杆 １ 的轨迹已经出现偏移．
这种现象在长时间仿真情况中表现比较明显，如图

７ 所示，当仿真时间为 １００ｓ 时，误差积累已经非常

严重，以致于运动轨迹已经严重失真．而使用基于

三点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的离散变分方法，在仿真时

间 １００ｓ 时运动轨迹仍保持稳定，如图 ８ 所示．

４０１
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图 ３　 两连杆末端位移

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｗｏ ｌｉｎｋｓ

图 ４　 双连杆平面机械臂能量

Ｆｉｇ．４　 Ｅｎｅｒｇｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ⁃ｌｉｎｋ ｐｌａｎａｒ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

图 ５　 双连杆平面机械臂约束

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ⁃ｌｉｎｋ ｐｌａｎａｒ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

使用两点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值同样可以保证长

时间仿真情况下的运动稳定，但是在仿真精度方面

较三点三次Ｈｅｒｍｉｔｅ插值结果稍有降低 ．具体结果

图 ６　 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法两连杆末端运动轨迹，ｔ＝ ２０ｓ

Ｆｉｇ．６　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｗｏ ｌｉｎｋｓ ｕｓｉｎｇ

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ｗｈｅｎ ｔ＝ ２０ｓ

图 ７　 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法两连杆末端运动轨迹，ｔ＝ １００ｓ

Ｆｉｇ．７　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｌｉｎｋｓ ｕｓｉｎｇ

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ｗｈｅｎ ｔ＝ １００ｓ

图 ８　 三点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值两连杆末端运动轨迹，ｔ＝ １００ｓ

Ｆｉｇ．８　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｌｉｎｋｓ ｕｓｉｎｇ

Ｈｅｒｍｉｔｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗｈｅｎ ｔ＝ １００ｓ

比较见表 １ 和表 ２，其中 ｔＣＰＵ表示运行时间，Ｈ ＝ Ｔ＋
Ｕ 为系统总能量，ε（Ｈ） ＝ ｍａｘ

０≤ｉ≤ｎ
Ｈ（ ｔｉ）－Ｈ（０） 为系

统总能量最大误差， ε（Φ），ε（Φ̇），ε（ Φ̈）为系统约

束函数、速度级约束和加速度级约束最大误差．
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Ｈ２３Ｇ２ 表示使用两点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值和两点高

斯数值积分，Ｈ３３Ｇ２ 表示使用三点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插

值和两点高斯数值积分，ＲＫ４ 表示使用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 方法直接求解动力学方程，仿真时间为 １００ｓ．

表 １　 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值离散变分方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

结果比较，ｈ＝ ０．０１

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

ｗｈｅｎ ｈ＝ ０．０１

Ｍｅｔｈｏｄ ｔＣＰＵ ε（Ｈ） ε（Φ） ε（Φ̇） ε（Φ̈）
Ｈ２３Ｇ２ ７．２９６９ １．１５４０ ３．２４７４×１０－１５ ０．８８４６ ３６．１５７０
Ｈ３３Ｇ２ ７．８４３８ １．０７８８ ３．１３６４×１０－１５ ０．８９６２ １６．６１７５
ＲＫ４ ３．１５６３ ３０．１０９０ １．０２０９ ０．０１９９ １．１３６９×１０－１３

表 ２　 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值离散变分方法和 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法

结果比较，ｈ＝ ０．００５

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ Ｈｅｒｍｉｔｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ

ｗｈｅｎ ｈ＝ ０．００５

Ｍｅｔｈｏｄ ｔＣＰＵ ε（Ｈ） ε（Φ） ε（Φ̇） ε（Φ̈）
Ｈ２３Ｇ２ １４．８９０６ ０．３５５２ ６．２７２８×１０－１５ ０．４４４７ １７．８４９１
Ｈ３３Ｇ２ １４．９３７５ ０．２６１５ ６．４６７０×１０－１５ ０．４４７３ ８．１３９８
ＲＫ４ ６．３２８１ １．６７９０ ０．０５６９ ０．００１２ １．７０５３×１０－１３

从表 １ 和表 ２ 中可以看出，基于两点三次和三

点三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的仿真结果相差不大，三点三

次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的结果精度稍高一些，在加速度级

约束误差中表现比较明显．在相同步长情况下，
Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法系统总能量误差较大，在较大步长

情况下尤为明显，这是因为 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对步长

有限制要求，适用于较小步长情况．对不同步长情况

结果进行比较，ｈ ＝ ０．００５ 时，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的能

量误差和运行时间与 ｈ ＝ ０．０１ 时基于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值

的离散变分方法结果相当．但是，从时间历程图上

可以进一步看出，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的能量误差随

时间增加逐渐增大，而离散变分方法能量误差能够

保持在固定范围之内，不随时间增加而增大，如图

９ 和图 １０ 所示．

４　 结论

本文基于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值，建立了含已知导数信

息和含未知导数信息的多体系统动力学离散变分

方程，求解进行多体系统动力学仿真．数值算例表

明，利用导数信息可以得到精确度较高的仿真结

果．在步长较大情况下，其能量误差和约束误差均

图 ９　 不同方法系统总能量，ｈ＝ ０．０１

Ｆｉｇ．９　 Ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｓｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｈｅｎ ｈ＝０．０１

图 １０　 不同方法系统总能量，ｈ＝ ０．００５

Ｆｉｇ．１０　 Ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｓｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｗｈｅｎ ｈ＝ ０．００５

优于同步长的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法．在长时间仿真情况

下，基于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值的离散变分方法可以保持系统

总能量在一定范围内有界变化，不会产生误差累积．
由于该方法模型中只含有约束方程，因此结果对约

束方程精确保持，在速度级约束和加速度级约束中

产生违约误差，可以通过约束投影方法进行修正．
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