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摘要　 针对多体系统动力学微分⁃代数方程求解问题，研究基于 Ｌｉｅ 群表达的约束稳定方法．首先引入新的

Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，结合位移约束、速度级约束和加速度级约束方程，构造了新的 Ｌｉｅ 群微分⁃代数方程．然后使用

向后差商隐式方法和 ＣＧ（Ｃｒｏｕｃｈ⁃Ｇｒｏｓｓｍａｎ）方法，对微分–代数方程进行离散求解，得到精确度较高的动力

学仿真结果．该方法在精确保持各级约束方程的同时，保持旋转矩阵的正交性，并且使系统总能量误差较小．

关键词　 多体系统动力学，　 微分⁃代数方程，　 Ｌｉｅ 群，　 约束稳定

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１８⁃００６

引言

多体系统动力学通常由微分⁃代数方程描述，
其数值积分方法的研究是计算多体系统动力学研

究的重要内容．该领域微分⁃代数方程求解的传统

方法由常微分方程数值求解拓展而来，研究的重点

是通过约束稳定达到微分⁃代数方程求解的稳

定［１，２］ ．
近年来逐渐发展起来的保结构几何数值积分

方法［３］则通过保持连续系统尽量多的不变量以提

高数值计算的稳定性，如辛算法［４］、能量方法［５，６］，
及基于离散力学变分原理的能量、辛保持的变分数

值积分方法［７，８］、Ｌｉｅ 群方法［９］ 等．其中，Ｌｉｅ 群方法

致力于保持物体姿态的特殊正交群特性，而其他方

法主要针对物体姿态的参数化表达，如用经典的

Ｅｕｌｅｒ 角、Ｂｒｙａｎｔ 角等，相应的算法不能保持物体姿

态固有的 Ｌｉｅ 群特性．
直接用特殊正交群表达物体姿态可有效避免

参数化表达导致的奇异性，但由于群空间的非矢量

特性，传统的数值积分方法不能直接应用． Ｓｉｍｏ
等［１０，１１］较早提出在其矢量 Ｌｉｅ 代数上设计算法，从
而保持姿态矩阵的正交性，以达到提高数值稳定性

的目的．相关基础论研究是指针对矩阵微分方程的

ＣＧ 方法［１２］ 和 ＭＫＲＫ 方法［１３］ ．前者基于第二类正

则坐标，即离散 Ｌｉｅ 代数矢量，并已用于设计基于

指标 ３ 的微分⁃代数方程的广义⁃α 方法设计［１４］ ．后
者基于第一类正则坐标，即离散计算伪转动角度增

量，且被应用于指标 １ 的微分⁃代数方程的 Ｒｕｎｇｅ⁃
Ｋｕｔｔａ 方法设计［１５］ ．

本文主要针对 Ｌｉｅ 群表达的多刚体系统动力

学微分⁃代数方程指标 １、２ 和 ３ 形式，设计约束稳

定方法，使位移约束、速度级约束和加速度级约束

同时精确保持，从而提高仿真精度．

１　 Ｌｉｅ 群表达的数学模型

设多体系统由 ｎ 个刚体组成，刚体的质心位置

向量 ｘｉ∈Ｒ３ 和旋转矩阵 Ｒｉ∈Ｒ３×３构成广义坐标 ｑｉ

＝（ｘｉ Ｒｉ），ｉ＝ １，…ｎ，刚体运动速度可以表达为 Ｖｉ

＝（ｖｉ Ωｉ），ｉ＝ １，…ｎ，其中 ｖｉ∈Ｒ３ 为平动速度，Ωｉ

∈Ｒ３为角速度，满足关系式 Ｒ̇ｉ ＝Ｒｉ
Ωｉ，Ｒｉ∈ＳＯ（３），

Ωｉ∈ｓｏ（３）是 Ωｉ 的反对称矩阵．
多体系统动力学方程可在 Ｌｉｅ 群空间表达为

如下指标 ３ 微分⁃代数方程：

ｑ̇＝（ｖ ＲΩ）

ＭＶ̇＋ＢＴ（ｑ）λ＝Ｑ（ｑ，Ｖ）
Φ（ｑ）＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

其中 Ｒ＝ｄｉａｇ（Ｒ１…Ｒｎ），速度向量为列向量形式 Ｖ
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＝ ｖＴ ΩＴ[ ] Ｔ，ｖ ＝ ｖＴ
１…ｖＴ

ｎ[ ] Ｔ，Ω ＝ ΩＴ
１…ΩＴ

ｎ[ ] Ｔ，广义

质量矩阵 Ｍ＝ｄｉａｇ（ｍ Ｊ）为刚体质量和转动惯量

构成的对角矩阵，ｍ＝ ｄｉａｇ（ｍ１…ｍｎ），Ｊ ＝ ｄｉａｇ（Ｊ１…
Ｊｎ），广 义 力 矢 量 为 列 向 量 形 式 Ｑ （ ｑ， Ｖ ） ＝

ＱＴ
１（ｑ，Ｖ）…ＱＴ

ｎ（ｑ，Ｖ）[ ] Ｔ，其广义力分量 Ｑｉ（ｑ，Ｖ）

＝
０

－ΩｉＪｉΩｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋Ｑｉｅ， ｉ ＝ １，…ｎ，Ｑｉｅ为广义外力矢量．

Φ（ｑ）＝ Φ（ｑ）…Φ（ｑ）[ ] Ｔ ＝ ０ 是完整约束方程，λ
是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，Ｂ（ｑ）为约束方程的雅可比矩阵．
约束方程两边对时间求导可得：

Φ̇（ｑ）＝ Φｘ ｘ̇＋〈ΦＲ Ｒ̇〉≡Ｂ（ｑ）Ｖ＝ ０ （２）

Φ̈（ｑ）≡Ｂ（ｑ） Ｖ̇＋Ｂ̇（ｑ）Ｖ＝ ０ （３）
利用方程（２）和方程（３），Ｌｉｅ 群表达的指标 ２ 和指

标 １ 微分⁃代数方程形式分别为：

ｑ̇＝ ｖ ＲΩ( )

ＭＶ̇＋ＢＴ（ｑ）λ＝Ｑ（ｑ，Ｖ）
Ｂ（ｑ）Ｖ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

ｑ̇＝ ｖ ＲΩ( )

ＭＶ̇＋ＢＴ（ｑ）λ＝Ｑ（ｑ，Ｖ）

Ｂ（ｑ） Ｖ̇＋Ｂ̇（ｑ）Ｖ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

方程（１），（４）和（５）均只包含了约束方程、速
度级约束方程或者加速度级约束方程，使用不同的

数值方法求解时只能精确保持一种约束方程．为了

在计算过程中同时保持三种约束方程使其不发生

违约，本文对上述微分⁃代数方程进行改进．

２　 Ｌｉｅ 群微分⁃代数方程约束稳定方法

引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子参数 μ，ω ，构造新的 Ｌｉｅ 群

表达微分⁃代数方程如下：

ｑ̇＝ ｖ′ ＲΩ′( )

Ｖ′＝Ｖ－ＢＴ（ｑ）μ

Ｖ̇′＝ Ｖ̇－ＢＴ（ｑ）ω

ＭＶ̇′＋ＢＴ（ｑ）λ＝Ｑ（ｑ，Ｖ′）
Φ（ｑ）＝ ０
Ｂ（ｑ）Ｖ＝ ０

Ｂ（ｑ） Ｖ̇＋Ｂ̇（ｑ）Ｖ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（６）

其中 Ｖ′＝［ｖ′Ｔ Ω′Ｔ］ Ｔ ．方程（６）同时包含了位移约

束、速度级约束和加速度级约束方程，求解过程中

可以同时保持这三种约束稳定．

使用向后差商公式对 ｑ̇，Ｖ̇′进行离散得：

ｖ′ｋ＋１ ＝ｘ
ｋ＋１－ｘｋ

ｈ
，Ｒ̇ｋ＋１ ＝Ｒ

ｋ＋１－Ｒｋ

ｈ
（７）

ｖ̇′ｋ＋１ ＝
ｖｋ＋１－ｖｋ

ｈ
，Ω̇′ｋ＋１ ＝Ω

ｋ＋１－Ωｋ

ｈ
（８）

其中 ｋ＝ １，２，…为迭代步数．由于 Ｒ̇ｉ ＝Ｒｉ
Ω′ｉ，ｉ ＝ １，

…ｎ，由 ＣＧ 方法可得：
Ｒｋ＋１ ＝Ｒｋｅｘｐ ｈΩ̇′ｋ＋１( ) （９）
此时方程（６）离散为：

　

Ｖ′ｋ＋１－Ｖｋ＋１－ＢＴ（ｑｋ＋１）μｋ＋１ ＝ ０
１
ｈ

Ｖ′ｋ＋１－Ｖ′ｋ( ) －Ｖ̇ｋ＋１－ＢＴ（ｑｋ＋１）ωｋ＋１ ＝ ０

１
ｈ
Ｍ Ｖ′ｋ＋１－Ｖ′ｋ( ) ＋ＢＴ（ｑｋ＋１）λｋ＋１－Ｑ（ｑｋ＋１，Ｖ′ｋ＋１）＝ ０

Φ（ｑｋ＋１）＝ ０
Ｂ（ｑｋ＋１）Ｖｋ＋１ ＝ ０

Ｂ（ｑｋ＋１） Ｖ̇ｋ＋１＋Ｂ̇（ｑｋ＋１）Ｖｋ＋１ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１０）
其中 ｑｋ＋１ ＝（ｘｋ＋１ Ｒｋ＋１），Ｖ′ｋ＋１ ＝ （ｖ′ｋ＋１）Ｔ （Ω′ｋ＋１）Ｔ[ ] Ｔ，
Ｖ̇′ｋ＋１ ＝ （ ｖ̇′ｋ＋１） Ｔ （Ω̇′ｋ＋１） Ｔ[ ] Ｔ， ｖ′ｋ＋１， ｖ̇′ｋ＋１， Ω̇′ｋ＋１，
Ｒｋ＋１由公式（７），（８），（９）得出．

由初始条件 ｘ１，ｖ１，Ω１，Ｒ１ 使用牛顿迭代方法

迭代求解可以得到 ｘｋ，ｖｋ，Ωｋ，ｋ ＝ ２，３，…，从而由式

（９）可得 Ｒｋ，ｋ＝ ２，３，…．

３　 数值算例

图 １ 为双连杆空间机械臂，设杆 １ 的质量为

ｍ１ ＝ ５ｋｇ，质心坐标为（ｘ１，ｙ１，ｚ１），杆长为 ｌ１ ＝ １ｍ；杆
２ 的质量为 ｍ２ ＝ ５ｋｇ，质心坐标为（ｘ２，ｙ２，ｚ２），杆长

为 ｌ２ ＝ １ｍ．

图 １　 双连杆空间机械臂

Ｆｉｇ．１　 Ｔｗｏ⁃ｌｉｎｋ ｓｐａｃｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

取广义坐标为 ｑｉ ＝ （ｘｉ Ｒ ｉ），ｘｉ ＝ ｘｉ ｙｉ ｚｉ[ ] Ｔ，ｉ

８９
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＝ １，２，则广义质量矩阵为 Ｍｉ ＝ ｄｉａｇ（ｍｉ Ｊｉ），ｍｉ ＝
ｄｉａｇ（ｍｉ，ｍｉ，ｍｉ），Ｊｉ ＝ ｄｉａｇ（ Ｊｉ１，Ｊｉ２，Ｊｉ３）， ｉ ＝ １，２，广

义力矢量为 Ｑｉ（ｑ，Ｖ）＝ ［－ｍｉｇ － ΩｉＪｉΩｉ］ Ｔ，ｉ＝ １，２，ｇ
＝［０ ０ ９．８１］ Ｔ ．约束方程为：

Φ１（ｑ）＝ ｘ１＋Ｒ１Ｘ１０

Φ２（ｑ）＝ ｘ１＋Ｒ１Ｘ１１－ｘ２－Ｒ２Ｘ２１ （１１）

其中 Ｘ１０ ＝ －ｌ１ ／ ２ ０ ０[ ] Ｔ，Ｘ１１ ＝ ｌ１ ／ ２ ０ ０[ ] Ｔ，

Ｘ２１ ＝ －ｌ２ ／ ２ ０ ０[ ] Ｔ ．
给定初始值 Ｒ１（０） ＝ Ｅ，Ｒ２（０） ＝ Ｅ，Ω１（０） ＝

１０π ０ ０[ ] Ｔ，Ω２（０）＝ １０π １０π ２０π[ ] Ｔ，对双

连杆空间机械臂动力学 Ｌｉｅ 群微分⁃代数方程使用

约束稳定方法求解，设仿真时间为 １ｓ，步长 ｈ ＝
０．００００１，仿真结果如图 ２～７ 所示．

图 ２　 两连杆末端运动轨迹

Ｆｉｇ．２　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｌｉｎｋｓ

图 ３　 两连杆质心位置和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子

Ｆｉｇ．３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｓｓ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｌｉｎｋｓ ａｎｄ

ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ

图 ４　 双连杆空间机械臂能量

Ｆｉｇ．４　 Ｅｎｅｒｇｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ⁃ｌｉｎｋ ｓｐａｃｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

图 ５　 双连杆空间机械臂约束

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ⁃ｌｉｎｋ ｓｐａｃｅ ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

图 ６　 约束稳定方法得到的旋转矩阵各分量

Ｆｉｇ．６　 Ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ

ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

图 ２ 给出了仿真过程中的连杆末端轨迹，图 ３
为连杆质心位置和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ的时间历程图．
从图中可以看到仿真过程稳定．图 ４ 为双连杆空间

机械臂系统动能、势能和总能量变化图，可以看出

系统总能量守恒．图 ５ 为系统所受约束方程（１１）及
相应的速度级约束和加速度级约束时间历程图，可
以看出各级约束均精确保持，且精度较高，从而验

证了约束稳定方法的作用．图 ６ 和图 ７ 给出了约束

９９
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稳定方法得到的旋转矩阵 Ｒ 的各分量变化图及误

差 ｅＲ＝ＲＴＲ－Ｉ，进一步验证了约束稳定方法对旋转

矩阵 Ｒ 的正交性的保持，即 Ｌｉｅ 群结构的保持．

图 ７　 约束稳定方法得到的旋转矩阵正交性误差

Ｆｉｇ．７　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｏｂｔａｉｎｅｄ

ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

表 １ 和表 ２ 将使用约束稳定方法得到的结果和

使用同样的向后差商隐式方法求解指标 １、２ 和 ３ 的

Ｌｉｅ 群微分⁃代数方程所得的结果进行了比较．其中

ＤＡＥ１、ＤＡＥ２ 和 ＤＡＥ３ 分别表示指标 １、２ 和 ３ 微分⁃
代数方程求解，ＤＡＥＳ 表示约束稳定方法求解，Ｈ 为

系统总能量，δ（Ｈ）＝ ｍａｘ
０≤ｉ≤ｎ

Ｈ（ｔｉ）－Ｈ（０） Ｈ（０）为系

统总能量最大相对误差，ε（Φ），ε（Φ̇），ε（Φ̈）为系统

约束函数、速度级约束和加速度级约束最大绝对误

差．

表 １　 约束稳定方法与指标 １、２、３ＤＡＥｓ结果比较（ｈ＝０．００００１）
Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｎｄｅｘ １，２，３ ＤＡＥｓ （ｈ＝ ０．００００１）

δ（Ｈ） ε（Φ） ε（Φ̇） ε（Φ̈）
ＤＡＥ１ ０．０１０６ ０．００８９ ０．０１８３ ７．４４７３×１０－６

ＤＡＥ２ ０．００８３ ０．００２９ １．７７６４×１０－１４ １．０５５１
ＤＡＥ３ ０．０１５６ ３．８８５８×１０－１６ ０．０１２７ ２．１３３５
ＤＡＥＳ ０．００８６ ３．８８５８×１０－１６ ２．１３１６×１０－１４ ４．３２０１×１０－１ ２

表 ２　 约束稳定方法与指标 １、２、３ＤＡＥｓ结果比较（ｈ＝０．０００１）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｉｎｄｅｘ １，２，３ ＤＡＥｓ （ｈ＝ ０．０００１）

δ（Ｈ） ε（Φ） ε（Φ̇） ε（Φ̈）
ＤＡＥ１ ０．１３０７ ０．０９０２ ０．１７７０ ３．１０４１×１０－４

ＤＡＥ２ ０．０７２８ ０．０２８７ １．４２１１×１０－１４ １０．５２４０
ＤＡＥ３ ０．０８２０ ５．６６２１×１０－１５ ０．１２３１ ２１．３９３０
ＤＡＥＳ ０．０７６５ １．７１３６×１０－１ ３ ２．３１４６×１０－１ ２ １．７１１３×１０－８

从表 １ 中可以看出，对指标 １ 微分⁃代数方程

使用隐式方法求解，可以精确保持加速度级约束，

但是位移约束和速度级约束误差较大；对指标 ２ 微

分－代数方程使用隐式方法求解，可以精确保持速

度级约束，而位移约束和加速度级约束产生违约；
对指标 ３ 微分⁃代数方程求解，可以精确保持位移

约束，而速度级约束和加速度级约束误差较大．但
是使用约束稳定方法求解，可以同时精确保持位移

约束、速度级约束和加速度级约束．另外，从系统总

能量相对误差比较可以看出，约束稳定方法的能量

误差与指标 ２ 方法误差接近，小于另外两种方法．
这四种方法得到的系统总能量相对误差变化图如

图 ８ 所示，可以看出约束稳定方法在保持各级约束

稳定的同时，也减小了系统总能量误差． 从表 ２ 可

以看出，当步长增大时，上述分析仍然成立，与表 １
比较可以得出，步长增大时，各结果误差有不同程

度的增加，其中加速度约束误差增加明显，说明该

类方法中加速度约束对步长变化较为敏感．

图 ８　 使用不同方法得到的系统总能量

Ｆｉｇ．８　 Ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

４　 结论

本文针对 Ｌｉｅ 群表达的多体系统动力学微分⁃
代数方程，设计了约束稳定的求解方法，使仿真过

程中位移约束、速度级约束和加速度级约束能够同

时得到保持．数值算例表明，相比较使用同样向后

差商隐式方法求解的指标 １、指标 ２ 和指标 ３ 微分⁃
代数方程，约束稳定方法得到的结果更为精确，在
保持各级约束方程的同时，也保持了旋转矩阵的正

交性，是一种保 Ｌｉｅ 群结构的数值方法．在该方法的

基础上可以很方便地设计高阶数值方法，进一步提

高结果精度．
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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｓｙｓｔｅｍ ｄｙｎａｍｉｃｓ，　 ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ⁃ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ（ＤＡＥｓ），　 Ｌｉｅ ｇｒｏｕｐ，　 ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｔａ⁃
ｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ
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