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特征模态函数缺失和等比例缩小

对系统非线性特征影响∗

黄巍１ 　 杨永锋２†

（１．中国航发商用航空发动机有限责任公司，上海　 ２００２４１） （２．西北工业大学振动工程研究所，西安　 ７１００７２）

摘要　 针对经验模态分解得到的特征模态函数，研究了其缺失和等比例缩小时 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统和 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的

最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数．结果表明：低阶特征模态函数对吸引子破坏较小，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数较大；当缺失、比例

缩小低阶特征模态函数时，系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数有较为明显的减小；特征模态函数缩小比例越大，最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和原信号相比减小越多．

关键词　 经验模态分解，　 非线性，　 最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，　 特征模态函数

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃５０

引言

对一列时间序列数据先进行经验模态分解

（Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ Ｍｏｄｅ Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，简称 ＥＭＤ），然后

对各个分量做希尔伯特变换获取瞬时频率的信号

处理方法 （称为希尔伯特黄变换 Ｈｉｌｂｅｒｔ⁃Ｈｕａｎｇ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，简称 ＨＨＴ），是由美国国家宇航局的

Ｎｏｒｄｅｎ Ｅ Ｈｕａｎｇ 于 １９９８ 年首次提出的，ＨＨＴ 是近

年来对以傅立叶变换为基础的线性和稳态谱分析

的一个重大突破［１］ ．目前，非线性时间序列的长时

预测和高精度预测是近年来研究的一个热点［２，３］ ．
Ｐｏｏｎ 结合 ＥＭＤ 与 Ｈｉｌｂｅｒｔ 变换，证明非线性多自由

度结构存在非线性模态振动，并可通过特征模态函

数（Ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ Ｍｏｄｅ Ｆｕｎｃｔｉｏｎ， 简称 ＩＭＦ）确定非线性

结构物理动态属性［４］ ．Ｇｈｏｓｈ 的研究结果表明 ＥＭＤ
方法适用于延迟 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的混沌同步研究，并
计算了其最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数进行验证［５］ ．Ｚｏｕ 使用

ＥＭＤ 方法比较了 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ｘ 分量的非定常演

变，结果表明 ＩＭＦ 组成的敏感性依赖于 ｘ 分量的初

始值，为非线性长期预测的可能性提供科学依

据［６］ ．黄海用 ＩＭＦ 的瞬时频率变化表示纸盆位移信

号波内频率调制的非线性现象，直接反映出与扬声

器结构相关联的非线性特性［７］ ．李鸿光利用经验模

态分解方法将混沌信号分离为不同的 ＩＭＦ，并在特

定参数下从中分解出单一频率成分的谐波信号，从
而成功地将混沌信号和谐波分量分离［８］ ．本文基于

上述基础，研究了 ＩＭＦ 分量其中之一发生变化（缺
失或比例缩小）对合成后信号的影响，主要考察

ＩＭＦ 分量的吸引子形状和最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，其
研究结果有助于探明 ＩＭＦ 信号与原信号的最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数之间的对应关系，为使用 ＩＭＦ 信号

进行非线性长时预测提供基础［２］ ．

１　 ＩＭＦ 缺失对系统非线性特征影响

１．１　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统

研究具有负线性刚度的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程［９］

ｘ̈＋ｃｘ̇－ｘ＋ｘ３ ＝ ｆｃｏｓωｔ （１）
选取参数 ｃ＝ ０．３，ω ＝ １．２，ｆ ＝ ０．３１，采用 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β
法积分，积分步长为 ０．０１，积分初值为 ０．图 １ 为

Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统响应及其 ＩＭＦ 分量．表 １ 列计算 Ｄｕｆｆｉｎｇ
系统最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λ１ 的参数，其中 τ 为延迟

时间、ｍ 为嵌入维数、Ｐ 为平均周期．根据表 １ 参

数，利用小数据量法计算得到 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统的最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为 ０．６７５３，经过 ＥＭＤ 后其主要分量

ＩＭＦ１、ＩＭＦ２ 和 ＩＭＦ３ 的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别为

０．３２１３、０．１１３６ 和－０．０２９８，当其原始数据分别缺失
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ＩＭＦ１、ＩＭＦ２ 和 ＩＭＦ３（即原始数据减去相关 ＩＭＦ 分

量）的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别为 ０．１６２６、０．４４３８ 和

０．１８９３．

图 １　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统响应的经验模态分解

Ｆｉｇ．１　 ＥＭＤ ｏｆ ｔｈｅ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｅ

表 １　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统 ＩＭＦ 缺失时最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｏｆ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｌｏｓｔ

τ ｍ Ｐ Ｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒｖａｌ λ１

Ｄｕｆｆｉｎｇ ２５ ９ ２１３ ［６２　 ２９８］ ０．６７５３
ＩＭＦ１ ２７ ６ １１３ ［２３７　 ３５２］ ０．３２１３
ＩＭＦ２ ５２ ５ ２９５ ［３８２　 ４９９］ ０．１１３６
ＩＭＦ３ ５５ ４ ３６９ ［５２８　 ８９０］ －０．０２９８

Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ１ ４８ ９ ３９１ ［５１０　 ９１４］ ０．１６２６
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ２ ３０ ６ ２００ ［１８１　 ２９９］ ０．４４３８
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ３ ３５ ６ ２１０ ［３２０　 ４７９］ ０．１８９３

图 ２ 为 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统 ＩＭＦ 缺失时 Ｐｏｉｎｃａｒé 映

射，从中可以看出，数据分解对于吸引子形状破坏

较为严重，仅 ＩＭＦ１ 的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射点较为集中，剩
余 ＩＭＦ 分量 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射为无规律点集，当 ＩＭＦ１
缺失时，系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数有较为明显的

减小．因此 ＩＭＦ 缺失时，系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

一般会减小，低阶 ＩＭＦ（主要指一阶或二阶）缺失对

系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数影响较为明显，高阶 ＩＭＦ
（主要指二阶以上）因信号主要为低频趋势成份，
难以估计其对系统最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的影响．
１．２　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统

无量纲 Ｌｏｒｅｎｚ 方程为［１０］：

ｘ̇＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ̇＝ ｃｘ－ｘｚ－ｙ
ｚ̇＝ ｘｙ－ｂｚ

（２）

选取参数 ａ＝ １６，ｂ＝ ４，ｃ＝ ４６，采用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
算法积分，积分步长为 ０．０１，积分初值为［－１，０，１］．

图 ３ 为 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ｘ 分量响应及其 ＩＭＦ 分量．表 ２
列计算 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ｘ 分量最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λ１

的参数．根据表 ２ 参数利用小数据量法计算系统的

最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数为 １．５１５６，经过 ＥＭＤ 后其主要

分量 ＩＭＦ１、ＩＭＦ２ 和 ＩＭＦ３ 的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分

别为 １．０８４７、０．９６９９ 和 ０．４３６２，均明显小于原信号．
当其原始数据缺失 ＩＭＦ１、ＩＭＦ２ 和 ＩＭＦ３ 时的最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别为 ０．１８８２、０．５０８３ 和 ０．３７８８．图 ４
为 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ｘ 分量 ＩＭＦ 缺失时的轨迹图．从图 ４
中可以得出如下结论：当 Ｌｏｒｅｎｚ 系统和 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系

统缺失 ＩＭＦ 时，非线性特性的表现形式类似．

图 ２　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统 ＩＭＦ 缺失时 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

Ｆｉｇ．２　 Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐｓ ｏｆ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｌｏｓｔ

表 ２　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ＩＭＦ 缺失时最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｏｆ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｌｏｓｔ

τ ｍ Ｐ Ｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒｖａｌ λ１

ｘ ３９ ６ ２３５．５ ［２３０　 ４９９］ １．５１５６
ＩＭＦ１ ４０ ７ １４７．４ ［３１５　 ４８８］ １．０８４７
ＩＭＦ２ ４１ ６ ３５８．５ ［２３０　 ３６３］ ０．９６９９
ＩＭＦ３ ６０ ４ ４６１．０ ［３３３　 ５８３］ ０．４３６２

ｘ－ＩＭＦ１ ４９ ６ ４５７．４ ［７２５　 ８４７］ ０．１８８２
ｘ－ＩＭＦ２ ３５ ５ ３００．３ ［６３１　 ６９８］ ０．５０８３
ｘ－ＩＭＦ３ ４２ ６ ２１７．９ ［３４２　 ４６９］ ０．３７８８

９４
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图 ３　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ｘ 分量响应及其 ＩＭＦ 分量

Ｆｉｇ．３　 ＥＭＤ ａｎｄ ｘ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｒｅｐｓｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ

图 ４　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ＩＭＦ 缺失时轨迹图

Ｆｉｇ．４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｌｏｓｔ

２　 ＩＭＦ 比例缩小对系统非线性特征影响

２．１　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统

选取和 ２．１ 节相同参数．表 ３ 列计算 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系

统最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λ１ 的参数．当 ＩＭＦ１、ＩＭＦ２ 和

ＩＭＦ３ 缩小 ５０％时（即原信号减去对应 ＩＭＦ×０．５），
根据表 ３ 参数计算出响应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分

别为 ０． ５５６１、０． ５２２１ 和 ０． ３７１４，当 ＩＭＦ１、 ＩＭＦ２ 和

ＩＭＦ３ 缩小 ３０％时，响应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别

为 ０． ５８５０、０． ５４３９ 和 ０． ４１９４．图 ５ 为 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统

ＩＭＦ 比例缩小时 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射，从中可以看出，高
阶 ＩＭＦ 等比例缩小时，响应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

比低阶 ＩＭＦ 小，其主要原因是高阶 ＩＭＦ 较为明显

地破坏了原信号的吸引子形状，并且低阶 ＩＭＦ 相

比原信号的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数减小幅度较小．因
此，低阶 ＩＭＦ 等比例缩小对于信号的吸引子形状

破坏较小，高阶 ＩＭＦ 等比例缩小会严重破坏信号

的吸引子形状．从最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数减小来看，低
阶 ＩＭＦ，其缩小比例越大，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和原

信号相比减小越多．
表 ３　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统 ＩＭＦ 比例缩小时最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｏｆ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｃｕｔｄｏｗｎ

τ ｍ Ｐ Ｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒｖａｌ λ１

Ｄｕｆｆｉｎｇ ２５ ９ ２１３ ［６２　 ２９８］ ０．６７５３
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ１×０．５ ３３ ７ ３０５．４ ［１２０　 ４０３］ ０．５５６１
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ２×０．５ ２８ ７ ２２９．０ ［７０　 ３２４］ ０．５２２１
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ３×０．５ ３３ ６ ２３０．７ ［１９２　 ３８８］ ０．３７１４
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ１×０．３ ２９ ４ ２７５．４ ［１２３　 ３６９］ ０．５８５０
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ２×０．３ ２７ ５ ２３０．９ ［１４５　 ３４９］ ０．５４３９
Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃ＩＭＦ３×０．３ ２９ ５ ２３１．６ ［２３９　 ４３０］ ０．４１９４

图 ５　 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统 ＩＭＦ 比例缩小时 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射

Ｆｉｇ．５　 Ｐｏｉｎｃａｒé ｍｐａｓ ｏｆ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｃｕｔｄｏｗｎ

２．２　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统

Ｌｏｒｅｎｚ 系统所选取参数和 ２．２ 节相同．表 ４ 列

计算 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ｘ 分量最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数 λ１ 的

参数．当 ＩＭＦ１、ＩＭＦ２ 和 ＩＭＦ３ 缩小 ５０％时，根据表 ４
参数计算得到响应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数分别为

０５
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１．０９６８、０．７９２３ 和 ０．４２１４，当 ＩＭＦ１、ＩＭＦ２ 和 ＩＭＦ３ 缩

小 ３０％ 时， 响应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指 数 分 别 为

１．１６５８、１．４１ 和 ０．８９１８．图 ６ 为 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ｘ 分量

ＩＭＦ 比例缩小时的轨迹图．从表 ４ 和图 ６ 并结合上

小节可以看出，对于低阶 ＩＭＦ，当缩小比例较小时，
响应的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数较大，对吸引子形状的

影响也较小，同样也可以得到前述结论．

图 ６　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ＩＭＦ 比例缩小时轨迹图

Ｆｉｇ．６　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｌ ＩＭＦ ｃｕｔｄｏｗｎ

表 ４　 Ｌｏｒｅｎｚ 系统 ＩＭＦ 比例缩小时最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｏｆ Ｌｏｒｅｎｚ ｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈ ＩＭＦ ｃｕｔｄｏｗｎ

τ ｍ Ｐ Ｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒｖａｌ λ１

ｘ ３９ ６ ２３５．５ ［２３０　 ４９９］ １．５１５６
ｘ－ＩＭＦ１×０．５ ４２ ６ ２８９．７ ［５５１　 ６８４］ １．０９６８
ｘ－ＩＭＦ２×０．５ ４１ ５ ２８１．７ ［４７０　 ５５４］ ０．７９２３
ｘ－ＩＭＦ３×０．５ ４７ ５ ２２６．１ ［４４４　 ４８２］ ０．４２１４
ｘ－ＩＭＦ１×０．３ ３１ ６ ３２３．１ ［６９３　 ８２１］ １．１６５８
ｘ－ＩＭＦ２×０．３ ３７ ６ ２７８．５ ［４２３　 ４９０］ １．４１
ｘ－ＩＭＦ３×０．３ ４１ ６ ２３６．２ ［４１４　 ４８９］ ０．８９１８

３　 结论

本文研究了 ＩＭＦ 缺失和比例缩小时 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系

统和 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数和吸引子形

状变化情况，结果表明：低阶 ＩＭＦ 对吸引子破坏较

小，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数较大，ＩＭＦ 阶数较高时，响
应的吸引子破坏较为严重，通常吸引子形状呈无规

律点集，最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数一般较小，甚至为负；
当缺失低阶 ＩＭＦ 时，系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数有

较为明显的减小，当缺失 ＩＭＦ 阶数较高时，系统的

最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数一般会减小，但因高阶 ＩＭＦ 主

要为低频趋势成份，其减小幅度不一定比低阶 ＩＭＦ
大；当 ＩＭＦ 比例缩小时，只有低阶 ＩＭＦ 等比例缩小

对信号的吸引子形状破坏较小，高阶 ＩＭＦ 等比例

缩小会严重破坏信号的吸引子形状，从最大 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 指数减小来看，ＩＭＦ 缩小比例越大，最大 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 指数和原信号相比减小越多．
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